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INTRODUCERE 

,,Non scholae, sed vitae dicimus". 

(Xu pentru şcoală, ci pentru viaţă În\'ăţăm) 

Seneca - Epistolt morale 

Litcrnrca are la bază, în p,-incipal, textul cup,·ins în ediţia apărută î11 anul 
197 3, în care s•au int,,odus ameliorări de o,-din teoretic şi aplicativ. A ccastll. opera ţif a 

fost necesară, în special, datcrită pc1jccţio11ării domeniului şi mai ales cc,zsccinţclor pc 

ca!'e le-au sufe,·it diferitele categorii de construcţii după put,rnicul cutremur Î1lrcgis
lrat în ţara noast,-ă la 1 martie 1977. ln acest sens, s-a avut în vedere o reconsidcrnl'e 
mai substanţială a părţii a I I-a a luc,ăl'ii care tratează prob/miele specifice i11gi11c,·iei 
seismice. Atenţia acordată acestor aspecte a fost impusă de î,wăţăminttlc ce au 
rez1tltat din analiza comportării reale a constrncfiilor, ca urmare a alei mai pu
ternice 1nişcări seis1nice ce s•a nianijestat fn ţara noast1'ă în ultimul secol. 

ln gt1teral, orientarea şi organiza,,ea 1naterialului nu au suje.rit 11wd1jicciri 

tSenţiale, întrucît răsturnă,·i spectaculoase, de fond, în aast domeniu "" s-au j,rotlus 
în ultimul deceniu. Datorită limitării spaţiului tipografic, ,majoritatea aspectelor 

teoretice şi aplicative au fost succint prezentate, iar la' altele, ,j.e strictă specialitate, 
s-a renunţat cu bunăştiinţă. 

Cuprinsul lucrării urmăr,şte rnrsul pe care autornl îl pr,dă sub această 

formă, pentn, prima dată în invăţămîntul superior din România, la Facultatea 
de Construcţii Civile, Industriale şi Agricole din Institutul de Constrncjii B11cw·cşti, 
începînd din anul universitar 1970-1971. ln dewrsul anilor, autorul a fo.,t 

încurajat în această ,-esponsabilă misiu11c, de a i11t1-oduce 1oz. curs în aja1·a tra
diţiei învăţă•nîntului s11p,,.ior de construcţii, în primul rind de tinc,·ii săi studenţi, 

interesaţi totdeauna de noţiuni şi cunoştinţe noi, chia,· de avangardă, şi sensibili 
la probleme de rafinament ştiinţific ,<i tehnic care să se situeze peste ccri11ţelc for111ale 

ale Mnor do,ncnii în curs de pEr{mare. 

LucraYea depăşeşte in anuniite părţi cadrul strict 1u-asar instruirii studcnţnur 

din farnltăţile cu profil de construcţii. Aspatele supliinrnlal'e tratate i·o,· contribui 

desigu1' la p-regătfrca doctoran::ilor in acest _domeniu, frccunz. şi la fnjccfimwrca 

1·nginerilor din proiecta1'c şi exa1.,ţie care unnca:ă cu;-sul pc5t uni1:crsitar de „Dinamica 

structun·zor şi i11ginerie seismică'\ otga11izat în Institutul de Construc,tii din Bucurcrti. 

S-a urmărit să se prezinte problemele de ba;ă ale dinamicii structuri/o,· ,1i inginfl'ici 

seis11iice în asenienea 1nanieră încît aastea să dct'tnă accesibile u.11ui nu1nă1' cit 1nai 

mare de ingineri, care doresc să se iniţieze fn acest domeniu de importanţă te/mică 

deosebită. Jn mod deliberat nu au fost int,-odt<se fcnnulări ermetice şi sofisticate, 

tocmai cu intenţia nedisimulată de a nu crea falsa iluzie că conceptele dinamicii 

teoretice şi aplicate reprezintă apanajul exclusiv al unei „,Zitc" tehnice. Am ţii;ut 

scama, pe cît mi-a fost posibil de njlexia, plină de ,emnijicaţii, aparţinfnd lui 

J. îV. Goethe şi anume că „unele cărţi par a fi scrise nu pentru ca să în'leţe cine·1a 

din ele, ci pentru a se şti că autorul lor a ştiut ce'la". Cu aa,'.t gind am clabotat 

prima ediţie a acestei cărţi şi cu aceleaşi sentimente mi-ain prop1<s, cu unele amrn

damente, să elaborez această nouă ediţie, 
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Diii:Jmic:i strn~turilor şi ingine1·ia seismicd reprezintit o disciplind cu caracter 

funiam,nta!, de vî,j, în rnm"ra co::strucţiilor Îlllrttcît asociazd, tntr-o formd 

wsi!ard, cu,i,ştinţe m!t!tidisâplinare ia special din matematicd (ecuaţii diferenţiale, 

an:i!iză mztricea!ă, calcul nti 1n~ric etc.), fi:ică, ,uecanică teoretică, din statica şi sta• 

biiîtatea structuri/or, re=istenţa şi teoria e!<Jsticităfii, prewm şi din celelalte ramuri 

a!e tehnicii construcţiilor, legate de proprietăţile fizico-mecanice ale materialelor. 

Din p,mc!a/ de vedere al dificaltăţilor, 11oţiw1ile au fost expuse diferenţiat şi 

fo:r-o ordine coi-espunzătoare. De=volt<irile twretice sini fosoţit, de aplicaţii numerice 

rcţ<czentative, care con tribu ie la înţelegerea şi aprofundarea diferitelor aspecte spe

cifice fenomenelor dinamice. S-a pus un accent deosebit pe formulările matriceale, 

pr:1prii reza!v:lrii cu. aju.tJrztl ca!cu!atJar,.:.'cr c!~'v!ronice. Ret·o!ufi:1 careu/ului automat 

a pennis abordarea unor aspecte anterior inaccesibile dinamicii structurilcr, p€r

miţînd analize deosebit de rigm-oase ;Si de anvergură (metoda demwtului finit, algo

n·!,ne cu matrice cu dimensiuni nzari, analize spaţ1:ale ccrnţhxe etc.). ln acest sens, 

s-a H1·m!trit 1> tratare cît mai corectă, din punct de vede,-e jizic şi matematic, ţiuind 

sum~. pe cit a fost posibil şi la nivel11l cunoştinţelor actuale, de comportarea reală 

a structurilor de rezistenţă ale construcţiilor. De .ase,nenea, s ... a. •insistat asupra mc

tvidor de discretizare a sistan.e/or continue. care pErni1.·t u11.·ziza1·ea în condi/ii opfrme 

a c1-lculului au.tom.a!. Cu. toate aceste:a, fn lucrare au fost incluse şi unele tnetode 

d~r::.c!e, cu cara,t;ter a~braxinu!:·,:, c'.lre p,Jf furni::a re::z:!tate satisfăcătcare ţcntru 

anumite categorii de slrt!cturi, la prc·d;nu11sionarca sau chiar dhnensic-~~arEa ele

~tatc!or de rezistenţă. 

Expunerile din j..-'re::enta luc:-ar,: s!;:t o,-gani.:ate in trei ţi1.1-ţ{, afcc:·ate 'U!ifar 

f,:~ri ele. În, pri·m.i p:.zrte se tirc::int!i cCi·zcepţ-iile de ba;.ă ale dhzantfrii sf1uct:•r.:le1-, 

c~ra.cteristic-i!e de deji;zire ale sistemt!cr dinamice, precznn şi anaNza ră/pu1![,ului 

produs de acţiuni specifice j:,rocesef.__,r tâznologice şi indu~triale. Partea a dciw- este 

cmsacrată în intregimE ing·ine;--ici seismice, iar fartca a trâa cuprinde î-,: exclusi

;.:i,tate ni;tode numericf: aproxima/:':'t c:: privire la calculul s!ruct'ltrilcr la acţiuni 

laterale. 
La 1-edac!area lucrcfrii s-a fc!osit un amplu ma/o'fr:.1 dcci,,nlntar . .At{Hd {n. 

1:::.icre ex .!Jlozia d) hifannaţii ;tii:;ţ(f:'că şi tehnică din 1-t!t1.·mcle decenii, s-au ccn5~!ltat 

se!ec!iv c2le ,n:ii reprezi·:itati1.:t studi:: ;i cercetări din litt.ratura intln;aţicnală. Au. 

f,;t in,trad:tse şi contribuţii originah: obţinute de cercetătorii 'i'cr:1âni {n acest domeniu, 

printre care sint -nienţion,ate şi unde a parţinînd autoruZ,ui, 

ln ansamblu, întregul materia! cuprins în lucrare (expus în fermă unitarii 

~·i sisteni:ifizată) pune accentul as:tpra anal:·:ei ,-;i proiectării struct;tn'lcr reale în 

o,icept dinamic, pe baza unor modele fizice şi matematice acceptabile, 

111 încheiere, ţin să aduc mulţumiri solicitudinii pe care mi-a aco1·dat-o con• 

ducerea Editurii Didactice şi Pedagogice şi în mod e:xţr<s ndacţi<i de spECialitate. 

Un gind de rec,moştinţă se îndreaptă către prietenii mei ti,:eri, şef de lucrări dr. 

ing, Floriii Afacavei şi asistent ing. Ion Vlad, pentru sprijinul ce mi l-au dat la 

de7j{n!.t!·1.'area acestei noi ediţii. 

Dr, ing. MIHAIL IFRIM, 
Profesor la Institutul de Construcţii Bucureşti 

NOTAŢII ŞI SIMBOLURI 

Cu scopul de a da posibilitatea unei parcur cri mai s . . 
lucrare, se prezintă în contin a . . g u,oare a matenalulm cuprins în această 

u re pnnc1palele notaţii 5• • b 1 • . 
faptul că unele dintre acestea au semn1'f' ţ·· d bl . ·' s1m o un folosite. Se menţionează 
Î ,ca 11 u e m fonetic d ă · 
n afara acestor notaţii pe parcurs 11 , . , , . · e m nmea pe care o reprezintă. 

' u ucraru se mtroduc s1 alte] . 
care se definesc direct în text ac l d . . , e, cu carac1er ma, puţin general 

, o o un e 1nternn. ' 
a(t) 
A 

B/A 
C 

Cer 

E 
E 
f 

f* 
fi 

F(t) 
Fo 
g 
G 

GLD 
GLD 

nGLD 

I 
I(t) 

J(t) 
j, k 

k 

m 

M 

n 
Q 
,, 
R 

SD 

sv 
SA 

t 

- acceleraţie liniară; 

- amplitudine a miscării. 
- beton armat; , ' 

- coeficient de amort,·zare • , v,scoasa (umedă) ; 
- coeficient de amortizare critică, 
- energie (cinetică sau potenţială): 
- modul de elasticitate longitudinală; 
- frecventă proprie (nat lă) f" ă . - ~ , . ura , ar considerarea an1ortizării; 

frec ,enţă proprie, cu considerarea amortizării . 
- frecvenţă proprie de ordinul i, a unui sistem d~namic cu mai 

2, ... , n); multe GLD (i = 1, 

- forţe exterioare, variabile în timp; 

- valo1rea de amplitudine a forţei exter1'oare arn1onice; 
- acceleraţie gravitaţională; 

- modul de elasticitate trans·,ersală, 
- grade de libertate dinamice, ' 

- sistem cu un singur GLD;' 
- sistem cu mai multe GLD. 

- indice pentru ordinul modu;ui · d propriu e vibraţie (i = J, 2, .,., 11 ); 

- moment de inerţie geo:netric; 

- forţe de inerţie generate de vibraţiile libere. 
- _for'.e. de inerţie generate de ·,ibraţiile forţate•; 
- 1nd1c1 pentru coordon:itele dinamice discrete 

. (f,k 1,2, ... ,n); 
- coeficient de rigiditate, definit ca acţiune; 
- masă. concentrată; 

- moment încovoietor; 

- numărul GLD al unui sistem dinamic discret; 
- încărcare gravitaţională; 

- coeficient de rigiditate, definit ca reacţiune; 
- rigiditate relativă de ni-,el; 

- spectru seismic al deplasărilor relative; 

- spectru seismic al (pseudo)·~itezelor relative; 

- spectru seismic al (pseudo)acceleraţiilor absolute; 
- variabilă temporală; 

- perioadă proprie (naturală), fa" ă 'd T 
T• r conSJ erarea amortizării; 

- perioadă proprie, cu considerarea amortizării; 
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TR 
T, :J 

tto(I) 
v(t) 
.x(t) 

- perioadă proprie de ordinul i, a unui sistem dina;g cu mai multe GLD 

(i = 1, 2, ... , n); 
-coeficient de transmisibilitate; 
- forţă tăietoare; 

- deplasare cu caracter perturbator, la baza structurii; 

- viteză liniară; 

- coordonată dinamică, în mişcare rectilinie; 
- deplasare statică pe direcţia G LD ; 

8 - coeficient de flexibilitate; 
o(/) - impuls Dirac; 
..l - decrement logaritmic al amortizării vîscoase; 

..l(t) - inter-ral de timp incremental; 

i\,1 - deplasare statică; 
-,1(t) - coordonată generalizată, modală; 

fL - factor de ductilitate; 
µ - coeficient dinamic (CD) sau factor de amplificare dinamică (FAD), fără considerarea 

amortizării; 
µ • - coeficient dinamic (CD) sau factor de amplificare dinamică (FAD), cu considerarea 

amortizării ; 
" - fracţiune din amortizarea critică; 

<I> - ordonatele vectorilor proprii; 
6 - pulsaţia perturbaţiei armonice exterioare; 
""' - pulsaţia proprie (naturală), fără considerarea amortizării; 

&( 

[ ] 

r- .J 
[ ]T 

[ J-1 
{} 
[D] 
(Q)] 

[[] 
[K1 
[M] 
[R] 

[<l>] 

r-nJ 
{<D} 

- pulsaţia proprie, cu considerarea amortizării; 
- pulsaţia proprie de ordinul i, a unui sistem dinamic cu mai multe GLD (i = 1, 2, ... , n); 

- matrice pătrată sau rectangulară; 

- matrice diagonală ; 

- matrice transpusă ; 
- matrice in'lersă; 
- matrice coloană. sau vector coloană; 
- matrice de flexibilitate, definită în coordonate dinamice; 

- matrice dinamică ; 
- matrice unitate sau identică; 
- matrice de rigiditate, definită în coordonatele totale ale structurii; 

- matrice de inerţie, a maselor; 
- matrice de rigiditate, definită în coordonate dinamice; 

- matrice modală ; 

- matrice spectrală; 

- vector propriu. 

Partea I 

ANALIZA DINAMICĂ 
A STRUCTURILOR 
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CONCEPTE FUNDAMENTALE ÎN DINAMICA STRUCTURILOR 

1.1. OBIECTUL DINAMICII STRUCTURILOR 

Dz·nan!ica structzm"lor este o disciplină riguros individualizată, din cadrul 
mecanicii trnreticc şi aplicate, care dezvoltă metode de investigare specifice 
cu privire la calculul şi comportarea structurilor ~e r~~istenţă supuse_1;1n<?r ca~ze 
variabile în timp, numite acţiuni dinamice (exc1taţ11 sau perturbaţn dmam1ce 
exterioare). . . . . . . . 

Structurile de rezistentă au propnetăţ1 sau caracteristici bme precizate, 
care definesc parametrii de' modelare fizică şi matematică a sistemului di·namfr 
corespunzător, denumit şi sistem oscila_tzţ. . 

Structurile i~inereşti, care posedă proprietăţi inerţiale (mase c_oncentrate 
sau distribuite) şi elastice (flexibilitate sau rigiditate)_, sînţ cap~b:le_ să ef~c
tueze sub acţiunea unor cauze exterioare cu caracter dmamic, m1şcan relative 
(numite oscilaţii), în jurul unei wumite poziţii de echilibru. lntrucît mişcarea 
unei asemenea structuri (de,·cnit2. sistem dinamic sau oscilant) se repetă 
în timp după anumite legi de variaţie, tipul de comportare dinamică a siste
mului se numeşte mişcare i·ibratorie sau vi"braţie. _. 

Acţiunile dinamice generează forţe <!ţ inerţie,'care i1:tervin î~ e~prima~ea 
conditiilor de echilibru dinamic instantaneu, spre deosebire de acţmn!le statice 
care r'eprezintă încărcări exterioa:re·consfante în timp. Din acest motiv siste
mele dinamice se mai definesc ca sîstemc 111er.ţiale. În consecinţă, dacă în cal
culul static efectele înregistrate -au valori unice (de vîrf sau maxime), în 
calculul dinamic efectele au un pronunţat caracter variabil şi -Se exp:imă _pe 
timpul istoric (time history) al aplicării acţiuni!or exte7ioare. De aceea, dinam.:c8: 
structurilor reprezintă un domeniu mult mai l~rg ŞI ~omplex de _preocup an 
în raport cu abordarea clasică a problemelor dm statica structurilor. 

Diversitatea cauzelor care produc Efecte dinamice (alternative, mobile, 
cu aplicare bruscă etc.) con1uce 18:_rezolvări diferenţţate ale sistemelor dii:i~
mice, cărora le corespund ş1 soluţn structurale part~c~lare adaptate ~pec1ţ1-
cului actiunilor dominante si destinaţiei construcţ1e1. În această s1tuaţ1c, 
este evident că proiectarea u~ei structuri în concept dinamic reprezintă tot
deauna o situatie nouă cu particularităti bine precizate, întrucît proiectarea 
în·concept excli.'isiv static devine în majoiitatea cazurilor o probl~mă de rut_ină. 
Astfel, la proiectar~_statidL la ac iuni gravitaţionaţ~) a u~e1 struct:iiri de 
rezistenţă-peiill'iio clădire înalta, concep 1a e mea, în schimb se d1feren
tiază în cazul actiunilor cu caracter variabil provenite din vînt în rafale (ac
ţiune dinamică directă) sau din mişcarea sefrmică (acţiune dinamică indirectă). 

Acţiunile dinamice, indiferent de provenienţa lor, produc procese~ v~br3:torii 
cărora le sînt asociate mărimile cinematice fundamentale: deplasari, viteze 
şi acceleraţii. Efectele fundamentale şi consecinţele_ acesto7a: .. efortur_i secţio: 
nale, deformaţii şi tensiuni, variab~le pe.Jim~u~Jgon:alacţm1:11sa~ch1ar. <lupa 
dispariţia acesteia, poartă denumirea generica de raspuns dinamic. Pr~n ?r
mare, noţiunea de răspuns dinamic are un caracter general, substitum~ 
orice stare caracteristică care se manifestă într-o structură, ca urmare a soli-
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ci~ărilor dii:iamice ex_terio~re, indiferent de natura acestora. Răspunsul dina
mic al unei structuri depmde de tipul şi intensitatea acţiunilor la care este 
supusă, de mărimea şi distribuţia maselor (care introduc în sistem forte iner
ţiale generalizate), precum şi de „forţele rezistente" ale sistemului. În di~amica 
st:uc"t~:il?r, se înţ_eleg~ prin forţe rezistente totalitatea forţelor care se opun 
m1şcai:11 s1stemul1:1 _ oscilant, adi<?t forţele elastice (de rewnire), şi forţele de 
amortizare (de d1s1pare energetic?'t). 

Obiectivul principal în dinamica structurilor îl constituie analiza din punct 
de vedere dinamic a relaţiilor existe:1.tc între acţiunile dinamice exterioare, 
parametrii de definire ai sistem~1lui oscilant şi rftspunsul dil1amic exprimat îa 
m?irimi cinematice funcbmrnhk. Este ,,yjdcnt că :icc:i.stft rcbtic, care se 
-exprimă prin ecua-ţii de condiţie specifice fenomenelor dinamice, este tributară 
corectitudinii şi rigurozităţii în care s-a realizat modelarea tuturor factorilor 
c!re descriu relaţia acţiu:1c-rrt~puns. Prin analiză dinaini'că se înţelege în primul 
nnd ansamblul de procedee ş1 metode care permit exprimarea matematică a 
relaţiei acţiune-r[tspuns, în vederea evaluării calitative si cantitative a stării 
variabile de tensiune si deformatic din elementele si str~cturile de rezistentă 
Aceasta rep:.-ezintă d~ fapt :!)roble:na standard a' dinamicii structurilor. ' · 

În aceastft lucr~tre se va considera că atît acţiunile, cît şi siste;1ml dinamic 
rot fi <idinite, cu suficienEt exactitate, independent de caracteristicile mis
•cării. Chiar şi î:l a-:cste condiţii, răspunsul dinamic se estimcaz:'1 mai mult 
s2.u mai puţin satisfădto;·, Î!l funcţie de complexitatea factorilor care intervin 
in p:-occsde care se analizc2.ză. b cazul în care clementele unei structuri de 
r?z;stei:ţă sint realizate din material caracterizat fizic ca omogen, izotrop, con
tmuu ŞI perfect elastic, iar deplasările instantanee care se produc sînt reduse, 
;,sdel încît modificările de ordin geometric devin nesemnificative, sistemul 
\linan1ic poate f.i modelat din punct de vedere matematic cu destulă exactitate. 
ln aceste co:1diţii, evaluarea caracteristicilor de răspuns dc,·ir.e o nroblemă 

L,~abiL'i, fără a prezenta dificult:S.ţi importante. Studiile b2zate pc aceste 
ipoteze, cu privire la liniaritatea fizică şi geometrică a comportării sistemului 
-0sciL:mt, fac obiectul analizei dinamice li"niare a structurilor. 

În situaţia contrarie, cînd caracteristicile de ordin fizic şi geometric nu 
<"o~·csp:md p;nţial s:tu în totalitate ipotezelor enunţate anterior, modelarea 
sistemalui dinamic este extrem de dificilă, iar determinarea răspunsului 
dinamic este uneori imposibilă, în limitele exigenţelor impuse de fenomenele 
reale. Această co;nportare a sistemului oscilant, cu neliniarităţi fizice şi geo
metrice, c:Eacterizează anah::a dz";zamz"că neliniară a structurz"lor. Asupra 
acestor aspecte, extrem de importa:1te privind modelarea relaţiei arţiunc-r[1s
puns, p:·in idealizarea sistemului re:cl, se va reveni pe parcursul lucrării, subli
niindu-se consecinţele teoretice şi practice pe care le implică. 

În dinamica structurilor se utilizează strategii specifice de modelare şi 
interpretare a relaţiei acţiune-răspuns, din punct de vedere mecanic, fizic, 
geometric şi matematic, care să permită abordarea fără dificultăţi majore a 
celor mai reprezentative probleme din activitatea profesional:t a inginerilor 
structurişti. În acest sens, o influenţă decisivă o au tipurile şi particularită
ţile structurilor analizate, în care pot fi predominante deformaţiile axiale, de 
forfecare (lunecare), de încovoiere sau de torsiune (deci efectele secundare se 
pot neglija), sau cînd unele dintre acestea au o pondere comparabilă, astfel 
încît este necesar să se ia în considerare efectul lor simultan. De asemenea, 
un rol important revine modelării acţiunilor (reale sau simulate), astfel încît 
descrierea fenomenelor dinamice efective să nu fie altera tă. 
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In general, sursele care generează fenomene vibratorii pot avea efecte 
favorabile sau defavorabile în practica inginerească. Astfel, există surse dina
mice care pot avea consecinţe favorabile în numeroase activităţi tehnologice, 
dintre care pot fi menţionate următoarele: funcţionarea sitelor de granulare, 
compactarea betoanelor, compactarea pămîntului, baterea piloţilor (prin efecte 
produse de şocuri), poansonarea niturilor (tot prin şocuri), concasarea 
şi măcinarea în fabricile de ciment, dizlocări prin explozii, penetrări prin vi
braţii întreţinute etc. Unele din aceste surse, cu implicaţii favorabile în pro
cesele menţionate, prezintă totuşi efecte dăunătoare din punct de vedep:-e psiho
fiziologic şi uneori structural. Sursele dinamice, care au efecte def4vorabile 
directe asupra structurilor de rezistenţă, pot avea următoarea geneză: maşini 
sau agregate neechilibrate, echipamente sau instalaţii industriale care produc 
şocuri, acţiuni mobile proYenite din trafic rutier, feroviar sau industrial, 
cutremurele de pămînt, vînt în rafale, explozii etc. în toate aceste situaţii 
problema esenţială constă în a elimina sau a limita efectele distructive, posi
bile, pe care Ie-ar putea avea asupra structurilor de rezistenţă. În cazu} cînd 
nu sînt realizabile aceste cerinţe, inginerul este obligat să proiecteze structurile 
în condiţii de siguranţă ridicată, astfel încît să reziste efectelor defavorabile, 
de scurtă sau lungă duraU"'t, produse de acţiunile dinamice generatoare de vi
braţii intensive. În acest scop se aplică procedeele şi metodele de analizft 
dinamică a structurilor care fac obiectul prezentei lucrări. 

Utilizarea tehnicilor de calcul moderne, prin extinderea calculului automat 
şi în dinamica structurilor, a contribuit la studierea şi elucidarea multor fe
nomene care, în trecutul nu prea îndepărtat, păreau imposibil de abordat prin 
mijloace tradiţionale de operare. în acelaşi timp, formulări teoretice moderne 
au permis rezolvarea la un nivel înalt calitativ şi cantitativ a unor modele 
dinamice deosebit de sofisticate. 

1.2. NOŢIUNI PRINCIPALZ: UTILIZATE ÎN DINAMICA STRUCTURILOR 

Cu scopul de a înlesni parcurgerea materialului cuprins în această lucrare, 
se vor defini cele mai importante noţiuni care au o frecvenţă majoră în stu
diile de dinamica structurilor. Alte noţiuni, ce vor interveni ulterior, vor fi 
explicate direct în text. 

• Acţiune dz'namică (excitaţie-perturbaţie-sursă). Prin acţiune dinamid 
(generalizată) se defineşte orice cauză exterioară, rapid variabilă în timp, 
care se manifestă asupra unui sistem oscilant (dinamic) generînd efecte iner
ţiale. 

• Amortizare. Capacitatea de amortizare caracterizează fenomenul de 
disipare a energiei unui sistem dinamic, ca urmare a prezenţei forţelor rezis
tente (care se opun mişcării). 

• Amortizare critică. Valoare limită a amortizării vîscoase la care sis
temul dinamic, părăsind starea de repaus, revine la poziţia iniţială fără să 
oscileze. Mărimea amortizării critice depinde exclusiv de caracteristicile fizice 
ale sistemului. 

• Amortizare uscată. În cazul în care disiparea energiei sistemului dina
mic este datorată unor forţe rezistente de mărime constantă (independente de 
deplasare şi viteză), sistemul posedă amortizare de tip uscat (modelul Cou
lomb). 
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• A.morti'zare vîscoasă sau umedă. Un sistem dinamic conţine amortizare 
vîscoasă (internă) cînd disiparea energiei rezultă din forţe rezistente propor
ţionale cu viteza (modelul Newton). 

• Amplitudine. Valoa~ea 1?-aximă a_ ca~zei (acţiune) sau ~ efectului 
(răspuns) se numeşte amphtudme. Amphtudmea are un caracter instantaneu 
atît pe durata acţiunii dinamice, cît şi pe durata răspunsului dinamic. 

• Armo1tică. Se înţelege prin armonică, componenta acţiunii sau răspun
sului descrisă, din punct de vedere matematic, de o funcţie trigonometrică 
simplă (sinusoidală sau cosinusoi~ală). ~ , . .. .. 

• Bătiii. Fenomenul de bătăi rezulta m urma asociem (suprapunem) 
a două miscări armonice (cu caracter permanent) ale căror frecvenţe sînt foarte 
apropiate 'intre ele_ (fără să ~oinc~dă). Consecinţa ţe~omenul~1i de bătăi 
constă în creşteri ş1 descreşten penod1ce ale amphtudm1lor relative corespun
zătoare mişcării rezultante. 

• Ciclu. Totalitatea valorilor caracteristice care se manifestă pe durata 
unei perioade, cînd acţiunea sau răspunsul sînt e,·aluate prin funcţii armonice 
sau periodice, defineşte un ciclu. 

• Codicient dz'namic (CD) sau factor de amplzficare dinamică (FA~). 
In cazul acţiunilor cu caracter armonic sau periodic, coeficientul dinamic, 
numit si factor de amplificare dinamică, pune în e\'idenţă efectul aplicării 
dinami~e (în raport cu cel static) a excitaţiei exterioare. _Este_ un coeţicie~1t 
adimensional şi reprezintă raportul dintre răspunsul dmam1c n:ax1:n (m 
regim staţionar) şi răspunsul static produs de ,·aloarea de amphtudme a 
excitaţiei. 

• Constantă elastică. Deformabilitatea unui sistem elastic poate fi carac
terizată prin constante elastice specifice care se expr\~ă ~'.in coefz'c_ie!z(i de 
JlexiM/itate şi coeficienţi de rigiditate. În gener~I, coef'.crenţu _d~ fl~'.'1b1ht:ctt_e 
reprezintă efecte produse de cauze egale cu umtate~, ia'. coeţ1c1enţ11 de :1g1-
ditate, cauze care produc efecte egale cu unitatea. lu dmamica struct~nlor, 
atît efectele, cît şi cauzele se exprimă în raport cu coordonatele dmamice ale 
sistemului (grade de libertate dinamice). 

• Coordonate dinamice, numite şi grade de libertate dinamice (GLD). 
Prin coordonate dinamice sau GLD se definesc parametrii i11dependenţi nece
sari pentru a preciza complet poziţia unui sistem d!nam!c în orice moment al 
mişcării. în acelaşi timp, numărul ~o?rdonate~or d_mam1ce sau GLD poate fi 
definit ca fiind egal cu numărul minim de legatun sm1ple necesare pentru a 
fixa sistemul dinamic în poziţie de repaus. 

•; Coordonate generalizate sau modale. Coor_donatel~. generalizate sîn_t spe
cifice exprimării răspunsului dinamic forţ~t pnn ecuaţn decuplate, depmzmd 
exclusi,· de caracteristicile modale ale s1sternulu1. 

• D.:crement logaritmic al amortizărz'i. Decrementul l_og~ritmic al_ amort~
zării este, prin definiţie, ~ogaritmul natu'.al a! raportului dmtr_e doua ampl'.
tudini succesive de acelaşi semn sau cuprmse m mten·alul de tnnp de o p_en
oadă (în cazul vibraţiei libere a unui sistem cu un smgur GLD caracterizat 
prin amortizare vîscoasă). . 

• Elongaţi·e. Valoarea insta1:tanee a cauzei. (a5ţiune) sau a cfectulm 
{răspuns) în raport cu un anumit reper de refermţa. 

• Excitaţie. Întrucît excitaţia r~prezintă ~n diD:a~nica structuril_?r o c~uz~ 
exterioară variabilă în timp, defimrea este 1dent1ca cu cea data acţmnu 
dinamice. 
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• Formă proprie de vibraţi"e (vector propriu). Configuraţia geometrică 
a unui sistem dinamic cu mai multe GLD (definită prin ordonate adimensio-: 
nale}, care vibrează liber cu o anumită frecvenţă proprie, poartă denumirea 
de formă proprie de oscilaţie. Formele proprii de vibraţie, egale în număr cu 
GLD ale sistemului, sînt descrise de funcţii armonice simple (staţionare) şi 
sînt compatibile cu constrîngerile elastice. 

• Fracţiune din amortizarea critică. Raportul dintre coeficientul de amor
tizare efectivă c şi coeficientul de amortizare critică Cer al unui sistem cu 
amortizare vîscoasă este numărul adimensional care defineşte fracţiunea din 
amortizarea critidt v = c/c,.,. 

• Frecvenţă. Frecvenţa unei componente armonice reprezintă numărul 
de oscilaţii complete (sau cicli) pc o durată de timp egală cu o secundă. Frec
venţa se mai exprimă prin inversul perioadei (exprimată în secunde) şi se 
măsoară în Hertz-i (Hz). 

• Frecvenţa de rezo1zanţâ. Frecvenţa proprie a sistemului, care generează 
fenomenul de rezonanţă, se numeşte frecvenţă de rezonanţă. 

• Frecvenţă proprie de vibraţie. Frecvenţa proprie sau naturală este o 
caracteristică intrinsecă a sistemului şi corespunde fiecărei forme proprii de 
vibraţie. Numărul frecvenţelor proprii de vibraţii este egal cu numărul 
GLD al sistemului dinamic. 

• Frecvenţă proprie f111zdame11tală. Valoarea cea mai mică (joasă) a frec
venţei unui sistem cu mai multe GLD reprezintă (prin convenţie) frecvenţa 
proprie fundamentală. 

• Grade de libertate d1·11amice (GLD). Definirea GLD ale sistemelor este 
identică cu cea corespunzătoare coordonatelor dinamice, şi reprezintă necunos-
cutele tuturor problemelor de dinamica structurilor. . 

• Impuls. Produsul dintre forţă şi timpul infinitezimal de aplicare asu
pra sistemului se numeşte impuls. Forţa, depinzînd de timp, are valoarea 
zero în afara duratei de acţionare a impulsului. 

• Jfatrice modală. Totalitatea vectorilor proprii (fom1elor proprii de 
vibraţie) defineşte matricea modală a sistemului. Această matrice este pă
trată, avînd rangul egal cu numărul GLD al sistemului dinamic. 

• Jfatrice spectrală. Prin definiţie, matricea spectrală este o matrice 
diagonală constituită din nlorile proprii ale sistemului dinamic (frecvenţe, 
perioade sau pulsaţii). ~Iatricele spectrală şi modală sînt matrice asociate. 

• Jfişcare armonică. ~fişcarea armonică este descrisă de fm cţj (de timp) 
trigonometrice simple (sinusoidale sau cosinusoidale). 

• Jhşcare perz"odz"că. ~lişcarea periodică, care se repetă identic la inter
vale egale de timp, este definită prin funcţii periodice, care pot fi deci descom
puse în serii Fourier (convergente). Fiecare termen al seriei Fourier reprezintă 
o componentă a mişcării, cu caracter armonic. 

• Jlişcare vibratorie sau oscilatorie. Mişcarea în timp, pe care o efectuează 
un sistem elastic-inerţial în jurul unei anumite poziţii de echilibru relatiY, 
se numeşte mişcare vibratorie. Această mişcare poate fi exprimată prin funcţii 
armonice simple, periodice sau oarecare. 

• Jlod propr2·u de vibraţie. În cazul sistemelor cu mai multe GLD, prin 
mod propriu de vibraţie se înţelege ansamblul format de o frecvenţă proprie 
şi forma proprie de vibraţie corespunzătoare. Modurile proprii de vibraţie 
sînt caracteristici dinamice proprii ale sistemelor şi reprezintă, de asemenea, 
asocierea dintre valorile proprii şi nctorii proprii corespunzători. Totalitatea 
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modurilor proprii, definită prin asocierea matricelor spectrală şi modală, 
este egală în număr. cu GLD ale sistemului analizat. 

• ,\Iod fundamental de vibraţie. Modul de vibraţie căruia îi corespunde 
frecvenţa cea mai joasă (fundamentală) se numeşte mod fundamental de 
vibraţie. 

• Modulaţie. Fenomenul de modulaţie se caracterizează prin variaţia 
unui anumit parametru caracteristic funcţiei de răspuns (frecvenţa sau ampli
~udi~ea). Cî?d "frecve~ţa _devine var_iabilă rezultă. o, modulaţi'e în frecvenţă, 
1ar cmd vanaza amphtudmea se obţme o modulaţie w ampli'tudine. 

• Perioadă. Timpul minim necesar pentru ca o mişcare periodică simplă 
sau oarecare să se repete identic poartă denumirea de perioadă. Perioada, 
care se măsoară în secunde, este egală cu inversul freC\·enţei (T = 1 //). 

• Perioadă de rezonanţă, perioadă fundamentală şi pen·oadă proprie. 
Acest~ perioade se obţin prin inversarea freC\·enţei de rezonanţă, respectiv 
prin mversarea frecvenţelor fundamentale şi proprii. 

• Pulsaţie. Pulsaţia unei mişcări periodice, numită şi frecvenţă circulară, 
reprezintă numărul de oscilaţii complete (cicli) într-un interval de timp egal 
cu 21t secunde. Pulsaţia se măsoară în radiani pe secundă şi se mai poate obţine 
direct prin intermediul frecvenţei sau perioadei (w = 2cj = 2r./T). 

• Pulsaţie de rezonanţă, pulsaţie fundamentală şi pulsaţie propri'e. Expri
marea acestor pulsaţii se poate obţine direct din definiţiile de mai sus. 

• Răspuns dz'namic. În mod generic, prin răspuns dinamic se înţelege 
mărimea oricărui efect mecanic, variabil în timp, caracteristic sistemului 
<linamic, în urma aplicării unei acţiuni exterioare. Răspunsul dinamic se 
poate exprima în mărimi cinematice fundamentale (deplasări, viteze şi accele
raţii) sau prin alte stări derivate (forţe generalizate, energii, eforturi sectionale, 
tensiuni şi deformaţii). ' 

• Răspuns dinamic forţat. Efectele mecanice (variabile în timp) pe care 
le înregistrează un sistem dinamic pe timpul istoric al aplicării acţiunii (time 
history) caracterizează răspunsul forţat (în general tranzitoriu sau permanent
staţionar). 

• Râspuns dinamic liber. Răspunsul dinamic liber (răspuns tranzitoriu) 
se manifestă, în anumite condiţii iniţiale, după ce cauza care a pus în mişcare 
sistemul dinamic a încetat. 

• Rezonanţă. Cînd una din frecwnţele proprii ale unui sistem dinamic 
cu mai multe GLD coincide cu frecvenţa unei componente armonice a acţiunii 
exterioare se produce fenomenul de rezonanţă, caracterizat prin amplificarea 
accentuată a răspunsului dinamic. În ,·ecin[ttatea rczoEantei, dnd Yalorile 
celor dour1 frecvenţe (sistem-acţiune) sînt apropiate (dar nu coincid), re
zultă fenomenul de bătăi. 

• Semnal. Prin semnal (în sens mecanic) se înţelege orice funcţie carac
teristică acţiunii sau răspunsului. Dacă semnalul caracterizează acţiunea. se 
numeşte semnal de intrare (input) sau funcţie de intrare, iar dacă se referă la 
răspuns, semnal de ieşire (output) sau funcţie de ieşire. În general, într-un 
sistem operaţional, un semnal (cu caracter determinist sau aleatoriu) poate 
introduce sau reda o informaţie de orice natură (fizidl, mecanică, electromag
netică, sonoră, economică, biologică etc.). 

• Sistem dinamic sau si·stem oscilant. În analiza liniară, sistemul dinamic 
reprezintă o asociere (interconectată) între următoarele caracteristici funda
mentale: inerţZ:alâ (generată de mişcare), disipatfră (generată de capacitate a 
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de amortizare) şi elastică (generată de pro:r,rietăţile de deformabilitate), care 
nu se modifică pe toată durata mişcării. În analiza neliniară apar variaţii 
parţiale sau totale ale acestor caracteristici. 

• Sistem dinamic echivalent. Se numeşte sistem dinamic echivalent, acel 
sistem care poate înlocui orice sistem dinamic mai complicat, în vederea sim
plificării operaţiilor de analiză numerică, făr~ .c~ f~nomenele ~e_,ale (~alitativ~ 
şi cantitative) să fie alterate. Modelarea ţizi~:i, şi maţematic: a si~t~mului 
dinamic echivalent se face pe baza unor cntem de echivalenţa specifice. 

• Sistem dinami·c liniar. Un sistem dinamic are comportare liniară cînd 
este caracterizat prin liniaritate fizică şi geometrică (proprietăţile inerţiale, 
disipative şi elastice de definire nu se modifică în iimp). 

• Sistem dinamic neliniar. Un sistem dinamic are comportare neliniară 
atunci cînd prezintă ncliniarităţi de ordin fizic sau geometric (unele din pro
prietăţile de definire devin variabile în timp). 

• Spectru de răspuns. Reprezentarea grafică a vari'!-ţi~i.răs~unsului i_na:-im 
(exprimat în mărimi specifice), în funcţie de caractenshcile sistemului dma
mic şi acţiunea exterioară defineşte spectrul de răspuns. 

• Transmisi·bi-Z-i:tate. În cazul unui sistem dinamic acţionat în regim pe~
manent şi stationar, raportul dintre răspunsul maxim şi valoarea de ampli
tudine a excit~ţiei exterioare (exprimate în mărimi compatibile) reprezintă 
coeficientul de transmisibilitate sau transmisibilitatea. 

• Turaţia. Într-o mişcare periodică, se înţelege prin turaţie numărul de 
cicli într-un interval de timp de un minut. Turaţia n se măsoară în rotaţii 
pe minut (r.p.m.) şi deci n = 60/ = 60/T = 30w/1t. 

• Valori proprii. Totalitatea frecvenţelor proprii de vibraţie (perioade 
sau pulsaţii), corespunzătoare unui sistem dinamic cu mai multe GLD, re
prezintă valorile proprii ale sistemului. 

• Vectori proprii. Totalitatea f?rmelor prop:_ii de v_i?r~ţi~ ale un:1i sis
tem dinamic cu mai multe GLD defmeşte vectom propm ai s1stemulu1. Or
donatele care precizează configuraţia geomeţ~ică ~ f~ecărei forme propr~i, 
corespunzătoare unei anumite frecvenţe proprn, alcatmesc un vector propnu 
sau o matrice coloană (submatrice). 

• Vibraţie. Yibraţia reprezintă mişc3:rea, r~petată, c:1 carac~er alt~r::ant 
şi variabilă în timp, a unui sistem dinamic, m Jurul unei anumite poz1ţn de 
echilibru. 

• T"ibraţie forţată sau vibraţie intreţ1·11ută (V.F.). l'n si~ten_; dinami_c 
efectuează o vibratie fortată cît timp cauza perturbatoare extenoara se mam
festă asupra siste~ului'. 

• v1·braţie proprie (V.P.). Vibraţia p~oprie a unu~ sistem d_i~~m~c .r~pre
zintă o stare particulară a vibraţiei libere (m~ependenţa de co1:d1ţ1ile_m1ţ1al~). 
într-o vibraţie proprie, toate punctele matenale ale sistemului desenu o miş
care armonică simplă. 

• l'ibraţie liberă (V.L.). Un sistem dinamic _execută o_ vibraţi~ liberă după 
ce cauza perturbatoare exterioară, care a sco? sistemul dm I?o.~1ţ1a _d~ ~epaus, 
a încetat. Vibraţia liberă se defineşte numai pe baza cond1ţi~lor uuţ1a~e ale 
mişcării, exprimate prin deplasări şi vite.ze. Ea se poat.~ expr:ma prm mt~r
mediul vibraţiilor proprii, care repr_ezintă de fapt so~uţ~1 particulare ale miş
cării. Yibraţia liberă poate fi descnsă de funcţu penod1ce sau oarecare, . 
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.l!J2i /2.LJf 
1.3. MODELAREA RELAŢIEI ACŢIUNE-SISTEM-RĂSPUNS 

Toate acţiunile variabile în timp, care generează efecte cu caracter dinamic 
asupra sistemelor oscilante exprimate prin parametrii specifici ai mişcării, 
sînt guvernate de relaţia operaţională descrisă de diagrama bloc din figura 
1.1. Deci orice efect dinamic structural, rezultat printr-o analiză numerică 
sau în urma unei investigaţii experimentale, poartă denumirea generică de 
răspuns dinamic. 

Prin răspuns dinamic R se înţelege starea in-stantanrr, ddinit:i în termeni 
mecanici, a unui sistem di11am1·c S supus unor acjiu111· A exterioare reale sau 
simulate (În anumite condiţii rc~uicti\·c) ţi \·<trÎ;,Li:c i:1 tirnp. 

A nah::;a dinamică a structurilor, al cărui scop fundamcnt;d îl reprezintă 
evaluarea în timp a stării de tensiune şi deformaţie a structurilor, se bazeaz{t 
pc metode şi procedee riguroase de rezolvare care permit exprimarea unor relaţii 
analitice (scenarii şi strategii specifice) în care sînt implicate funcţiile de in
trare (acţiunile), sistemul caracterizat prin funcţiile proprii, precum şi funcţiile 
care definesc ieşirile din sistem (răspunsul). Răspunsul unui sistem dirlamic 
se estimează, în general, prin intermediul acelor parametri care pot permite 
interpretarea, din punct de vedere îngineresc, a comportării unei structuri la 
un anumit tip particular de acţiune. 

În vederea elaborării unui scenariu analitic de tip acţiune-sistem-răspuns, 
este necesară o definire riguroasă a fiecărui factor component al acestei relaţii, 
pe baza unei modelări fizice şi matematice corespunzătoare. În acest sens, 
toţi parametrii care intervin în relaţia A-S-R (acţiune-răspuns, intrare-ieşire 
sau input-output) urmează să fie modelaţi astfel încît să reflecte şi să evalueze 
cît mai fidel fenomenele dinamice si evenimentele mecanice care se dezvoltă 
într-o structură de rezistenţă, pe t~atft durata aplicării acţiunilor exterioare. 
În acelaşi timp modelarea trebuie să aibă în ndere posibilitatea unei abordări 
satisfăcătoare din punct de vedere matematic a fenomenelor dinamice. 

l'IIodelarea şi uneori simularea caracteristicilor de definire a tuturor facto
rilor din relaţia A-S-R reprezintă aparent o operaţie abstractă, dar uneori 
cu consecinţe imprevizibile în actul decizional. O alterare a acestor caracte
ristici de definire poate conduce, chiar în cazul aplicării unor metode matematice 
rafinate de rezolvare, la rezultate nu numai incorecte, ci chiar la falsifi-
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care, pînă la limita absurdului, a fenomenelor reale. În această situaţie, 
pregătirea ştiinţifică şi tehnică a inginerului de concepţie, asociată cu inven
tivitatea inginerului analist sînt determinante, întrucît literatura tehnică 
de specialitate, oricît de bogată şi diversă ar fi nu poate furniza soluţii 
sau reţete pentru toate cazurile cu care se confruntă tehnica şi tehnologiile 
din domeniul construcţiilor civile, industriale, rutiere, feroviare, hidrotehnice, 
nucleare etc. 

În prezent, se constată ci există încă o mare discrepanţă între modul şi 
concepţia de proiectare a structurilor la acţiuni cu caracter static (gravitaţio
nale sau laterale convenţionale) şi proiectarea la acţiuni dinamice varia bile 
în timp, î::trncît gradul de complcxitat•~ ~i de :i.hordare în cel din urmă c.az 
este rn !1:·~~t peste re:;ulile de rutină ~: de gîndire structurală, ceea CP cerc 
proiectantului un nivel mult mai ridicat de competenţă profesională. In 
realitate, in afara încărcărilor proprii, toate acţiunile ce se aplică asupra 
structurilor au un caracter pur dinamic, avînd o intensitate mai mult sau mai 
puţin ridicată. 

Importanţa proiectării structurilor în concept dinamic a fost pusă în 
evidenţă mai ales în ultimele decenii, odată cu evoluţia tehno}ogică şi indus
trială, prec~m şi cu dezvoltarea urbană, în zonele afectate de mişcări seismice 
intensiw. In aceeaşi perioadă de timp şi metodele specifice de investigare 
teoretică şi experimentală au cunoscut o e,·oluţie rapidă, spectaculoasă. 

Diversi:atea modelării relaţiei A-S-R, dar în special a sistemului, trebuie să 
ţină seama atît de aspectele tehnice, cit şi de cele cu consecinţe economice. 
De exemplu, în cazul unor acţiuni dinamice de excepţie, cum ar fi cele generate 
de mişcarea seismică, proiectarea în do:neniul exclusiv elastic este o imposi
bilitate tehnică, uneori chiar riscantă. Proiectarea în domeniul pur elastic 
implică inYestiţii economice nejustificabile, dacă se are în vedere că îfl cazul 
cutremurelor puternice toate structurile de rezistenţă suferă degradări sau 
avarii, făcindu-se bineînţeles abstracţie de fenomenul de cedare integrală 
(colaps). În asemenea situaţii, criteriile de modelare a sistemului (structurii) 
vor avea L'l vedere conceptul comportării inelastice, peste limita elastică de 
comportare. Aceste aspecte ale moielării sistemului reprezintă deziderate 
fundamentale în dinamica structurilor, deoarece niciodată o structură de 
rezistenţă nu se comportă exclusiv în do:ne:iiul elastic fără incursiuni post
elastice, mai ales atunci cînd sînt supuse unor acţiuni variabile şi intensive. 

Princip'.:le moielării sînt încă dest'.11 de ngi, fără a a,·ea un caracter 
de generalizare. Ele rămîn în majoritatea situaţiilor subiective, cu toate avan
tajele analizelor matematice rafinate cu care sînt însoţite. Complicarea artifi
cială a p:::-oblemelor de dinamica structurilor, uneori în mod fantezist, chiar 
abuziv din punctul de vedere al aparatului matematic utilizat are în cele mai 
multe situaţii un rol derutant, iar în anumite situaţii aproape negativ, asupra 
proiectanţilor de structuri, care îşi asumă integral responsabilitatea tehnică 
şi socială asupra obiectivelor proiectate. Sofisticarea modelării, în afara fap
tului că nu contribuie totdeauna la elucidarea tuturor aspectelor de ordin 
practic, poate să producă derută printre proiectanţii de structuri şi implicit 
să-i îndepărteze de la abordarea în concept dinamic a multor situaţii în care 
acest mod de a pune problema devine inevitabil. 

În continuare se vor expune principalele criterii cu privire la modelarea 
factorilor care definesc relaţia A-S-R. 
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1 .4. MODELAREA ACŢIUNILOR DINAMICE 

Acţiunile cu caracter dinamic, variabile în timp după anumite legi mate
matice sau oarecare, depind în mod decisiv de cauza care le generează. Multi
tudinea surselor perturbatoare şi caracteristicile acestora este practic neli
mitată, dar o sinteză şi clasificare a acestora poate fi făcută, avînd în vedere 
principalele elemente dominante cu caracter general. în acest sens, în diagrama 
bloc din figura 1.2 sînt prezentate sintetic caracteristicile surselor exterioare 
care introduc efecte dinamice semnificative în structurile de rezistenţii. 

Toate categoriile de acţiuni dinamice se caracterizeazft vectorial prin po
ziţie, Jirl·cţie ~i inll·u,]:.,,,·. ,,\·;;1,; o pronuntat;t \'aria1,ilit,dv î;i timp. Speci
ficul fundamental al acţiurnlor uinamice, spre <leoseLire dt· cek statice, constă 
în faptul că produc efecte inerţiale importante în elementele structurale. Este 
evident că analiza dinamică este operantă numai în situaţiile în care intensi
tatea acţiunii conduc.e la efecte dinamice cel puţin comparabile cu efectele 
produse de încărcările statice de exploatare curentă. . 

În continuare se Ya prezenta o descriere succintă a principalelor caracteris
tici ale surselor clasificate în figura I .2. 

ACŢIUNI DINAMICE 
Clasificarea surselor excitatoare 

C O N C E ~~ T R A T ::: 

l~XE I MOBILE 

TRANZITORII PERMANENTE 

RE A L E SIMULATE 

Fig. 1.2 
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• Aqiunile natttrale, independente activităţilor umane, provin în general 
din mişcările seismice, presiunile vîntului .În rafale, variaţii de temperatură 
(climatice}, acţiuni hidrodinamice în cazul diluviilor etc. 

• Aqiimz"le artzffriale, proprii activităţilor umane, provin din procesele 
tehnologice industriale (motoare de acţionare, maşini-unelte, electro- şi tur
bocompresoare, electrogeneratoare, pompe hidraulice, prese etc.), din trafic 
(rutier, feroviar, industrial etc.), din explozii etc. 

• AcJiunz·le deterministe se caracterizează printr-o variaţie complet defi
nită în timp. 

• AcJiunz"le aleatoare (întîmplătoare, cauzale sau ranclom) sînt acele acţiuni 
a căror variaţie nu este pe deplin definită în timp şi care poate fi caracterizată 
numai pe baze statistice. 

• Aqiunile di"recte se aplică direct asupra elementelor portante ale struc
turii de rezistenţă. 

• Acfiu11ile indirecte sînt acele acţiuni care se transmit structurilor prin 
medii de propagare (explozii subterane, acţiuni seismice, procese industriale, 
trafic etc.). 

• Acţiunile concentrate şi distribuite depind de modul discret sau continuu 
de aplicare. 

• Acţium"le fz·xe sau mobile rezultă din destinaţia surselor şi din funcţia 
structurilor de rezistenţă. (punctele de aplicare sînt fixe, respectiv variabile 
în timp). 

• Acţiunile tranzz"torii sînt acţiuni de scurtă durată; impulsive (şocuri 
produse de echipamente şi agregate industriale, vînt în rafale, acţiuni seis
mice bruşte, explozii etc.). 

• Acţiunile permanente sînt acţiuni de lungă durată care se manifestă 
în general în procesele tehnologice industriale. 

• Ac/iunile reale sînt în general caracteristice proceselor artificiale şi mai 
puţin. celor naturale (cu pronunţat caracter aleatoriu). 

• Acţiunile simulate sînt acele acţiuni care, pe baza unor criterii de stimu
lare a unor surse întîmplătoare (vînt, cutremur etc.), permit o interpretare 
statistică a fenomenelor. 

Se menţionează faptul că toate acţiunile dinamice, independent de pro,·e
nienţa lor, au o istorie în timp (time history) de care trebuie ţinut seama în 
analiza numerică. Este evident că acţiunile statice au un pronunţat caracter 
convenţional şi sînt lipsite de o istorie în timp, 

~Iodelarea acţiunilor (în special a celor deterministe) poate fi abordată 
prin exprimarea variaţiei acestora prin funcţii periodice (simple sau oarecare) 
sau neperiodz"ce. 

Acţiunile de tip periodic provin în general din neechilibrarea agregatelor 
industriale, care generează mişcări de rotaţie. Acestea pot avea o variaţie 
armonică simplă (fig. 1.3, a) sau periodică oarecare (fig. 1.3, b). În cazul 
acţiunilor de tip periodic, se aplică analiza Fourier, care permite descompune
rea acestora într-o sumă convergentă de componente .de tip armonic. Detalii 
asupra dezvoltării funcţiilor periodice oarecare în serii Fourier sînt cuprinse 
în § 1.7.5. Acţiunile de tip neperiodic se tratează ca atare, utilizînd tehnici 
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Fig. 1.3 

specifice de modelare. Acţiunile neperiodice pot fi de scurtă durată - impulsive 
(fig. 1.3, c) sau de lungă durată - permanente (fig. 1.3, d). 

1.5. MODELAREA SISTEMULUI DINAMIC. MODEL MATEMATIC 

Sistemele dinamice fiind definite prin excelenţă sisteme z·nerţiale este evident 
că cel mai important element constitutiv îl reprezintă masa. Pentru ca miş
carea acesteia să fie posibilă, este necesar să i se conecteze un element elastic 
(suport elastic), care să întreţină în timp mişcarea (oscilatia) în jurul unei 
anumite poziţii de echilibru. Deci cel mai simplu sistem din'amic poate fi ob
ţinut prin asamblarea unei mase ni şi a unui eltment elastic (caracterizat prin 
flexibilitatea ~ sau rigiditatea k} în anumite condiţii de fixare în plan sau în 
spaţiu (fig. 1 .4, a). Dacă unui astfel de sistem simplu i se ataşează şi un 
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clement disipativ, caracterizat printr-un coeficient de amortizare internă c, 
se obţine un sistem dinamic complet (fig. 1.4, b). Asemenea sisteme pot repre
zenta modele dinamice ale unor sisteme (structuri) reale, reduse la forme idea
lizate. Este clar că sistemul dinamic din figura 1.4, b pus în mişcare va oscila 
pe direcţie gravitaţională, faţă de poziţia de echilibru static. 

1n general prin sistem dinamic se înţelege asocierea, în anumite condiţii 
de compatibilitate a mişcării, a unor caracteristi'ci inerţiale, disipative şi elastice. 
Toate aceste caracteristici, care trebuie să fie identice proprietăţilor reale de 
comportare ale unei structuri, urmează a fi modelate, pe bazrt teoretică sau 
experimentală, în limitele şi posibilităţile cunoştinţelor actuale privind pro
prid;tţilc iuico-mecanicc ale matciialck,:·. 

Descrierea analitid a comportiirii unui sistem dinamic se cxprim:'t pc baza 
unui model matematic. Modelul matematic deYine identic cu modelul dinamic 
atunci cînd toate caracteristicile de definire ale sistemului dinamic sînt com
plet precizate din punct_. de vedere fizic. Cu cît modelul matematic reflectă 
mai riguros comportarea fizică a modelului dinamic, cu atît rezultatele obţi
nute pe cale analitică vor fi mai precise. 

În diagrama bloc din figura 1.5 se prezintă sintetic caracteristicile de defi
nire, precum şi comportarea în tim:ri a sistemelor dinamice. Rezultă cl;,.r că 
idcntificar0a sistemului din2.1nic este o operaţie extrem de complexă şi dificilă, 
întrucît proprietăţile acestuia _guverneazi comportarea sa dinamică suh acţiu
nea ucrturbatiilor exterioare. Ir: final analistul construieste modelul n12.tcmatic 
pe baza acestor prop:·ietăţi care reprezintă de fapt o idealizare a sistemului 
fizic real. Definirea, în condiţii acceptabile, a modelului matematic este fun
damentală deoarece dictează formularea matematică şi rezolvarea rr Jblemei. 

În fun::tie de comuortarca lor fizică sistemele dinamice se îmuart în sisteme 
cu comparl~re li'niari şi sistmze cu compo;·tare neliniară, dco;rece teh:iicile 
de modelare fizică şi matematică difer2.. 
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SISTEM 
Caracteristici 

DINAMIC 
de definire 

INERŢIALĂ. 
DISIPATIVĂ 

ELASTICĂ 
1~mo~f ::are) 

ffi· 1u~□j 
CARACTERiSîlC l f 

CONSTANTE I .___...,..,..-r-'~ 
• I SISTEME 

! NE OEG RA DAB!LE 
i_{ Comportare lin/a~.Ll 

Fig. 1.5 

CJ>.RA.CTrnlSTIC! 
VARlASiLE 

SISTEME 
DEGRADA Bi LE 

( Comportare ns:i :1iarii_!J 

l\fod~l. ?c c?1:1Po~tare al unui sistem dinamic este dictat aproape exclusiv 
de cond1ţiile fizice ş1 gccmeirfrc. • 

1n p~ivinţa comp?rtării fizice a_materialelor, în figura 1.6, a se reprezintă 
sch,em_atic curba tc~:mne-deformaţ1e a. - e: corespunzăto~e unei probe supusă 
1~. mti1:de_re centnca. Se observă crt pentru valori relat" , mici ale tensiu
nu van~ţ1a _a"--:. e: este liniară (ramura 0-1) şi deci se p te aplica legea 
proporţ10nahtaţ11_ (Hooke), punctul 7 reprezentînd hmi'ta dastt"că. 1n acest 
<lomenm de so~1c_1tare se consideră că materialul are, din punct d'e vedere fizic 
o. comportare_ ~iniară._ Dac~t aceas!ă limită este depăşită, legea ~~i Hooke îşi 
pierde valabilitatea, iar pnn descarcare proba va avea deformatu remanente 
1n mod convenţional se consideră punctul 2 limită. de rnrrc/e a, întrucît 
la v~lo~rea te _(0,2%) s~ a9mite că d~formaţiilc au ckwnit plastice. 'Tcnsiunea 
~ax11:1a (ten_:5mnea ultim~) ca~ac~enzează cedarea materialului, iar punctul 4 
d_m ~has1"a~': va caracţe:1za !imit<! de rup_e1'e., Se constată că prin descărcări 
ŞI remcarcan ale probei m domcnml cuprins mtre punctele 7 şi 4 ale curbei 
cr :-- t, p~ntele 9reptelor 2-2~ _şi 3-3~ rămîn aproape identice cu panta drep
~e1 1 :--.1·, panta care ~a:actenzea::ă mod~lul, de efasticitate longitudinală E 
m ongme. Este clar ca m domEmul cuprms mtre punctele 1 si 4 materialul 
are o comp~rtare neli'ni"ară şi prin urmare legea proporţional'itilţii nu mai 
este valabila. 
. ~fodel:le matematice ~dmise şi care idealizează comportarea fizică a mate

nalel?r, smt gr~J?ate în figura 1.6. A~tfe!, cel mai simplu model de compor
tare liniar elastica este cel reprezentat m figura 1.6, b (model Hooke). În figura 
1.6, c este redat modelul de comportare neliniară elasti"că (încărcarea si descăr
c~rvea corespu~d aceleiaşi curbe, fără deformaţii remanente). 1n anali~a nume
n~a a acestm caz ~e substituie variaţia curbilinie cu o varia ţie poligonală. 
Figura 1.6, d desc:I: comportarea _elasto-plastică, iar figura 1.6, e o compor
t'.1re J?~rfect ela_stica-perfect plastică (model Prandtl). Aceste două ultime 
s1tuaţ11 caractenzează aşa-numitul model fizic biliniar. 
. 11; privinţa comportări~ geometrice, dacă deformaţiile sînt mici, neglija

b1_le _m rap°"rt cu g~~m~t~I~ ~e ansambl1: a_ sist~m~lui, echilibrul se poate 
expnm~ faţa_ de- P?~1ţ1a 1mţ1'.1la. În aceasta s1tuaţ1e sistemul arc o comportare 
geometric lin,_iarf!- ŞI m consec_mţă s':. poate aplica principiul superpoziţiei (lini
are). Întruc1t sistemele analizate smt supuse unor acţiuni cu caracter <lina-
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DIN AMICA SISTEMELOR 
(CARACTERISTICI· DE DEFINIRE 

MODEL GEOMETRIC 
LINIAR 

IPOTEZA MICILOR 
OSCILAŢII 

SUPERPOZIŢIE LINIARÂ 
RĂSPUNS INSTANTANEU 

MODEL ELASTIC 
LIN IAR 

IPOTEZA E'._ASllCITĂŢII 
PERFECTE ( HOOKE ) 

PRO PORTIO NALITATE 
ÎNTRE. A-R 

ECUAŢII DE CONDIŢIE LIN !ARE ( CCf:FICIENŢI CONSTANŢI) 

VARiAŢIA RĂSPUNSULUI CONSERVĂ NATURA 
VARIAŢIEI SPECIFICE A EXCITAŢIE I 

Fig. 1. 7 

mic, conditiile de echilibru se vor exprima în raport cu poziţia de ~chilibru 
static a sistemului, deoarece se admite ipoteza micilor oscilaţii. Dacă deforJ:?~
tiile sînt exacrerate este necesar ca echilibrul să se exprime în raport cu poz1ţ1a 
deformată. Acest caz caracterizează comportarea geometric neliniară a siste
mului. 

în această lucrare se vor analiza sistemele cu comportare fizică şi geome
trică liniară, introducînd unele elemente de comportare neliniară în capito
lele 2 si 3. 

Liniaritatea de ordin geometric şi fizic caracterizează dinamica hniară a 
struffitrilor (fig. 1. 7). . . . . . 

In concluzie, în anali"za dinamică liniară se pot aplica smrnltan pmzcipiul 
proporţionalităţii şi principiul superpoziţie~. .. . . . . . 

Trebuie menţionat faptul, că _în multe s1tuaţ11 ~re~le, caractenst1c!le f1z1ce 
de definire ale sistemelor dinamice nu se conserva mtegral pe toata durata 
aplicării acţiunilor. Degradările parţ~ale de o:di1_1 fizic sau _g~o~etric m~difică 
în mod substanţial comportarea s1stemulm ş1 caractenst1c1le de raspuns 
ale acestuia. Există tehnici avansate de analiză şi pentru sistem~le deţra
dabile (pe baza unor scenarii cu privire la premeditarea mecamsmulm de 
degradare), dar care nu fac obiectul prezentei lucrări. 

1.5.1. Modelare inerţială. Coordonate dinamice 

Toate structurile de rezistentă, din P,ractica inginerească, sînt sisteme 
dinamice cu masă continuu disfribuită. în această situaţie, indiferent de 
caracterul acţiunilor dinamice, forţele de inerţie generate de mişcarea siste-
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mului vor avea de asemenea o distribuţie continuă. În consecinţă, răspunsul 
structurilor definit prin deplasări, viteze şi acceleraţii va fi exprimat prin 
funcţii continue. Poziţia unui astfel de sistem dinamic, în orice moment al 
mişcării va fi determinată printr-o infinitate de parametri independenţi sau 
coordonate diizami"ce, numite şi grade de lz'bertate dinamice (GLD). 

În vederea simplificării operaţiilor numerice, orice structură poate fi 
transfonnată într-un sistem dinamic cu mase discrtte, prin modelarea cores
punzătoare a celui cu masa distribuită. În acest caz, forţele de inerţie genera
lizate, care sînt asociate mişcării sistemului, vor awa caracterul unor acţiuni 
concentrate, iar coordonatele în raport cu care se descrie răspunsul sistemului 
în timp ( exprimat în deplasări, viteze sau acceler;:.ţii) vor fi de asemenea 
discrete (limitate). Este e,·ident dt metodele de a,,aliză a unor astfel de 
sisteme dinamice discrete prezintă mai puţine dificultăţi decît în cazul siste
melor cu masă continuă. 

Coordonatele di·namfre 1·11dependente care pot d(tilli ccnzplet po::iţi·a 1·1:

stantanee a unui sistem dinami"c discret, în ori"ce momrnt al mi·scărfr, se numesc 
grade de libertate dinamice (GLD). Deplasările pe direcţia'. coordonatelor 
dinamice reprezintă necunoscutele fundamentale în dinamica structurilor. 
Rezultă de~i că _mt1~ărul necunoscutelor dinamice es!,: _ egal c:t numărul c:por'-
donatelor d111am1ce independente (GLD) sau cu 1111111aritl miimn de legaturi 
simple (blocaje) necesare pentru a fixa s1·stemul dinamz'c în poziţie de repaus. 

Se observă că necunoscutele în dinamica structurilor se estimează inde
pendent de metodele numerice de rezolvare, spre deosebire de statica con
strucţiilor în care necunoscutele sînt specifice metodelor de calcul (metoda 
forţelor - coordonate forţe generalizate, metoda deplasărilor - coordonate 
deplasări generalizate). Datorită acestui fapt teoria structurilor în regim 
dinamic de solicitare prezintă un total caracter unitar, alegerea metodelor 
de analiză reprezentînd o problemă de opţiune. 

Indiferent de natura sistemului (static sau dinamic) coordonatele au un 
caracter generalizat şi definesc o stare de tensiune - deformaţie complet 
precizată printr-o variabilă unică. În figura 1.8 se prezintă sistemul de coor
donate în cazul structurilor plane (fig. 1.8, a) şi spaţiale (fig. 1.8, b), precum 
şi în cazul unei plăci încărcate normal pe planul median (fig. 1.8, c). Coordo
natele se numerotează şi se specifică prin versori. La alegerea coordonatelor 
trebuie avut în vedere ca întreaga structură analizată să fie acoperită de 
cîmpurile de deplasări. 

Modelarea sistemului dinamic prin discretizare inerţială trebuie să aibă 
în vedere mai mulţi factori, dintre care pot fi mcn;ionaţi; fenomenele dina
mice dominante, particularităţile structurilor reale (clemente asociative -
conexiuni), distribuţia efectivă a maselor (proprii sau adiţionale), exactitatea 
rezolvării numerice etc. 

Un exemplu elementar de discretizare a unei structuri plane este pre
zentat în figura 1.9, a. Prin fragmentarea acesteia se obţine concentrarea 
maselor la capetele barelor (fig. 1.9, b), structura aYînd numai rol de suport 
elastic. Orice acţiune aplicată sistemului va antrena numai masa concentrată 
din nod. Pe timpul mişcării, masa concentrată generează inerţie de translaţie 
(transversală şi axială), precum şi inerţie de rotaţie, poziţia instantanee fiind 
deci definită de trei coordonate dinamice - 3 GLD (fig. 1.9, c). Avînd în 
vedere particularităţile structurii (alcătuită din bare drepte), precum şi 
faptul că fenomenele dinamice sînt guvernate de legi liniare de comportare, 
se poate neglija inerţia de rotaţie (masă punctuală) şi inerţia axială (ipoteza 
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Fig. 1.8 

barelor inextensibile), astfel încît structura reală poate fi modelată dinamic 
printr-un sistem idealizat cu 1 GLD (fig. 1.9, d). 

Deplasările liniare instantanee pe direcţia GLD se vor nota cu x(t}, iar 
deplasările unghiulare instantanee cu O(t), aceste notaţii avînd o largă.utilizare 
în literatura internaţională. Coordonata dinamică x(t) nu trebuie confundată 
cu coordonata carteziană. 

!n general, pentru un sistem cu n GLD, matricea de inerţie se defineşte 
ca o matrice „plină" (complet sau parţial), atunci cînd există mplaj inerţ1·at 
sau interacţiune inerţială în sistem (conexiuni inerţiale între coordonatele 
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sistemului). Această matrice, exprimată în coordonate dinamice are forma 
următoare: 

nzu 

[JJJ = 

_111,J 

unde 11t;1; reprezinG forţ:i de inerţie generalizată care se manifest:''. pc direcţia 
coordonatei j datoratrt unei acceleraţii generalizate unitare imprimată pe 
directia coordonatei !,. 

rifatricca de inerţie este simetrică (întrucît m;1; = mi:J, pozitiv definită 
şi de ordinul 11, ;i, încît 

[Ji] = [Ji{. 

În Yederea simplificării operaţiilor de analiză numenc:i, matricea de 
inerţie poate fi diagonaEzat[t prin unele procedee specifice, unul dintre acestea 
fiind expus în capitolul 3. Diagonalizarea matricei <le inerţie corespunde 
unui dernjJlaj inerţial (s2.c, dinamic), cînd toţi coeficienţii secundari dc,.·in 
zero, adică m1k = O, iar m11 = 1111 (j = 1, 2, ... n). De altfel atît cuplajul 
elastic (rn caracter static), cit şi cuplajul incrţ2·az (dinamic), cum va rezulta 
din § 1.5.3, depind de coordonatele utilizate şi nu de proprieiăţilc sistemului. 
Decuplarea elastică şi i:1erţială se obţine prin introducerea unor coordonate 
specifice, numite coordoJia!e principale sau coordonate naturale (,·. cap. 4). 

Se subliniază faptul că ÎE cazul deplasărilor liniare, car:1ctcri,;tica inerţială 
o repre7,intă masa, iar în cazul deplasărilor unghiulare, momentul de ir:crţie 
masic în raport cu ccntr 1 • sţantaneu de rotaţie al acesteia. ln tratarea 
plană a unei probleme e dinamica stru.::turilor, în orice punct (nod) de con
centrare a unei mas.:~ există 3 GLD (2 translaţii - 1 rnt:,ţic), în timp cc în 
analiza spaţială rezultă 6 GLD (3 translaţii - 3 rotaţii). 

Dacă se consideră un sistem cu mase discrete, care execută numai o miş
care de translaţie, inerţia de rotaţie fiind nulf,, coorclo,1atclc di1urnicc se 
decupleaz[1 astfel, încît matricea de inerţie dcvic1c Jiagonal:, z,,;înd forma: 

i1l1 

o 

f.MJ= o 
I o 

o 

o 

o 
o 

o 
o 

o 

o ... o 

o 
o 

o 
ni,.. 

o 
o 

o 
o 

Matricea de inerţie diagonală este simplu de generat întrucît masele 
concentrate din fiecare punct (nod) se determină pe baza unei analize statice 
elementare, ţinînd seama că masa totală reprezintă rezultanta maselor dis
cretizate la noduri (fig. 1.10, a şi b). 
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Diagonalizarea directă a matricei de inerţie se mai poate obţine şi prin 
exploatarea formei particulare a structurii analizate sau prin alegerea unui 
sistem de coordonate din2mice corespunzătoare (fără conexiuni secundare). 
Decuplarea directă .a coordonatelor dinamice, chiar dacă deplasările pe 
direcţia acestor coordonate sînt liniare (de translaţie) sau unghiulare (de 
rotaţie), se obţine la fel de simplu prin partiţionarea GLD, aşa cum rezultă 
din aplicaţia 1.15.1 de la sfîrşitul acestui capitol. 

Discretizarea sistemului şi stabilirea coordonatelor dinamice (-GLD) se 
efectuează avînd în vedere configuraţia şi solicitările dominante, specifice 
structurilor ce urmează a fi modelate. !n acest sens, în figura 1.11 sînt pre
zentate cîteva exemple de modelare inerţială decuplată a unor structuri 
plane, coordonatele fiind precizate direct pe desen. 

Astfel, modelele dinamice din figura 1.11, a şi b au un singur grad de 
libertate dinamică (1 GLD), cele din figura 1.11, c, d şie au două grade de 
libertate dinamice (2 GLD), iar cel din figura 1.11,J (avînd deplasări orizon
tale reduse) are 6 GLD. Cadrului etajat din figura 1.11, g, care are n niveluri 
(masele considerîndu-se concentrate la fiecare etaj), îi corespunde un model 
dinamic discret cu n GLD, întrucît toate coordonatele dinamice independente 
coincid cu deplasările laterale ale fiecărui nivel. Turnul din figura 1. 11, li 
este un sistem continuu, cu masa :,i.(y) variabilă pe înălţime, reprezentînd, 
din punct de vedere dinamic, un sistem cu un număr nelimitat (infinit) de 
GLD. Pentru simplificarea analizei numerice, un asemenea sistem, cu coor
donate dinamice distribuite, se transformă într-un modei-matematic cu 
coordonate dinamice discrete (n GLD). ~ 

Pentru a exemplifica modul în care se poate efectua reuniunea coordo
natelor statice şi dinamice, în vederea rezolvării unitare a unei structuri, se 
prezintă structura plană din figura 1.12 care posedă două mase concentrate. 
Dacă se consideră inerţia de rotaţie neglijabilă, modelul dinamic va fi carac
terizat numai prin 4 coordonate dinamice (fig. 1.12, a). Coordonatele statice, 
în sensul metodei deplasărilor, rezultă în număr de 12 (fig. 1.12, b). Coordo
natele totale vor fi însă în număr de 18, întrucît punctele de concentrare a 
maselor considerîndu-se noduri, este necesar să li se asocieze două coordonate 
statice suplimentare şi anume coordonatele 17 şi 18 (fig. 1.12, c). 
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în final, se consideră util să se facă cîteva precizări cu privire la coordo
natele dinamice. Toate,sistemele reale sînt sisteme continue avînd deci coor
donatele dinamice distribuite (continue). Rezolvarea unor asemenea sisteme 
Jilrczintă dificultrtţi importante, iar uneori chiar imposibilitatea abordării din 
punct de vedere matematic. De aceea în rezolvările numerice sistemele con
tinue se transformrt în sisteme discrete. În consecinţă, modelele matematice 
vor fi de două categorii: modele matematice c1t coordonate di11ami"ce discrete 
(corespunzătoare sist(;lnelor dinamice cu mase concentrate) şi modele matema
tice cu coordonate dinamice distribtdte (corespunzătoare sistemelor dinamice 
cu mase distribuite). 

Din punctl,l <le \·e<lere al formulărilor matematice, specifice analizei 
dinamice, rezultă că sistemele dinamice cu coordonate discrete sînt descrise, 
în general, de ecuaţii diferenţiale ordinare, în timp ce sistemele cu coordonate 
distribuite sînt descrise de ecuaţii diferenţiale cu derivate parţiale. Se justifid 
şi din acest punct de vedere avantajele discrctizării structurilor reale. 

1.5.2. Modelarea disipativă. Amortizarea internă 

Disiparea energiei induse în sistemele dinamice, de surse pertwbatoare 
exterioare, depinde în general de mai mulţi factori dintre care ,,pot fi con
sideraţi definitorii următorii: capac;·tatea de amortizare 1·11tcrnă a inaterialului, 
tipul structural (configuraţia structurală şi gradul de nedeterminare statică); 
conexiunile d,·ntre clementele de rc::istcnţă componente (legăturile interioare), 
precum şi conexiunile cu. mcdi11l de fixare (legăturile exterioare). 

In analiza dinamică liniară a structurilor, disiparea energiei este substi
tuită prin forţe „rezistente" (sau de opoziţie), care se opun deci mişcării. 
Factorii cu caracter disipativ descrişi anterior au un efect faYorabil întrucît 
contribuie la antrenarea răspunsului liber sau forţat. 

Principalele forme de amortizare sînt următoarele: 
• Amortizarea umedă (vîscoasă), de tip intern, generează forţe „rezis

tente" proporţionale cu viteza instantanee a sistemului (model ~ewton). 
• A mortizarca uscată, fiind produsă de frecare, inten-ine prin „rezistenţe" 

a c5.ror intensitate este constantă pe toată durata mişcării. Forţa de amorti
zare are semnificaţia unei forţe de frecare, conţinută în suprafaţa de contact 
a corpului care lunecă relativ pe o suprafaţă uscată şi este proporţională 
cu forţa normam care se exercită pe această suprafaţă. 

• Amorti::arca strncturalâ, care se datoreşte în cea mai mare parte 
fenomenului de histeresis, este Crtracterizată de suprafaţa buclei histeretice 
în conformitate cu figura 1.13,f. O echivalenţft între amortizarea structurală 
şi amortizarea \·îscoasă este posibilă numai în cazul excitaţiei armonice. 

În realitate, în structurile de rezistenţă capacitatea de amortizare est~ 
„ar.iestecată" fiind mult mai complexă, deoarece intervin simultan toţi 
factorii descrişi anterior. ÎD-dQID-€WÎ1'}¼iniar de corn~ 

__ poate admite însă, pentru~structuri1€- e.rezistţnţă obişnuite, ca fiind domi
nantă amorft"zarea vi scoasă linz'ară .(idea..JiZe-iă). · ··----
.. Trebuie precizat faptul că în cazul amortizării vîscoase, atenuarea ampli
tudinilor este exponenţială (fig. 1.13, b şi c), iar în cazul amortizării uscate 
descreşterea amplitudinilor are un caracter liniar (fig. 1.13, c). . 

1n dez\·oltările teoretice si aplicative din această lucrare, se va considera 
că în domeniul elastic de con{portare a structurilor, amortizarea este li'niar 
·cîscoasii-pură (ipoteză unanim admisă în marea majoritate a lucră.rilo: de 
specialitate şi care aproximează satisfăcător fenomenele reale). Mărimea 
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efectivă a amortizării este extrem de dificil de determinat, datorită complcx:
tăţii fenomenelor fizice reale şi influenţelor altor factori înd neelucidaţi. 
Coeficientul de amortizare vîscoasă c (care prin multiplicare cu ,·iteza furni
zează forţa de amortizare) se determină exclusiv pc bază expcrimentalft. 
Coeficientul de amortizare vîscoasă c este deci o mărime ulterioară proiectării 
care se admite în analiza numerică aprioric, prin extrapolarea rezultatelor 
experimentale obţinute în urma testărilor in situ a unor structuri similare. 
!n domeniul liniar de comportare a structurilor, se Ya considera c{t amortizarea 
vîscoasă, deci coeficientul c, nu se modifică pc ~oatft durata mişc:trii lilwrc 
sau forţate a sistemului. 

Pentru a pune în evidenţă influenţa capacităţii de amortizare, în figura 1.13 
se prezintă o succesiune de cazuri senmificatin•. Astfel, în figura 1.13, a 
este reprezentată mişcarea liberă a unui sistem de 1 GLD în absenţa amorti
zării (situaţie teoretică, ideală). Se poate obsen-a că amplitudinile mişcării 
nu se modifică în timp, rămînînd constante. 1n cazul prezenţei amortizării 
vîscoase liniare, pot rezulta situaţiile din figurile 1.13, b şi c. ~e constată, 
din cele două reprezentări grafice calitatin, că cu cît timpul de încetare 
completă a mişcării vibratorii este mai mic, cu atît capacitatea de amortizare 
a sistemului este mai ridicată. 

în rezolvările practice, este mai sugestiv să se folosească noţiunea de 
fracţi"une din amorti"::area critică v care se exprimă prin raportul adimensional 
dintre coeficientul efectiv de amortizare vîscoasă c şi coeficientul de amortizare 
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'
critică Cer• adică '> = c/cc,(O ~ '> ~ 1) .. oe i · orti'zare critică repre
zintă o cantitate limită de amortizare vîscoasă care elimină comp et v1 ra 1a 
,sistemului, conducînd la o mişcare aperiodică (fig. 1.13, d). 

Pentru structurile reale, capacitatea naturală de amortizare vîscoasă este 
destul de redusă, corespunzîndu-i valori ale fracţiunii din amortizarea critică 
cuprinse în intervalul 0,0l~v~0,15 sau exprimate procentual (1 ... 15%). 
Există mai multe procedee de determinare experimentală a capacităţii de 
amortizare a structurilor, două dintre acestea vor fi prezentate în capitolul 2. 

!n cazul sistemelor cu n GLD, expresia matricei de amortizare vîscoasă, 
exprimată în coordonate dinamice, are forma: 

unde c1„ reprezintă forţa de amortizare generalizată care se manifestă pe 
,flir.ecţia coordonatei j, datorată unei viteze generalizate unita.re imprimată 
pe direcţia coordonatei k. 

În baza teoremei de reciprocitate l\Iaxwell-Betti, rezultă că c11,; = ckJ• 
şi deci matricea de amortizare vîscoasă, de rangul n, n, este simetrică, adică 

[C] = [C]7'. . 
Coeficienţii secundari de tipul c11: pun în evidenţă existenţa unui cuplaj 

disipativ. Problema decuplării disipative, implicit a diagonalizării matricei 
de ·amortizare, se pune de aceeaşi manieră ca în cazul decuplării inerţiale. 

în conformitate cu modelul propus de Rayleigh, forma generafi a matricei 
de amortizare vîscoasă, exprimată prin caracteristicile inerţiale şi elastice 
ale sistemului cu n GLD, are forma: 

[C] = cx[MJ + ~ [K], 
unde ex şi ~ sînt constante de proporţionalitate, [21tf] - matricea de inerţie, 
iar [K] - matricea de rigiditate a sistemului, exprimată în coordonatele 
dinamice, definită în §1.5.3. Implicaţiile acestor forme de exprimare a matricei 
de amortizare vîscoasă sînt prezentate în capitolul 4. 

Asupra capacităţii de amortizare a structurilor se mai fac unele observaţii 
importante. Astfel, dacă amortizarea nu are un caracter dominant. vîscos, 
datorită complexităţii şi influenţei multitudinii de factori care intervin, se 
poate totuşi determina un coeficient de amortizare de tip umed, folosind 
,.principiul amortizării vîscoase ecltivalente", elaborat de L. S. Jacobsen [113], 
stabilit pe baza investigării răspunsului staţionar şi permanent al unui sistem 
cu 1 GLD. Se mai face precizarea că în cazul structurilor importante, dar 
posedînd capacitate de amortizare naturală redusă, se utilizează elemente 
artificiale cu rol de amortizare. Amorti"zarea artifi'cială contribuie în mod 
substanţial la reducerea răspunsului dinamic, avînd rolul de a proteja struc
tura sau de a o izola de influenţa vibraţiilor puternice. Izolarea structurilor, 
prin folosirea unor sisteme de amortizare (atentiare} artificiale se utilizează 
frecvent la fundaţiile de maşini şi agregate industriale, precum şi la protecţia 
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antiseismică a construcţiilor (în special a celor cu funcţiune vitală). Dadt 
modelului Hooke, de comportare fizică ideal elastică, i se asociază modelul 
Kewton, de amortizare vîscoasă liniară, se obţine modelul forţelor de „opozi
ţie", denumit şi modelul Kelvin-\'oigt (v. fig. 1.4, b). 

„ 1.5.3. Modelare elastică. Flexibilitate-rigiditate 

Modelarea elastică a sistemelor dinamice se referă la evaluarea proprie
tăţilor de flexibilitate şi de rigiditate în raport cu coordonatele dinamice 
(GLD). Aceste proprietăţi, fundamentale, atît în analiza statică, cît şi în 
cea dinamică a structurilor, caracterizează deformabilitatea sistemelor, 
implicit forţele elastice de rewnirc (numite şi de rezistenţă întrucît se opun 
mişcării). În general, Yalorilc coeficienţilor de flexibilitate şi de rigiditate se 
determinrt numeric printr-un calcul static obişnuit, avînd în vedere modul 
de definire al acestor mărimi. Deosebirea dintre aceşti coeficienţi, existenţi 
în statica şi în dinamica structurilor, are un caracter de principiu, pur 
calitativ. Ea constă în definirea şi particularitatea coordonatelor în care se 
exprimă coeficienţii de flexibilitate- şi de rigiditate. 

ln statfra structurilor, coordonatele în raport cu care se detcrminrt caracte
risticile elastice depind de metodele de rezolvare specifice. Astfel, în metoda 

. forţelor, coeficienţii de flexibilitate care intervin se definesc în raport cu 
coordonatele acestei metode, adidi forţele generali::ate din legăturile interioare 
sau exterioare care au fost suprimate în wderea obţinerii sistemului de bazii 
şi exprimării condiţiilor de continuitate. ln metoda deplasărilor, coeficienţii 
de rigiditate se definesc în raport cu coordonatele specifice acestei metode şi 
anume deplasărt'le generalizate pe direcţia legăturilor suplimentare, care au 
fost introduse pentru obţinerea sistemului de bază şi exprimării condiţiz'lor 
de echilibr-zt static. 

În dinamfra structun'lor, întrucît necunoscutele sînt deplasările generalizate 
şi independente pe direcţia GLD, ele nu depind de metodele de invest(gare 
analitică ca în statica structurilor. De aceea, dat fiind caracterul umc al 
necunoscutelor, coeficienţii de flexibilitate şi de rigiditate se definesc în 
raport cu coordonatele dinamice (GLD) ale sistemului. Datorită unicităţii 
coordonatelor, în metodele dinamicii structurilor rezultă pentru aceşti 
coeficienţi proprietăţi importante care nu pot fi puse în evidenţă în metodele 
staticii structurilor (v. § 1.14). 

Deoarece sistemele dinamice, ce urmează a fi examinate, se consided"t cu 
comportare liniară, toate ipotezele cu privire la n:odelarea dastid"t vor fi 
identice cu cele corespunzătoare sistemelor statice. In acest sens, liniaritatea 
fizică şi cea geometrică permit aplicarea principiului proporţionalitrtţii, 
respectiv principiul superpoziţiei liniare. În acelaşi timp, criteriile de mode
lare a elementelor structurale (liniare şi plane), a structurilor şi a leg/Hurilor 
(interioare şi exterioare) îşi menţin valabilitatea din modelarea sistemelor 
statice. 

• Coeficienţi:i· de flexibilitate (numiţi şi deplasări ge1!eralizate ~!1itare, de 
natura unor coeficienţi de influenţă) se definesc, în general, ca fnnd efecte 
generalizate (răspunsuri) produse de cauze generalizate (a~ţiuni) eg':le c_u 
unitatea. Atît efectele, cît şi cauzele ce le generează se mamfestă pe direcţia 
coordonatelor dinamice ale sistemului (GLD). Pentru exemplificare, în 
figura 1.14 s-a considerat un sistem simplu, caracterizat prin patru coordonate 
independente şi anume: două deplasări liniare (1, J) şi două deplasări un
ghiulare (2, 4). 
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Deplasările generalizate „unitare" care se obţin pe direcţia fiecărei coor
donate, în urma aplicării succesive a forţelor generalizate ,.~~itaţe" pe dire~
ţia aceloraşi coordonate, definesc matricele coloană ale: coefic1enţ1lor de flexi-
bilitate (numiţi şi vectori), adică: · • 

(
a

11

1 (3
12

1 (3"1 (3"1 {3}i = !:: . {3}, = !:: . {3}, = ;: . {3}. = !: . 
~ ~ ~ ~ 

Totalitatea acestor matrice coloană generează matricea de flexibilitate ~ 
sistemului. Se observă că forţele generalizate „unitate" produc deplasări 
generalizate „unitare" direcfe (pe direcţia coordonatei în raport cu ca:e se 
aplică) şi indirecte (pe direcţia altor :oordonat_e)_.. Depla5ă:nl~ g~ne_rahzate 
,,unitar•~·' directe se numesc coeficienţi de flex1b1htate pnnc1pah, iar cel_; 
indirecte, coeficienţi de flexibilitate secundari. De altfel, acest fapt_ rezulta 
şi din poziţia pe care o ocupă coeficienţii în matricea de f~ex1bih_tate. 

in general, dacă se consideră un sistem cu n GLD caractenzat prm coor
donatele 1, 2, , ... j, k, ... 11, matricea de flexibilitate n aYea forma: 

aa 012 a1J 011; 01n 

.. .. .. .. .. . . .. .. .. .. .. .. 
[DJ= a11 a;2 311 3,, 

o}d ok2 o,..; a1.:1. 
........................ 
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sau 
[Dj = ({3)i {3}

2 
... {t}, {3}, ... {3}.J .. • 

unde 01l. reprezintă deplasarea generalizată pe direcţia coordonatei j, cînd 
pe direcţia coordonatei k acţionează o forţă generalizată egală cu unitatea. 

Existenţa coeficienţilor de flexibilitate secundari ( 31, ;" O) pune în evidenţă 
interacţiunea elastică între coordonate, numită şi cuplaj elastfr (sau static). 

Dadt prin alegerea particulară a coordonatelor dinamice şi prin trans
formări corespunzătoare, matricea de flexibilitate se reduce la o formă dia
gonală (exprimatri în noi1c coordonate), se consideră că sistemul este dauplat 
elastfr. 

fntrucit, conform teorrmei ;\laxwrll-Betti 8Ji: = 8,..1, care exprimă rrdpro
citatea deplasărilor generalizate „unitare" indirecte, rezultă că matricea de 
flexibilitate estC' o matrice dt· ordinul (rangul) 11, u simctridt. În consecinţ:'i, 
aceastri matrice \'a fi C'galrt cu matricea transpusft: 

[DJ = [D/. 

• Co1ffric11{1i de rigiditate (numiţi şi forţe generalizate unitare-, avînd de 
asemenea caracterul unor coeficienţi de influenţă), prin definiţie reprczintrt 
cauze generalizate (acţiuni) care produc efecte generalizate (răspunsuri) 
egale cu unitatea pc direcţia coordonatelor dinamice ale sistemului (GLD). 
Exemplul prezentat în figura 1.15, a (acelaşi sistem din figura 1.14) pune 
în e\'idenţă definirea coeficienfilor de rigiddate ca acţiuni. Totalitatea forţelor 
generalizate, care aplicate pc direcţia coordonatelor sistemului produc o 
deplasare egală cu unitatea, numai pe direcţia unei singure coordonate, 
determină matricele coloanft ale coeficienţilor de rigiditate de forma: 

(k"l (k"l (k''l (k"l 'k' _ k21 {k} _ k22 {k} _ k23 {kl _ k24 • 
'l. J1 - k ' 2 - k ' 3 - k , J4 - k 

31 ~ ~ M 

k41 k42 k4a kH 

Prin asamblarea acestor submatrice se obţine matricea de rigiditate a 
sistemului. Ca şi în cazul precedent, coeficienţii de rigiditate principali (forţe 
generalizate directe) sînt situaţi pe diagonala principalrt a matricei de rigi
ditate, iar cei secundari (forţe generalizate indirecte) în afara acesteia. 

Fo:-ma generală a matrkei de rigiditate, exprimatrt prin acţiuni, pentru 
un sistem cu n GLD Ya fi: 

-1.ll k12 

k21 l'-.:z. 

[I,: = k;1 ki2 k,, k;, kill 

k};l kk2 kv kkl, . kl·n 

sau 
[I(= [{k} 1 {k}z. ... {k}; {kh: ... {k}11J,,, 11, 

în care k;1.: re.prezintă forţa generalizată aplicată pe direcţia coordonatei j 
astfel incit să producă pe direcţia coordonatei generalizate ho deplasare gene-
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. 1 1" ~ fr11 l 

~ r11 

Fig. 1.15 

-ralizată egală cu unitatea, iar pe direcţia celorlalte coordonate deplasări 
nule. 

Componentele unei matrice coloană de forma {k}, defines_c an~amblul de 
forte generalizate care aplicate pe direcţia coordonatelor dmam1ce 1, ?, ... 
... }, k, ... n produc o deplasare gene~aliz~tă egală cu unitatea, numa~ pe 
directia coordonatei j, în timp ce pe dlfecţ1a celorlalte coordonate deplasanle 
gene~alizate sînt egale cu zero. 

Ţinînd seama de rccipro::itatea forţel_o~ ş-eneralizat~ ,,un_it~r~" (teor~ma 
Maxwell-Betti), rezultă că şi matricea de ng1d1tate este s1metnca ŞI de ordmul 
n, n, în care caz 

[K] = [Kl. 
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În multe situaţii, mai ales la structurile formate din bare, matricea de 
rigiditate exprimată prin acţiuni poate fi evaluată mult mai simplu prin 
intermediul reacţiunilor „unitare", aşa cum se procedează în mod frecvent 
în statica structurilor. Pentru calculul coeficienţi'lor de rigi'dz'tate ca reacţiuni 
este necesar a se introduce noţiunea de „s·istem de bază dinami'c" (SBD), 
sistem care se obţine prin blocarea, în poziţie iniţială, a tuturor deplasărilor 
generalizate pe direcţia coordonatelor sistemului (GLD). Blocarea se obţine 
prin legături simple, specifice deplasărilor generalizate care caractcrizeaz;1 
sistemul dinamic (fig. 1.15, b). 

Expresia matricei de rigiditate, exprimată prin reacţiuni, arc forma urmă
toare: 

unde r;,: reprezintă reacţiunea generalizată care se manifestă în blocajul 
GLD j, cînd pe direcţia GLD k s-a imprimat în SBD o deplasare generalizată 
egală cu unitatea, celelalte GLD ale sistEmului rămînînd blocate. 

Remarcile anterioare cu privire la cuplajul şi la decuplajul elastic rămîn 
Yalabile şi în acest caz, cu observaţia că se exprimă prin intermediul coefi
cienţilor de rigiditate secundari. 
• Teorema ,rec,iprocităţii reacţiunilor unitare :'.\fax\\'dl-Betti dcmomtrcazi't 

ca r1k = r,:1, 1nc1t 
[R] = [RY. 

Se obserYă că un coeficient de rigiditate exprimat prin acţiuni este egal 
şi de acelaşi semn cu coeficientul de rigiditate exprimat prin reacţiuni, dato
rită conYenţiilor de sens adoptate în SBD. 

Generalizînd, se poate scrie egalitatea 

[RJ = [KJ, 

deoarece componentele unei matrice coloană a reacţiunilor de tipul {r}i au, 
ca şi componentele matricei acţiunilor {kL, sen~nificaţia unor forţe de con
strîngere care generează o deformată elastică compatibilă cu definirea coefi
cienţilor de rigiditate, deci r;k = k1k (j, k = 1, 2, ... 11). 

Dacă coordonatele dinamice precizează numai mişcarea de translaţie pc 
direcţia GLD, coeficienţii de rigiditate vor avea numai semnificaţia de forţe 
(fig. 1.10, c şi d) . 

Coordonatele dinamice se ddinesc separat de cele statice, m:;mai în au.mite 
situaţii existînd coincidenţe, aşa c1.:m rezultă din figurile 1.10 şi 1.12. 

Deoarece matricele care exprimă proprietăţile elastice ale modelelor fizice 
se generează în raport cu coordonatele dinamice ale sistemului, în cuprinsul 
lucrării Yor mai fi denumite prin matrice de flexibilitate di'namică [D] şi· matri'ce 
de rigi'ditate dinamică ([K] = [RJ), amîndouă fiind pozitiv definite. 

În unele tratate de specialitate, coeficienţii de flexibilitate se mai numesc 
admitanţă mecani'că, iar cei de rigiditate impedanţă mecanică (v. § 1.9). 



1.6. MODELAREA RĂSPUNSULUI DINAMIC 

Aşa cum s-a mai arătat, prin răspuns dinamic se înţelege orice stare ce se 
manifestă într-o structură, modelată prin sistem dinamic, supusă unor acţiuni 
variabile în timp. Caracteristicile răspunsului, descrise în timp de anumite 
legi de variaţie, se exprimă în coordonatele dinamice ale sistemului (pe di
recţia GLD). Funcţia răspunsului, numită şi funcţie de ieşire sau semnal de 
ieşire, este tributară criteriilor de modelare geometrică şi fizică utilizate în 
definirea acţiunilor exterioare şi sistemului dinamic, în conformitate cu 
relaţia A-S-R (v. fig. 1.1). În acest sens, se poate vorbi şi de o modelare a 
răspunsului dinamic deşi, prin rezolvarea ecuaţiilor de mişcare (care exprimă 
interdependenţa dintre cei trei factori A-S-R), evaluarea acestuia devine 
exactă din punct de vedere matematic. 

Cu toate că parametrii răspunsului rezultă pe cale pur analitică, în majori
tatea situaţiilor sînt necesare unele intervenţii de modelare a rezultatelor în 
vederea corelării cu fenomenele reale analizate. Interpretarea şi eventuala 
corectare a răspunsului teoretic se baze.ază, fie pe experienţa profesională a 
analistului, fie pe cercetări experimentale de identificare instrumentală a 
parametrilor de răspuns. . 

în general, răspunsul dinamic se exprimă în mărimi cinematice fundamen
tale, adică în deplasări, viteze sau acceleraţii instantanee, pe baza cărora se 
determină orice altă mărime rezultantă (fig. 1.16). Indiferent de parametrul 
specificat, în raport cu care este exprimat răspunsul, el reprezintă o variaţie 
cu istorie în timp (time history) pe toată durata mişcării. De altfel, noţiunea 
de răspuns dinamic se confundă în dinamica tradiţională cu mişcarea vibra
torie a sistemului, ceea ce rep~ezintă o noţiune relativ abstractă, .atît timp 

~------.----------------
RĂSPUNS DINAMIC 

exprimat în mărimi fundamentale 

RĂSPUNS PRIMAR-CINEMATIC 

DEPLASĂRI VITEZE ACCELERAŢII 

FORTE-MOM. 
INE'RŢIE 

MĂRIMI REZULTANTE 
( Cons e cin ţ e - d e r iv a tel 

TENSIUNI DEFORMAŢII 

Fig. 1.16 
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c~t nu se materializează conţinutul cantitativ al . .. . . 
cipalelor caracteristici ale răspunsul . d" . noţmnu. O clasificare a prin
din figura 1.17, iar definirea acestor~! e 1tnam1c este dată în diagrama bloc 

R - · s e prezentată în contin 
. • .. aspunsul de translaţi·e sau de rotaţie cor d uare. 

dma~1c~ în care s~ e~primă răspunsul (v. § 1.e;.~)~ e cu natura coordonatelor 
• Raspunsul liniar sau neliniar est , l t . f . 

nire. al tipului de model geometric şi e/~a u~ I~ uncţ1e d~ modul de dcfi
(v. § 1.5). izic a mis pentru sistemul dinamic 

• Răspunsul determinist sau aleatoriu est • d" 
caracterul acţiunilor exterioare (v § 1 4) e Iln l Irectă corespondenţă cu 

• JC p . . · · sau cu ce a modelului fizic (v § J 5) 
. . . as unsul periodic reprezintă acel răs u l . ." . . . 

tenst1ci se repetă identic la inter\' l d f p ns a clare parametru carac-
periodic oarecare, se poate aplica d:z~•olet irul: egal~_. Fn sţudiul răspunsului 

. area m seru ouner. 
riaţi~ ~;J~~:i~1;~ oarecare este caracterizat printr-o lege matematică de va-

( L As r F r (ARE A R Ă_S PUN su Lu I 
DINAMI-C. 

TRANZITORIU PERMANENT 

Fig. 1.17 
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• Răspunsul relativ sau absolitt depinde de reperul în raport cu care se 
exprimă mişcarea şi în special de caracterul indirect, respectiv direct de apli
care a acţiunilor. 

• Răspunsul dinamic li'ber sau forţat, aşa cum s-a mai definit în § 1.2 
descrie mişcarea unui sistem dinamic după ce acţiunea a încetat, respectiv 
cînd acţiunea are un caracter permanent (întreţinut). 

• Răspunsul disipativ sau nedi'sipativ rezultă în funcţie de prezenţa sau 
absenţa, în situaţie idealizată, a amortizării. 

• Răspunsul tranzi'toriu sau permanent se defineşte în directă corelare 
cu durata mişcării vibratorii a sistemului dinamic. 

Se menţionează faptul că toate mişcările vibratorii posedă geneză şi ere
,Wate, întrucît transferul mutual al ~cţiunii în răspuns se produce în raport 
cu un reper de referinţă şi se desfăşoară în timpul istoric al mişcării sistemului 
dinamic. 

Aspectele concrete, calitative şi cantitative, cu privire la diferitele tipuri 
de răspunsuri, se vor analiza pe parcursul elaborării lucrării. 

Revenind la coordonatele dinamice ale modelului fizic, în raport cu care 
se exprimă răspunsul dinamic, se poate trage concluzia finală că expresia 
cîmpului de deplasări, corespunzător unei anumite coordonate, permite eva
luarea caracteristicilor inerţiale, disipative şi elastice de definire în cadrul 
modelării fizico-geometrice a structurilor reale cu comportare liniară. 

1.7. ASPECTE CINEMATICE ÎN TEORIA VIBRAŢIILOR LINIARE 

1.7.1. "Mărimi caracteristice ale mişcării oscilatorii 

În cazul unei mişcări oscilatorii simple, deplasarea poate fi exprimată 
analitic printr-o funcţie trigonometrică de tipul 

x(t) = x0 sin (wt + 9). (1.1) 

~Iiş::area guvernată de o ~cuaţie de f?r:n:a (1.1] coresl?un~e unei vibraţii 
armonice simple, în confonmtate cu defm1ţ1a data anterior m § 1.2. 

Yariabfia x(t), care precizează poziţia de echilibru instantaneu, se numeşte 
elon"atia vi'bratiei, iar valoarea maximă a elongaţiei x 0 reprezintă amplitu
(hn,:i ·t•ibraţie/ Prin w se notează pulsaţia vibraţiei şi se măsoară în radiani 
pc s:cundă (rad/s), iar prin unghiul 9, unghiul de fază sau faza i111'ţială a 
vi'braţiei (t = O). 

Timp:il minim în care se efectuează un ciclu complet se numeşte peri·oada 
vibra!iei. Perioada se notează cu T şi se măsoară de obicei în secunde. Un 
ciclu· complet corespunde valorii (J)t = 360°, în care caz, intervalul de timp t 
fiind egal cu perioada vibraţiei T, se poate s!:rie relaţia 

(J)T = Zr., 
de unde 

T = Zr. [s]. 
<,) 

(1.2) 

Numărul de oscilaţii complete ce se pro:luc într-o .secundă caracterizează 
frecvenţa. vibraţiei. Frecvenţa, care reprezintă deci numărul de perioade (de 
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cicli) pe ?are le ar~ miş::a:ea într-o secu~dă, se măsoară în cicli pe secundă. 
( c/s) sau m Hertz-1 (Hz) ş1 se notează prm f. Rezultă deci 

l w 
f =-=- [Hzl 

T Zr. ' "' (1.3) 

adică, frecvenţa este c6ală cu inversul p.!rioadei. Din aceste relatii se constată 
că puls:i,ţia_ mai poat~ fi definită prin numărul de perioade în' 2r. secunde. 

D:i(:av ~_1ş::ar~a os:!latorie este consecinţa unei mişcări de rotaţie, datorită 
func~10nam u;1u_1 agreg:at, se utilizează şi noţiunea de turaţie, care reprezintă 
numarul ?e c1ch pe mmut. Turaţia va avea expresia 

n = 60/ (1.4) 
şi se măsoară în rotaţii pe minut (r.p.m.). 

1n tabelul 1. 1 se prezintă sintetizate relaţiile de Iecrătură existente între 
caracteristicile unei vibra tii "' 
, ~~n?scînd ~cuaţia depla~ă~ii ( 1.1), prin 

oenvan succesive se obţin: 
- ccuaţ1·a vi'fe::ez': 

(t) dx(.t) . , ) 
t' = dt=x\t =.r0c,J cos (wt+:;;). (1.5) 

.n-înd valoarea maximă x 0w, si 
- ccuafz'a accelera/iei': • 

d 2x(t) 
a(t) = -- = .i(t) = - x0w2 sin (wt + o) 

dt2 • ' 

. ( 1.6) 
a că.:c1 valoare maximă este x0c,) 2• 

Se _constat~ că viteza şi acceleraţia au 
aceeaşi pulsaţie (frecvenţă sau perioadă) 
cu deplasarea. 

TABELUL 111 

~ ! T I I 
---'- I 

n 

T 60 

f ,,, " --- -- _._ ----
i I I C•) " 

1--/--r ~ i·~~~ 
~, I .:::. ?-J n;: 

: T I -·· - -;;-O 
r---,--·-- -- j 

j ~ j 60/ I 30c,, ~I 
' T ! - I I I .. I 

li 

Reprezven~are~ grafică a ecuaţiilor (1.1), (1.5) şi (1.6) se dă în figura 1.18. 
Se obser~a ca v1te:a ~ste de~azat~ (decalată) cu .. /2 înaintea deplasării, iar 
ac~e_le:r:aţ1a cu 1t/2 mamtea v1teze1, iar valorile de amplitudine ale celor trei 
manmi nu se produc în acelaşi timp. 

wt -

Fig. 1.18 
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1.7.2. Reprezentări vectoriale in analiza vibraţiilor 

Se consideră vec_torul x0 (ţig. 1.1?) care se ~otette în plan'!l xOy Î~ ju'..ul 
originii şi în sens tngonometnc cu. viteza u_nghmlara constanta w. Proie_cţ1!lt; 
acestui vector pe direcţia axelor fixe Ox şi Oy vor da naştere unor mişcan 
cu caracter armonic, adică: 

x(t) = x 0 sin (wt + cp), 

y(t) = x 0 cos (wt + cp). 

Această interpretare vectorială a mişcării armonice stă la baza operaţiei 
de compunere a vibraţiilor. . . . . 

Se observă că pulsaţia mişcării este reprezentată chiar _prm viteza unghn-'.-
lară a vectorului rotitor x0 • Viteza s_e poate repr_ezenta ~rmtr-un vector r?ti
tor a cărui mărime scalară este x 0w. iar acceleraţia tot prmtr-un ve ;tor rotitor 
de mărime scalară x0c,)2 (fig. 1.18). . . ~ .. . .. , 

Pentru a exemplifin reprczcnta_rea vectonală 3.1- :_111?ca,rn v1b:atoru, m 
figura 1.20 se consideră un caz ~art:cul~r !r~cvent mt!lmt m_ ţe<?~~a elemen
tară a ,·ibraţiilor. Astfel, se considera m1şcanle armomce rect1lmu. 

x1 (t) = x01 sin wt, 

x2(t) = x02 coswt, 

care sînt reprezentate în figura 1.20 I?rin doi. ".:ectori_ ~otiţori ortogonali. x01 

şi x02 . Aceşti doi vectori sumaţi ve~tonal pot fi mlocmţ1 pnn vectorul rotitor 
x0 a cărui proiecţie pe axa Ox va fi 

x(t) = x01 sin wt + x0~ cos wt = x0 sin (wt + cp), 

rezultînd mărimea scalară (modulul) 

şi direcţia 

X 

(t=O) 

y 

Fig. 1.19 
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1T wt+'f--2 

X 

Fig. 1.20 

X' 
02 

Caracteristicile vectorului rezultant s-au obţinut aplicînd teorema proiec
ţiilor. Vectorul rezultant defineşte tot o mişcare armonică, a vînd pulsaţia 
egală cu pulsaţia celor două mişcări date şi faza iniţială cp. 

Reprezentarea vectorială a elementelor unei mişcări vibratorii stă la baza 
analizei vibraţiilor sistemelor elastice în planul fazelor. Modul concret de 
aplicare a metodei planului fazelor este descris în capitolul 2. 

1.7.3. Reprezentarea vibraţiilor prin numere complexe 

Metoda reprezentrtrii vectoriale nu este întotdeauna un instrument con
venabil de analiză a vibraţiilor, întrucît de fiecare dată trebuie să se opereze 
cu proiecţiile vectorilor rotitori, ceea ce face să dispară în mare măsură avan
tajele pe care le oferă calculul vectorial. Gn mod mai simplu şi mai direct 
de a opera numeric asupra reprezentării mişcării oscilatorii prin vectori roti
tori îl constituie utilizarea numerelor complexe. 

O vibraţie armonică de forma ( 1.1) poate fi reprezentată în planul complex 
prin expresia 

z( t) = x0 ei(<ut + ~) (1.7) 
unde 

Ecuaţia (1.7) mai poate fi exprimată prin intermediul a două vibraţii ar
monice, ţinînd seama de exprimarea lui eilwt+q,) prin funcţii trigonometrice 
folosind formula lui Euler: 

z(t) = x0[cos (wt + cp) + j sin (wt + cp)]. (1.8) 

Proiecţia pe axa Ox a vectorului x0 este partea reală a expresiei (1.8) 
şi reprezintă o vibraţie armonică, iar proiecţia pe axa Oy a aceluiaşi vector este 
partea imaginară a expresiei (1.8), rezultînd tot o vibraţie armonică 
(fig. 1.21). 

y 

+ 

o X 

Fig. 1.21 
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Deci: 
x(t) = Re(z) = x 0 cos (wt + qi), 

y(t) = Im(z) = x 0 sin (wt + qi). 

Ecuaţia (1.7) se mai poate pune sub forma 

z(t) = x0ejwt • ei'P = (x0ejep) · ej"'t. 

Introducînd notaţia 

rezultă 
z(t) = z0ejwt = z0(cos wt + j sin wt). 

(1.9) 

( 1.10) 

(1.1 l) 

(1.12) 

(1.13) 

Această ultimă ecuaţie caracterizează o mişcare armonică de amplitudine ::0 

şi fază nulă (fig. 1.13). 
Derivînd ecuaţia (1.13) în raport cut se obţine 

dz(t) . . ( -- = JWZo e1"'1, 1.14) 
dt 

ceea ce arată că derivarea acestui număr complex rezultă prin multiplicare 
cu jw. Dezvoltînd ( 1.14) 

d;;( t) ( . . ) -- = z0w J cos wt - sm wt , 
dt 

(1.15) 

se constată că, în reprezentarea vectorială, prin derivare se multiplică mo
dulul vectorului z0 cu w, obţinîndu-se un vector rotitor decalat înair~te (de
fazat) cu r./2, avînd deci semnificaţia unei viteze. Rezultă că multiplicarea 
unui număr complex cu j conduce la o rotaţie a vectorului rotitor, prin care 
este reprezentat acest număr, cu .r./2 înainte şi fără a-i modifica valoarea 

absolută. 
în operaţiile practice cu numere complexe se utilizează noţiunile de al

gebră cunoscute, ţinînd seama că totdeRuna elementele mişcării (deplasarea, 
viteza, acceleraţia) sînt reprezentate prin partea reală a expresiilor ce se obţin. 

Acest mod de interpretare a mişcă
rii prin numere complexe stă la baza 
metodei impedanf ei, utilizată în studiul 
,·ibraţiilor sau în teoria semnalelor. 

1.7.4. Compunerea mişcărilor 
vibratorii 

Bazaţi pe posibilitatea reprezentl1rii 
vectoriale a miscării armonice se va ~x- in 
pune în continu~re modul în care pot fi 'f' 2 - t..p1 
compuse două mişcări oscilatorii simple. · 

a. Compunerea a două vibraţii av înd 
aceleaşi direcţii şi pulsaţii. Se consideră 
mişcările armonice simple (fig. 1 22) 
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x1(t) = x01 s~n (wt + ?1) } . (U6) 
x2(t) = x02 sm ( wt + qi2) 

X 

Fig. 1.22 

Cele două d_eplas~ri x1(t) şi x2(t) avînd aceeaşi direcţie, deplasarea rezul
tanţă s~ va obţ1~e pnntr-o sumare algebrică (ca rezultat al aplicării teoremei 
pro1ecţulor), adică: 

x(t) = x1(t) + x2(t) = x01 sin (wt + ? 1) + x02 sin (wt + q;2) = 
= x0 sin (wt + cp). (1.17) 

, Dezvo_lt!nd _!uncţţile_ trigon?metri~e conţinute în relaţia ( 1.17) şi identifi
cmd coef1c1enţn vanab1lelor sm wt ş1 cos wt, se obţine expresia 

x(t) = C1 sin wt + C2 cos wt = x0 sin (c,)f + q,), 
în care 

CI= Xo COS'?= Xo1 COS ?1 + x 02 COS 72 , 

C2 = x0 sin ? = x01 sin ?i + x02 sin ?z, 

de unde rezultă amplitudinea x0 şi faza ? a mişcării rczultan te 

- te+''" '2 • :to= ' i '-'2 = ,, Xo1 + Xo2 + 2x01 x02 cos ( 7 2 - 9i) , 

tg? = C2 = Xo1 sin 91 + x02 sin 72 

C 1 x01 cos r;i1 + x02 cos 72 

( l.18) 

1n acelaşi timp, ecuaţia (1.18) demonstrează că o miscarc armonică avînd 
faza 9 se poate descompune în două oscilaţii armonic; simple dcfazate cu 

unghiul .r. (fig. 1.23). 
2 

~Cons)d:rînd cazul particular în care cele două mişcări ( 1.16) au aceeaşi 
faza, ad1ca 91 = 92 = ?, vectorul rezultant Ya a,·ea modulul 

Xo = ,/ x51 + Xij2 + 2Xo1 Xo2 = Xo1 + Xoz 

şi direcţia ?, întrucît cei doi vectori sînt coliniari. 
Dacă ?1 = ?2 = O, amplitudinea mişcării rezultante arc accea~i expresie 

cu cea de mai sus, iar faza iniţială Ya fi nulă. 
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b. Compunerea a două vi
braţii avînd aceeaşi direcţie 
dar pulsaţii diferite. Admiţînd 
următoarele mişcări armonice 
simple 

x1(t) = x01 sin (w 1t + qi1)} 
. (1.19) 

x2(t) = x02 sm (w2t + qi2) 

rezultanta lor se obţine prin 
compunerea vectorialfl prezen
tată în figura 1.24. 

întrucît pulsaţiile celor 
dour1 oscilaţii sînt diferite, cei 
doi vectori rotitori 3.'01 şi x02 

vor efectua o mişcare de rota
ţie cu viteze unghiulare w1 ţÎ 
<,}2, astfel încît unghiul dintre 
aceşti vectori este nriabil în 

rezultantă nu mai are caracter armonic. 
timp. Rezultă deci că mişcarea 

:'.\Iodului vectorului rezultant x0 Ya 

avea expresia (fig. 1.24): 

x0 = ·./ x51 + x52 + 2x01 .t·0~ cos [(w2 - w1) t + qi2 - qi1]. 

Prin particularizarea acestui caz, făcînd 6}1 = w 2 = w se obţin rezultatele 
de la punctul a. 

Dacă cele două vibraţii au pulsaţiile foarte apropiate, dar nu egale, vibra
ţia rezultantă este n.•asiarmonfră, avînd amplitudini variabile. În acest caz, 
se consideră vibraţia modulată în amphtudim:, iar din punct de vedere me
canic ea poate caracteriza fenomenul de bătăi (vezi tabelul 1.3). în capitolul 2 
va fi descris mai în amănunt acest fenomen, insistîndu-se asupra importan
ţei sale efective în dinamica structurilor. 

Din anzJiza efectuată rezultă următoarele concluzii: 
- prin compunerea a dou~ vibraţii armonice de aceeaşi pulsaţie se obţine 

tot o vibraţie armonic;-i a,·înd pulsaţia identică cu a componentelor; 
- cind se compun douft vibraţii armonice cu pulsaţii diferite, rezultă in 

general o vibraţie oarecare: 
- dacă raportul pulsaţiilor celor dour1 Yibraţii este o fracţie raţional:î, 

vibraţia rezultantă are caracter periodic. 

1.7.5. Vibraţii periodice. Dezvoltări în serii Fourier 

În sens mai general, o vibraţie este o mişcare periodică num~i în cazul 
în care toate clementele mişcării se repetă identic după un anumit interYal 
de timp T, numit perioada vibraţiei. Din punct de vedere matEmatic, perio
dicitatea funcţiei care caracterizează o mişcare periodică se expriir.ă astfel 

x(t) = x(t + T). (1.20) 

"'~ Cea mai simplă vibraţie periodică este vibraţia armonică descrisă de 
o ecuaţie de forma (1.1), dar nu toate vibraţiile periodice sînt armonice. 
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. Vibr:i_ţiile ~eriodice. oarecare se studiază folosind reprezentarea mişcării 
pnn sern Founcr, expnmate ca suma a două funcţii armonice, adică 

CY) 

F(t) = E (an cos nwt + 04 sin nwt), 
n=O 

(1.21) 

sau, în formă dezvoltată 

F(t) = a0 + a1 cos wt + a2 cos 2wt + ... ..l- a. cos 11wt + ... 
•·· + b1 sin wt + b2 sin 2wt + ... + bn sin izwt + ... . (1.22) 

E~p~-es_i_ile generale ale_ coeficicnţilor __ serie~ Fourier se obţin prin aplicarea 
propneta ţn de ortogonali ta te a funcţulor simple trigonometrice, rezultînd: 

a0 = ;, r F(t) dl, 

2 rr 
a,. = T ' F(t) cos i!<,i/ dt, 

• o 

unde 

2 \T b,. = - F(t; sin n0,t dt 
T •·O ' 

r~prc:cintă perioad~ funcţiei F(t). Se poate constata ci primul termen al seriei 
fou:1er a0 _reprezmtă valoare~ ~medie a ţuncţiei F(t) pe durata unui ciclu. 
Daca fu1:cţ1a F(t) este armomca, a0 denne egal cu zero. 
• Rel~ţ1~ f 1.22) arată că funcţia periodică F(t) poate fi descompus;l teoretic 
mtr-o mf1111tate de componente, numite armoni,i, datorită caracterului ar
monic al functiilor care intervin 

. Î!l baza rez~ţtatelor obţinute_a~te:ior, prin aplicarea relaţiei ( 1.18), termenii 
sene1(1.21) de tipul a. cos nwt şi b11 s111 nc,il pot fi exprimaţi şi a5tfel: 

în care 
a11 cos mot + b;, sin 11<,;/ = c„ sin / 1;c,;t + ?,, ) , 

În a'..'eastă situiţie seria Fourier m1i poat•? ii f::·i,<'l c.uli fo:·:na 
·r 

F(t) = E Cn sin (li<,, 1 + .,.,, 
n=J 

<:are, prin dezvoltare de\'inc 

F(t) = a0 + c1 sin (wt + ?1 ) + c" si•: (20,t + ·;,2) + 
+ cn sin (nwt -l- ?n) -i- ... 

(1.23) 

(1.24) 

Reprezent3:rea grafică a valorilor c n în funcţi·:- de frcc,·cn ţa corespunză
toa.re car_actenzeaz:t spict~u_l Fourier discret ,ll am/Jiitudi11zlor. 

Al _d~1lea tern~e:1 al sene1 ( 1.24) se numeşte lt'rma·n Jundam::11tal sau prima 
armor:1_1ca a funcţ1e1 F(t). Termenul n re.;xezintă armonica (n - 1) a aceleiaşi 
funcţn. . 

47 



Valorile coeficienţilor a„ şi b., respectiv c„ şi <p„ pot fi determinate teoretic 
pentru orice funcţie (vibraţie) periodică dată. Această problemă de studiu 
a mişcărilor periodice poartă denumirea de analiză arnionfră sau anaUză 
Fourier. Integralele a. şi b. nu pot fi rezolvate analitic decît pentru puţine 
funcţii F(t). În tabelul 1.2 se prezintă cîteva funcţii periodice mai frecvent 
intîlnite în studiul vibraţiilor, descompuse în serii Fourier. 

TABELUL 1.2 

4Fo " (- t)ln-1)/2 
F(I) =-- '"-' ----cos11~,t 

..:' n=l,3,5, .. , 1L 

4F0 " I F(I) = -- w - sin .,,,,1 
;: n=l,3,5,,u n 

"' I\ Î;\ Â / , / F(t) = SFo " ~ cos11<ot 

.1 V ,:·.--V,: V:-7, · ,· _____ '"-' __ --__ _ V _ - ;: n=l,3,5, ... 1l-"' 

4 

.I . I 
5 j\ j\ '/\ ~/\ 21 i 

V V;\,7V•ti 8F0 " F(t) = -:::-· L,J_ 
•• ff=l,.;, 1 ::,1 ... 

Fti 4F0 " 1 F(t) = - - -- '-..I - CM11c,it 
2 ;:2 n=l,3,5, ... 11 2 

2Fo " (- l)l"-'-1) 
F(t) = -- LJ --'---'---- sin 11,,,1 

';"; 11 =l,:i,5, ... H 

F 0 Fo "' 1 . 
F(I) = - - - B - sin ,:c,,t 

2 7. n=l,2,, .. ll 

9 \ 

i 

F(t) = Fo , Fo · 1 _Z_F_o >' - 1- cos11co't -7.-.,. -2-Slll(l) - -;: n=°T.i, ... n2 - 1 ·1 10 f\ 
;:,.._:_. _______________________________ _ l 
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Dacă funcţia periodică F(t) este pară, seria sa Fourier va ana forma 
00 

F(t) = a0 +Ea„ cos 11wt, 
71=1 

iar dad F(t) este o funcţie 1·111pară, seria Fourier va fi 
00 

F(t) = E b„ sin 11c,;f. 
n=I 

Forma complexă a seriei Fourier corespunzătoare fancţici periodice F(t) 
se exprimă astfel 

+,r, 

F(t) = E c. ei""'', 

unde 

( 1.25) 

în acest caz, F(t) este definită ca o funcţie reală sau complexă şi inkgra
bilă în intervalul [/0 , i0 + T]. 

În continuare se vor face unele precizări asupra caracterului periodic al 
unei Yibraţii rezultate prin compunerea a două Yibraţii armonice simple. 

Se ,·or considera Yibraţiile armonice 

x1 (t) = x01 sin c,> 1t, 

x2(t) = x2 sin w,J, 

care compuse dau vibraţia rezultantă 

x(t) = x01 sin w 1t + .,-02 sin wi, 
Dacă se notează cu T perioada vibraţiei periodice rezultante, conform defi

niţiei date, este necesar să se verifice condiţia (1.20), care va fi scrisă sub 
forma 

sau 
x(t + T) - x(t) = O, 

x01 sin c->1(t + T) + x02 sin w2(t + T) - x01 sin c,>) - x02 sin w2t = O. 

Denoltînd şi grupîn<l termenii expresiei de mai 5US se obţine 

x01 sin w1t(cos w1 T - I)+ x01 cos w11(sin c,> 1 T) + 
+ x02 sin wi(cos w2T - 1) + x02 cos cu 2t(sin cu2 T) = O. 

Ca această condiţie să fie satisfăcută, este necesar să existe următoarele 
relaţii 

w 1T = 2111 .. }• 

w 2T = 2n2-;;; 

unde 11 1 şi 11 2 sînt numere întregi şi prime între ele. 

(1.26) 

Ţinînd seama că pulsaţiile celor două vibraţii pot fi exprimate prin inter
mediul perioadelor T1 şi T2 
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Fig. 1.25 

relaţiile (1.26) se reduc la următoarele egalităţi: 

T = 11 1T 1 = n2T2, 

de unde 
T1 W2 112 -=-=-· (1.27) 
T2 w1 n1 

În baza relaţiei (1.27) se trage concluzia că din suprapunerea (compunerea) 
a două vibraţii armonice se obţine o vibraţie periodică numai dacă raportul 
pulsaţiilor (sau perioadelor) este o fracţie raţională. Se mai poate afirma că 
o vibraţie este periodică numai cînd funcţiile armonice care o compun fac 
parte dintr-o serie Fourier. 

În figura 1.25 se exemplifică compunerea sau descompunerea unei vibraţii 
periodice. Cele două \"ibraţii componente armonice au expresiile 

x1(t) = x01 sin wt, 

x2(t) = x02 sin 3wt. 

Se menţionează faptul că în funcţie de defazajul existent între cele două 
vibraţii, vibraţia rezultantă poate avea configuraţii diverse. 

În tabelul 1.3 se prezintă cîteva compuneri de vibraţii armonice pentru 
diverse rapoarte ale pulsaţiilor şi amplitudinilor. Aceste înregistrări fac 
parte dintr-un studiu mai amplu, cu privire la compunerea mişcărilor vibra
torii, efectuat în laboratorul de Dinamica structurilor şi inginerie seismică 
al catedrei de Mecanică teoretică, statica şi dinamica structurilor din Institutul 
de Construcţii Bucureşti, de către autorul acestei lucrări în colaborare cu 
ing. Dan Rădulescu. 
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Nr. 

2 

3 

i 

5 

I 

i. ri 
\J 

~ i ,, 
V 

r 
11 
! \ 
. I 
I \ 

TABELUL 1.3 

Forma oscilogramei 

3 

5 

5 

'I 
10 
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TABELUL 1.3 (continu•:•Î 

Nr. Forma oscilogramei 

8 to 

9 to 

1.8. ELEMENTE DE CALCUL OPERAŢIONAL ÎN STUDIUL 
VIBRAŢIILOR 

4 

Analiza răspunsului structurilor supuse acţiunii şocurilor sau a ,·ibraţiilor 
tranzitorii poate fi efectuată cu deosebită eficacitate prin utilizarea n<?_ţiunilor 
de calcul operaţional aplicate în informatică şi teoria comunicaţiilor. In acest 
paragraf vor fi expuse succint cîteva aspecte privind utilizarea unor elemente 
de calcul operaţional în teoria vibraţiilor. Se va insista în special numai asupra 
acelor noţiuni care intervin direct în dinamica structurilor, fără a prezenta 
demonstrarea riguroasă a unor relaţii care sînt studiate pe larg în diverse tra
tate sau lucrări de specialitate. 

1.8.1. Conceptul transformării ecuaţiilor diferenţiale liniare 
în ecuaţii algebrice 

Toate ccuatiile de conditie care descriu miscarea sistemelor oscilante în 
dinamica linia~ă sînt ecuaţii diferenţiale linia~e cu coeficienţi constanţi. 

Dacă f(l) este o funcţie definită printr-o ecuaţie diferenţială liniară şi 
anumite condiţii iniţiale (fig. 1.26), soluţiile problemei pot fi mai simplu 
obţinute înlo::uind funcţia f(t) cu o altă funcţie F(s) definită de următoarea 
integrală de transformare 

F(s) = ~: f(t) K(s, t) dt, 

unde K(s, t) care depinde de parametrul complex s şi timpul t se numeşte 
nucleul transformării·. 

Prin utilizarea integralei de transformare se poate înlocui o ecuaţie diferen
ţială liniară dependentă de variabila f(t) printr-o ecuaţie algebrică obişnuită, 
care conţine termenii funcţiei de transformare F(s), unde parametrul complex s 
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f(t) f( t) f ( t) 

fo fo fo 11-------------

t t t 
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f ( t) f ( t) 

fo fo 

t t 

o o 
Fig. 1.26 

are forma s = a + jw, c,; fiind pulsaţia,_ iar j_ =: \1-=1. Ec~aţia a~gebrică ~n 
F(s), care se obţint', poate fi _rezolvată dir_ect ş1 m general sn:1plu, :ar funcţ1~ 
originală f(t) se determină prmtr-o operaţ1_e de tran_sfor~are mvcrsa. Aceasta 
ecuaţie algebrică se ma1 numeşte ecuaţie opei:aţ1o_n~la. V 

-:\Ietoda intc"ralei de transformare are o aphcab1htate generala la rezol
var~a problemelor definite de ecuaţii liniare ~u deriYate parţiale, -:vî~~ _d_;ci 
0 arie ,·astă de utilizare în mecanica sti:uctunlor. Pro'.)lema c~': m_a1 dif1c1l3: o 
constituie însă op~raţ_ia prin c_are s~ rev~n~,?e la soluţia ecuaţ1~1. d;n domen:ul 
complex (s), numit Şl domcnml „1mag11111 , la sol1;1ţ1a ::cu,aţ1c1 111 domemul 
timp (t). Această operaţie se numeşte transform_~re mver,?. ,In_get;eral, P\'11:_tn'. 
rezolvările practice, se folosesc tabele "de ,fu~cţn curent mtili_ute 112 tehmca ş1 
care cuprind atît transformarea di"rect_a, 31t şi t~a'.zsformarca in,xrsa. Integrala 
de transformare este o mărime asociata funcţ1e1 f(t). . 

în mod curent se utilizează transformările elaborate de Laplacc ŞI de 
Fourier care se bazează pe observaţia _că la fun~ţii de_e:-citaţie de ti:1~ul ei"''.: 
caracteristicile de răspuns ale unm sistem osolant hmar au aceeaşi forma 
cu excitatia. Această proprietate va fi demonstrată în § 1.12. 

Integr~la de transformare se <;1-Plică cu succes la m,işc~rile provocate de 
socuri sau vibraţii tranzitorii, de tipul celor prezentate 111 figura 1.26. 
' !n rezumat, principalele etape de calcul pe c~re le implică folosirea metodei 
integralei de transformare sînt următoarele (fig. 1.27): 

_ transformarea ccuatiilor diferenţiale din domeniul timp (t) într-un 
sistem de ecuatii algebrice 'în domeniul complex al variabilei de transformare 
(s), adică în d~meniul imaginii; 
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OPERAŢIA DE TRANSFORMARE INDIRECTĂ 

Fig. 1.27 

- rezolvarea sistemului algebric de ecuaţii şi determinarea soluţiilor în 
funcţie de variabila s; 

- obţinerea soluţiilor ecuaţiilor diferenţiale (soluţii originale) printr-o 
operaţie de transformare inversă. 

1.8.2. Transformata Laplace 

a. Transformata directă. Transformata Laplace directă se defineşte ca o 
corespondenţă dintre două funcţii, avînd forma 

F(s) = .R, [/(t)J = ,..., e-stJ(t) dt, 
•O 

(1.28) 

unde funcţia /(t) este definită în domeniul timp de la t > O, iar F(s) este 
transformata acestei funcţii în domeniul complex s. Funcţ1a F(s) se numeşte 
„imaginea" sau transformata Laplace a funcţiei /(t) şi se mai notează prin 
.R, [f(t)j. Variabila s are caracter complex fiind 

s=a+jw, unde cr>O,j=./-1. 

b. Transformata inversă. Cunoscînd transformata Laplace, operaţia de 
revenire la funcţia originală /(t) se face aplicînd transformata inversă, 

care se defineşte prin formula 

f(t) = E 1[F(s)] = -. F(s) e'1 ds, 1 ~•+Joo 
2r.; ,._1,,, 

(1.29) 

în care a este astfel ales încît pentru t < O să rezulte /(t) = O. 
Aplicarea transformatei directe şi inverse este substanţial uşurată dato

rită existenţei tabelelor de funcţii care conţin aceste operaţii. In tabelul 1.4 
este dată pentru o serie de exemple corespondenţa dintre funcţia originală 
/(t) şi transformata Laplace F(s). 
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Nr. I crt. .C'./tll]= F(s) I j(I) - .e-''.F(s)J 

Funcţia delta 
8(t)-Dirac 

TADELUL 1.4 

III' Nr. I crt. .C [f.t'; = F(s) 

'I 
fi 1 ! _!_ (al - sin al) 
I' 11 -
1 s"(s' .,- a') ! a 3 

--1,-----------1--------1------
1 I I 

i ----- (sin al -
(s' - a'J2 I 2a3 

.:1,: ' 

2 
s• 

12 

- al cos al) 
-- ------.------'i __ , ______ , ______ , 

I. I I s ! 
3 

___!__ sin al 
2a ' e-•· ,i'I 13 - ,: s + a (s' .,- a')' 

--1------i---------;, --!------!-------

$ ~ a e•• ; 14 I ,:,•: :,~, : I cos al 4 

i!--!------ -------\ 

(s - a) 2 
te•• : 15 iii ' .:... b ' ~-i, cos ' 

(s - b) 2 .,- a2 ! 
-------- ------~: --!-------------

! I i 
6 

a e-b< sin al 
s2 _J_ a2 

sin at ' 16 a 
1
1 I i (s - t)' .:... a 2 

--1---s---,------j1--1---,-_-b--,--e-b'-c-os_a_t __ 

7 s• + a• I cos al ii 17 (s - b)• -c- a• ! ______ :i ! ___________ _ 
-----[ ;!--i 

a ;J 18 1 a : ebc sin at 

ii (s - b)2 -c- a• ! I 
---,--·J-1l,---ch_a_t __ l1-,9- I ,,---1-e_-.-,--

8 
s2 - a2 

sh at 

9 
s• - a2 (s + a)2 

--------i------1--,------1------
1 al• (I - cos at) 11 20 1

1
, \;-~a," i 

l H 

c. Transformata derivatelor. Transformata Laplace a dcri\'atei de ordinul 
întîi: 

.R, d/(t) = .R,[j(ll(t)J = (00 e-•t df(t) dt = e-'1(t}j°0 
-\"' (- se-st ) J(t) dt, 

dt )o dt ,o •O 

şi deci 
_e[Jill(t)J = - /(O)+ sF(s), (1.30) 

ande /(O) este valoarea iniţială ( funcţiei /(t) la timpul t = O. 
Transformata Laplace a derivatei de ordinul n 

./2 dnf(t) = .12[/"(t)] = s"F(s}- 5n-l/(O) _ 5n-2ptl(O) _ ... - spn-2)(0) _ pn-1l(O), 
dt" 
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sau 
fi-I 

..I! [f"(t)] = snF(s) - L sn-1-k J'kl(O). 
k=U 

(1.31) 

d. A~lic~rea_ ~ri~cipiului superpoziţiei. Dacă funcţia f(t) este definită ca 
o combmaţ1e hmara de funcţii J;(t), adică 

f(t) = cif1(t) + cJit) + ... + c,J;(t) + ... +c.J.(t) = t c,f;(t), {l.3Z) 

transformata Laplace a acestei funcţii va fi i= 1 

..I! [J(t)] = F(s) = c1..f! [/1(t)] + c2,1!, [f2(t)] + ... + c,..ef];(t)] + ... + c • .P. [I,. (t)], 
sau . 

..E[f(t)] = F(s) = C1F1(s) + c2F 2(s) + ... + c,F,(s) + ... + cnF,.(s), 

încît rezultă că şi transformata Laplace are un caracter liniar, adică 
n 

..I! [f(t)j = F(s) = E c,F,(s). 
1,·=1 

1.8.3. lnte~rala de convoluţie şi teorema lui Borel, 
folosind transform1ta Laplace 

; ( 1.33) 

Se consideră funcţiile / 1(t) şi f 2(t) definite numai pentru t > o cărora 
le ~orespun~ transformatele Laplace F 1(s), respectiv F 2(s). Inteo-rala d~ conv _ 
luţ1e se defmeşte astfel: " 0 

- în domeniul timpului (t) 

x(t) = t /1(-r)/2(t - -r) d-r = t f1(t - -r)/2(-:) d-r = f1(l) * l2(t); (1.34) 

- în domeniul imaginii (s) 

în care 
X(s) = F 1(s) · F 2(s), (1.35) 

X(s) = ..I! [x(t)J = \"' e-•1 x(t) dt, 
•O 

F1(s) = ..f!U1(t)] = r e-•1/1(t) dt, 

F2(s) = .J2. U2(t)J = r e-'1/it) dt. 
•·O 

În ba~a de:iniţiilor expuse, Borel a formulat următoarea teoremă: tra,;s
!orinata inversa a produsului dintre două transformate Laplace este eg l" 
integrala de convoluţie a inverselor transformatelor lor. Deci a a cu 

_e-l[X(s)J = .R.""l[Fi(s). F2(s)J = r fk:)fs(t - -.) d-. = /1(t) * fz(t) = .t'(t), (1.36) 
~o 
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unde, inversele transformatelor au expresiile 

..E- 1[F1(s)] = / 1(t), 

..E-1[F2(s)] = / 2(t). 

Teorema lui Borcl este fundamentală în studiul analizei semnalelor în 
teoria transmiterii informaţiilor avînd aplicabilitate directă în definirea răs
punsului unui sistem oscilant la excitaţii produse de şoc sau vibraţii tranzi
torii, cum este cazul mişcărilor seismice. Demonstraţia acestei teoreme este 
elementară. De altfel concluzia acestei teoreme este evidentă şi uşor de intuit. 
Teorema lui Borel mai este cunoscută în literatura de specialitak sub denu
mirea de integrala lui Duhamel sau integrala de superpoziţie . 

1.8.4. Transforma.ta Fourier 

a. Transformata directă. Prin definiţie, transformata Fouri-:r, directă, a 
unei funcţii /(t) este 

( 1.3 7) 

Transformata Fourier a funcţiei f(t) defineşte spectrul Fourfrir sau spec
trul de amplitudine.' 

Spectrul Fourier permite determinarea amplitudinilor şi fazelor unei 
mişcări în funcţie de pulsaţia w. Funcţia /(t) poate reprezenta un parametru 
oarecare al mişcării sau al excitaţiei, dependent de timp. 

Exprimat prin numere complexe, spectrul Fourier are forma 

F(jw) = Re [F(jw)J + jlm ~F(jw):. (1.3S) 

În figura 1.28 este reprezentată componenta complexă de pulsaţie w a 
spectrului Fourier cu modulul I F(jw) j, avînd partea reală Re [F(jwf, partea 
imaginară Im [F(jw)] şi unghiul de fază 0(w). Rezultă deci 

F(jw} = I F(jw) ! eiO("'i, (1.39) 

în care 

I F(jw) I= aJRe2 [F(jw)]+lm2 [F(jw)] 

6( ) t Im [F(jw)] 
w = arc g • 

Re[F(jw)] 

b. Transformata inversă. Dacă se cu
noaşte transformata directă F(jw), func
ţia originalrt f(t) se obţine cu ajutorul 
următoarei formule de transformare in
versă 

f(t) = - F(jw) ei"'1 dw. (1.40) 1 ~+<t> 
21t -oo 

l~ 

el C 
><--
el g 

.§ 

,-, -3 

lL 

E ...... 

Re[F{jw)] 
Fig. 1.28 

axa 
reală 
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1.8.5. Integrala de convoluţie şi teorema lui Borel 
folosind transformata Fourier • 

~)ac~ funcţiile f 1{t) şi .Mt) _Posedă tran~formatele Fourier Fi(jw), respectiv 
F2(J1.,,), m n:od analog cazulm precedent, mtegrala de con\'oluţie se defineşte: 

- în domeniul timpului (t), în conformitate cu relaţia (1.34), 
- în domeni:i1 complex al pulsaţiei (w) 

în care 
X(jw) = Fi(jw) · Fz(jw), (1.41) 

X(jw) = \"' e-i"'1x(t) dt, 
..,,-CO 

Fi(jw) = \o:i c-i"'lj1(t) dt, 
... •-;)') 

FzU<u) = \'° e- i"'tj2(t) dt. 
.)-;t:J 

. 1n ~cest caz, trn~ema lui Bor_el \'a aYea următoarea formulare: transformata 
inversa a pro~usului d111tre doua transformate Fourier este egală cu 1·ntegrala de 
convoluţie a n:verselor transformatelor lor, adfră: 

2
1_ ['° X(jw) efwt dw = _l_ ('° Fi(jw)Fz(jw) eiwt dw = [' J1(-r)J2(t - -:-) = 
h }_00 21t J-00 ' • o , 

= l1(t) * /2(t) = x(t). (t.42) 

în acest caz, x(t) există începînd de Ia t = - ro. 

1.8.6. Citeva observaţii privind transformatele Laplace şi fourier 

a) _D3:că_ funcţia /(t) este nulă în intervalul de timp negativ şi partea reală 
a vanabile1 complexe este de asemenea nulă, adică 

f(t)=O pentru l<O, iar cr=O, 
rezultă 

(s-,. jw), (1.43) 

şi deci transformata Laplace se confundă cu transformata Fourier. 

b) În problemele de şocuri fizice, transformatele Laplace şi transformata 
Fourier conduc la rezultate identice. 

c) Transformata Laplace, conţinînd prin definiţie factorul de convergenţă 
cr, are avantajul că poate fi aplicată în general tuturor funcţiilor care prezintă 
interes practic în teoria vibraţiilor. 

d) Dezavantajele de ordin matematic privind operaţiile de transformare 
directă şi mai ales de inversare sînt compensate de existenţa tabelelor de 
corespondenţă (v. tabelul 1.4). 
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e) Aplicarea transformatei Fourier are dezavantajul că uneori operaţia de 
inversare prezintă dificultăţi de ordin matematic. Pentm transformata directă 
şi inversă Fourier nu există tabele atît de complete ca pentru transformata 
Laplace, în plus, transformata Fourier nu este totdeauna convergentă. 

f) Avantajul esenţial al transformatei Fourier constă în faptul că este mai 
intuitivă în privinţa interpretărilor fizice şi se corelează perfect cu dezvoltările 
în serii Fouricr (v. relaţia 1.25). 

g) Dată fiind asemănarea formală dintre cele două tipuri de transformate, 
operaţia de transformare Fourier a derivatelor, precum şi principiul superpo
ziţiei transformatelor Fourier, se aplică în mod identic cazului în care se 
utilizează transformata Laplace. 

h) Transformata Fourier se poate obţine direct pentru funcţiile simple. În 
general, pentru funcţii oarecare, se foloseşte integrarea numerid. În cazul 
particular al unor funcţii periodice pare sau impare, transformatele direct;:'\ 
şi inversă vor avea expresiile 

- funcţii impare (transformata sinus): 

F(jw) = \"' J(t) sin wt dt, 
•O 

2 [" 
f(t) = -, F(s) sin wt dw; 

r:; •·O 

- funcţii pare (transformata cosinus): 

F(jw) = \ 00 f(t) cos wt dt, 
.o 

2 ["' 
J(t) = - , F(s) cos wt duL 

r: • o 

În această situaţie se folosesc dezvoltările în serii Fourier. 
i) La rezolvarea problemelor în care funcţiile/(t) sînt discontinue lat= 6, 

prin aplicarea transformatelor se obţin funcţii continue, ceea cc reprezintă 
un avantaj de calcul substanţial. 

1.9. RĂSPUNSUL SISTEMELOR DINAMICE LINIARE 

ÎN DOM1:NIUL COMPLE:X AL FRECVENŢEI. 
FUNCŢIE DE TRANSFER-MATRICE DE TRANSFER 

Se consideră un sistem dinamic oarecare, supus unei excita ţii exterioare 
J(t) definită în intervalul t-;;.O, căruia îi corespunde răspunsul x(t). 

Prin definiţie, raportul dintre transformata Laplace a excitaţiei şi transfor
mata Laplace a răspunsului se numeşte impedanţă generalizată a sistemului 
şi are următoarea expresie: 

Z(s) = F(s) . 
X(s) 

·(1.44) 

Valoarea inversă a impedanţei generalizate poartă denumirea de admi
tanţă generalizată a sistemului, adică 

1 X(s) 
Y(s)=-=-, 

Z(s) F(s) 
( 1. 45) 
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unde 

F(s) = .,/.!, f.((tf = \,., e-''f(t) dt, 
•O 

X(s) = .J.!, [x(t[ =f e- s1 x(t) dt 

reprezintă transformatele Laplace corespunzătoare funcţiei de excitaţie /(t) 
şi funcţiei răspunsului x(t). 

În general, relaţia de legătură dintre X(s) şi Y(s) se mai numeşte imi'tanţă 
gcnerali'::ată a sistnnului care, după cum s-a arătat poate deveni impedanţă 
sau admitanţă generalizată. 

Prin funcţfr d;:, transfer a unui sistem dinamic cu n GLD se defineşte 
raportul dintre transformata Laplace a răspunsului pe direcţia GLD i·, datorat 
unei excitaţii aplicate pe direcţia GLD k, şi transformata Laplace a acestei 
excitaţii. Deci 

(1.46, a) 

Funcţia de transfer se mai numeşte şi funcţie a sistemului· sau funcţie 
pondere şi coincide cu definiţia dată admitanţei generalizate (1.45). Gradele 
de libertate dinamică i şi k sînt identice cu coordonatele dinamice ale sis
temului. 

Se constată că funcţia de transfer are calitativ o semnifcaţie identică 
cu cca dată coeficienţilor de flexibilitate (cu caracter static), denumiţi şi 
admitanţe mecanice (aşa cum rezultă din § 1.5.3). în conformitate cu relaţia 
( l. 46, a), funcţia de transfer Hu:(s) reprezintă amplitudinea complexă a 
răspunsului pe direcţia coordonatei i, cînd o acţiune complexă egală cu uni
tatea se aplică pe direcţia coordonatei k. Totalitatea funcţiilor de transfer 
de forma (1.45) definesc matricea de transfer, numită şi matrice pondere. 
O analogie similară există între impedanţa complexă generalizată şi coefi
cienţii de rigiditate (în sens static) ai sistemului. 

În cazul unui sistem cu l GLD, expresia (1.45) devine: 

H(s) = .,/.!, [x(t)] = X(s) , 
.,/.!, U(t)J F(s) 

(1,46, b) 

rezultind expresia răspunsului complex sub forma: 

X(s) = H(s) · F(s). ( 1.47) 

Deci cunoscînd transformata Laplace a excitaţiei (acţiunii; şi funcţia 
de transfer a sistemului dinamic, se poate determina transformata Laplace 
a răspunsului prin intermediul relaţiei (1.47). 

Răspunsul si·stemului· în domeniul timp (adică răspunsul original) se deter~ 
mină aplicînd teorema de convoluţie (1.36) 

x(t) = P-1[X(s)J = P-1[H(s) · F(s)J = lz(t) * f(t), 
sau 

x(t) = \1 h(,)f(t - ,) d-: = \1 f('r) lz(t - -;-) <l,, 
„ o .,,o 

( 1. 48) 

unde h(t) reprezintă transformata inversă a funcţiei de transfer, adică funcţia 
de transfer (sau funcţia pondere) în domeniul timp: 

h(t) = ..e-1[H(s)]. (1.49) 
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Relaţia dintre excitaţie şi răspuns (input-output) se poate exprima în 
domeniul complex al pulsaţiei utilizînd şi transformata Founer. În mod analog 
se va obţine 

X(jw) = H(jw) · F(jw), ( 1.50) 

unde 

X(jw)=\+oc e-Jw1x(t)d! 
.. --cc 

este transformata Fourier a răspunsului sau 
spectrul Fourier al răspunsului; 

F(jw) = \+"' e--i<01f(t) dl 
.. -rr. 

transformata Fourier a excitaţiei sau 
spectrul Fourier al excitaţiei; 

H(jw) = \+o: e-i<01 /z(t) dt funcţia de transfer exprimată în do
meniul complex al frecwnţei (pulsaţiei). .. -cc 

Ca în cazul precedent, râspunsul sistemului în domeniul timpului se 
obţine prin intermediul teoremei de convoluţie (1.42): 

x(t) = _l_(+co X(jw) cioit de.) =---1=-(+o: H(jc.))F(J<,i) cio,t dc.i, (1.51) 
2r: J_ 00 2„ J_,, 

si deci în final relaţia (1.48), în care funcţiile din interiorul integralei au scmni
ficatia de transformate inverse Fourier. 

După cum se va vedea în aplicaţiil~ din. capitolul 2, ft_mcţia d~ tr~nsf?r 
este O caracteristică proprie a sistemulm osolant şi poate fi determmat'.1- prm 
calcul. De aceea, aplicarea relaţiei fundamentale (1.4~). pentru„dctermmai:ea 
răspunsului sistemului la o excitaţie dată f(t), necesită opcraţn matematice 
destul de accesibile. 

în figura 1.29 sînt prezentate diagramele bloc care gU\-ernează relaţia 
excitaţi'e-răspuns în forma analizată anterior. 

TRANSFORMATA 
LAPLA.CE 

A EXCITAŢIEI 
F (s) 

TRANSFORMATA 
FOURIER 

A EXCITAŢIEI 
F(jwl 

EXCITAŢIA 

IN DOMENIUL .. t " 
f (t) 

FUNCŢIA DE TRANSFER 

ÎN DOMENIUL „ s 

H (sl 

FUNCŢIA DE TRANSFER 
ÎN OOMENIUL „ jw „ 

H(jw) 

FUNCŢIA DE TRANSFER 
ÎN DOMENIUL „ t „ 

h (t l 

Fig. 1.29 

I TRANSFORMATA 
. LAPLACE 
I A RĂSPUNSULUI 
· X(s) 

i TRANSFORMATA 
! FOURIER 
I A RĂSPUNSJLUI 

X(JW) 

; RĂSPUNSUL 
riN DOMENIUL .t" 

,(t) 

61 



1.10. RĂSPUNSUL IMPULSULUI. IMPULS UNITAR DIRAC. 
RĂSPUNSUL UNUI SISTEM LA O EXCITAŢIE DE TIP 
IMPULS UNITATE 

Impulsul unitar de tip Dirac (fig. 1.30), numit şi funcţia delta, se defineşte 
analitic astfel 

pentru 

iar 

\
00 o(t- t0)dt = I, 

• o 

( 1.52) 

avînd proprietatea 

\"'o(t - t0) ?(t)dt = ?(t), 
•O 

( 1.53) 

unde ?(t) este o funcţie oarecare de timp. 
Se consideră impulsul unitar Dirac ca excitaţie exterioară asupra unui 

sistem oscilant cu 1 GLD, iar pentru detem1inarea răspunsului se aplică relaţia 
(1.471, adică 

X(s) = H(s). F(s), 

unde 

F(s) = .P. [o(t - t 0)] = ~00 e-'1 o(t - t 0 ) dl. 
•O 

Co:1.form proprietăţii ( 1.53), rezultă 

F(s) = e-'1 • = I, 
:o 

( 1.54) 

prccu:n şi următoarea egalitate, valabilă numai pentru excitaţia considerată: 

x•(s) = H(s). ( 1.55) 

Rdaţia ( 1.55) permite să se tragă următoarea concluzie: transformata 
Laplace a răspunsului impulsului funcţiei delta (1·mpuls unitar Dirac) este 
egalâ cu tra11sformata La place a funcţiei de tra11sfer. Acest rezultat este de 

importanţă deosebită în analiza răspunsului o ( t - t0 ) sistemelor dinamice la acţiunea şocurilor şi 
perturbaţiilor tranzitorii. El permite defini-

1 rea funcţiei de transfer în domeniul timpu-
dt lui h{t) ca fiind răspunsul sistemului x•(t) 

la un impuls unitar, numit şi răspunsul 
i'mpulsului. 

t 

Fig. 1.30 
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În baza relaţiilor (1.49) şi (1.55) se poate 
scrie deci 

h(t) = z 1:H(s): = .P.- 1:s•(s)] = x•(t), (1.56) 

unde 

H(s) = x•(s) = \ 00 e-•11i(t)dt. 
•O 

IMPULS DIRAC 
o(t-t.l 

FUNCŢIA SISTEMULt./! 
h (t) -

Fig. 1.31 

RĂSPUNSUL. 
IMPULSULUI 
x"(t)=h(t) 

În mod analog se exprimă funcţia li(t) prin intermediul transformatei 
Fourier 

lz(t) = - H(jw) eJwl de,)= - x·uw) e:wt d<,) = x'(t), 1 ~+cc . 1 ~+oo 

2-rc -ere 2,. -oo 
(1.58) 

unde 
r+oo 

H(jw) = X'(jw) = J_
00 

e-iw1h(t) dt. ( 1.59) 

Aceleaşi rezultate se obţin dacă se aplică direct integrala de convoluţie. 
~eoarect:. funcţia h(~) este nulă_ pentru t < O, limita inferioară a integralelor 
dm relaţule (1.58) ş1 (1.59) devme egală cu zero. 

Diagrama bloc corespunzătoare răspunsului la un impuls unitar este dată 
în figura 1.31. 

1.11. RĂSPUNSUL UNUI SISTEM CU 1 GLD LA O EXCITAŢIE f(t). 
UTILIZAREA INTEGRALEI DE CONVOLUTIE. 
INTEGRALA DUHAMEL DE SUPERPOZIŢIE 

Rezultatele obţinute în § 1.10 permit determinarea răspunsului unui 
sistem dinamic liniar cu l GLD la o excitaţie oarecare, determinată în inter
valul t;,: O (fig. 1.32). 

f(t) x(t} 

T 
f (O) 

o 
z~z 

11------t-

t 

Fig. 1.32 
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Considerînd impulsul elementar f(-r)d-r aplicat sistemului la timpul t = :• 
bazaţi pe relaţiile (1.56) sau (1.58) răspunsul elementar va avea expresia 

dx(t - -:-) = [h(t - -r)] · 1/(-r) d-r]. 

Presupunînd excitaţia j(t) ca rezultată din superpoziţia :1nor impul5:1ri el~
mentare de forma j(·:-)d-:- (fig. 1.32), răspunsul sistemului. se _determină f1~ 
folosind principiul superpoziţiei, fie integrala de convoluţie ŞI teorema Im 
Borel. 

Astfel, pentru răspunsul sistemului se obţin următoarele relaţii: 
- utilizînd transformata Laplace 

x(t) = 1,(t) * j(t) = \1 
/(-:-) lz(t- -:-) d--: = J2-1[H(s) · F(s)J; (1.60) 

•O 

- utilizînd transformata Fouricr 

x(t) = Jz(t) * f(t) = \1 f(-;) lz(t - ,) d-:- = _l_(+oo H(jw) F(jw) e-Jwt dw. ( 1.61) 
• 0 21t J_oo 

Explicitarea funcţiei h(t) şi a inte~r~l~lor de c_onvoluţ_ie pentru si_stemele 
oscilante caracterizate prin masă m, ng1d1tate k ş1 amortiza:e c __ (v. ~1g. 1.1), 
pune în evidenţă cunoscuta integrală a lui J?,u.~amel. În aJ>hcaţnle„din. c~p~~ 
tolul 2, precum şi în partea a doua a lucram ~onsacrata acţmnn. m1şcai:11 
seismice, va fi relevată importanţa pe care o are mtegrala Duhamel m teona 
vibraţiilor şi şocurilor. 

Schema bloc a răspunsului sistemului la o excitaţie j(t) a fost prezentată 
în figura 1.29. 

1.12. RĂSPUNSUL UNUI SISTEM CU 1 GLD LA O EXCITAŢIE 
ARMONICĂ 

Se admite că asupra unui sistem dinamic (1 GLD) cu comportare lin;ară 
se aplică o excitaţie armonică de forma: 

j(t) = Xo eiOt' (1.62) 

definită pc un interni de timp infinit, în sensul axei pozit_ive (t ~ O). . 
.-\ plicind integrala de convoluţie ( 1. 48), rezultă expresia răspunsulm 

stantaneu sub forma: 

in-

x(t) = \ 00 x0 ei611- 0 l Iz(-:-) d-:- = x0 ei61 \"' e-i60 lz(--:) d-:-. 
„ o • o 

Adnd în vedere relaţia (1.59), expresia (1.63) devine: 

x(t) = x0 ei61 H(j0) = /(t) H(j0), 

(1.63) 

( 1.6'1) 

unde 0 = 2-;;/ reprezintă pulsaţia excitaţiei armonice. 
Din relaţia ( 1.64) se constată că la o excitaţie _de_ t_ip armoni~, răspunsu~ 

sistemului menţine, din punctul de vedere al vanaţ1e1 mate1!1at1ce, acel~aş1 
caracteristici armonice. in acest caz, funcţia de tn_i.nsfer devm_e o funcţie a 
sistemului deoarece, aşa cum se va demonstra în capitolul 2, depmde de carac
teristicile sistemului. 
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ACŢIUNE 

PERIODIC 

OARECARE 

® 
SISTEM 

Dl NAM IC 
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• lnertial , 

• Disipativ 
• Elastic 

(m,c,k) 

Fig. 1..13 

® I îl p RĂSPUNS 

ARMONIC 

OARECARE 

Rezultă deci, dt la o excitaţie armonicft de pulsaţie O, răspunsul unui 
sistem liniar va fi o funcţie tot armonică de aceeaşi intensitate. Prin extensie 
se poate trage concluzia că variaţia răspunsului, în cazul sistemelor cu com
portare liniară, conservă caracteristicile funcţiei excitaţiei (fig. 1.33). Astfel, 
dad funcţiile de intrare în sistem sînt periodice (care se pot dezvolta într-o 
scrie com·crgcntă Fourier) sau dacrt sînt oarecare de scurtă durat;:i (periodici
zabilc pe durata aplicării acţiunii), această constatare îşi menţine v;tlabili
tatea. în general conţinutul de fren·cnţe al semnalului de ieşire este iclcntic 
cu continutul de frecvente al semnalului de intrare; sistemul din-amic avînd 
rolul u;rni filtru care amplifică sau atenuează anumite componente, în funcţie 
de frecvenţele componentelor şi frecvenţa proprie a sistemului cu l c; LI) 
(sau fren·cnţelc proprii în cazul sistemelor cu 11 GLD). 

1.13. CELE TREI ASPECTE FUNDAMENTALE 
ALE DINAMICII STRUCTURILOR 

Din exprimarea · corelaţiei dintre excitaţie şi răspuns, pri1i intcnmdiul 
impedanţei sau admitanţei sistemului, precum şi din caracterizarea funcţiei 
de transfer cu ajutorul răspunsului impulsului lz(t), rczuW't urm;itoarek trei 
aspecte fundamentale de studiu în dinamica structurilor. 

1.13.1. Analiza 

Prin analiza unui sistem dinamic liniar se înţelege determinarea caracteristi
cilor de răspuns în cazul cînd se cunosc excitaţia şi /1111cţia sistemului, fie în 
domeniul real al timpului(!), fie în domeniul imaginii sau frecvenţei (s, }<•>). 
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ln această situaţie se consideră cunoscu te: 

- excitaţia: 
f(t), F(s) sau F(jw), 

- funcţia sistemulu1:: 
h(t). H(s) sau H(jw), 

şi rezultă: 

- răspunsul: 
x(t), X(s) sau X(j,u). 

Acest mod de a aborda problema este uzual în calculul şi comportarea struc
turilor la acţiuni dinamice reprezentînd un criteriu de ,,erzficare. 

1.13.2. Sinteza 

Studiul de sinteză al unui sistem dinamic liniar reprezintă modul cel mai 
complex de a trata o problemă de dinamică. În acest caz se pune problema 
determinării funcţiei sistemulid, adică a caracteristicilor fizice ale acestuia, 
bazaţi pe cunoaşterea prealabilă a excitaft"ei şi a răspunsului. 

Se cunosc deci: 

- excitaţia: 

f(t), F(s) sau F(jw), 

- răspunsul: 

x(t), X(s) sau X(jw), 

şi se obţine 

- funcţ1·a sz'stemului: 
h(t), H(s) sau H(jw). 

Operaţia de sinteză stă la baza proiectări'i optime a unei structuri cînd se ia 
ca bază mărimea unui răspuns aşteptat, stabilit în baza condiţiilor de rezistenţă 
si stabilitate. Sinteza reprezintă conceptul modern de studiu, mai ales în cazul 
~xcitaţiilor aleatoare, fiind combinată cu analiza probabilistică a rezultatelor 
ce se obţin. Acest aspect al dinamicii liniare permite identificarea caracteri·sti
cilor fizi'co-m%anice şi d1'namice ale structurilor. 

1.13.3. Identificarea excitaţiei. Instrumente 

Dacă se cunosc caracteristicile fizice şi dinamice de definire ale sistemu!ui 
şi răspunsul acestuia, sistemul dinamic devine un instrument care permite 
determinarea sursei de excitaţie. în acest caz se presupun cunoscute 

- funcţia sistemului: 

- răspunsul: 

urmînd a se determina: 

--, excitaţia 
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h(t), H(s) sau H(iw), 

x(t), X(s) sau X(jw), 

f(t), F(s) sau F(jw). 

: Acest __ aspcctv al prob~e~e~ stă la baza ~onstrucţiei, calibr:ării şi utilizării 
a para turu de masurat m1şcan produse de d1nrsc surse de excitaţie cum ar fi: 
maşini neechilibrate, acţiunea seismică, acţiunea vîntului, explozii etc. Toate 
instrumentele au parametrii fizici bine precizaţi, caractcrizînd sisteme osci
lante ale căror funcţii de transfer se cunosc prin concepţie si destinaţie. De 
o?ic~i, răspun~ul sistem~lui ~e în:egistrează _direct sau indire~t prin interme
d1~l mtegratorilor cuplaţi la m:eg1strare gra_f1că sau numerică (instrumentală). 
Prm prelucrarea datelor experimentale obţmute se poate identifica excitatia 
reală la care este supus instrumentul. În acest sens, un exemplu conc;et 
îl consti~u_i~ instr1:men!clev s_~is1;1icc. (seismometrele şi accelerometrele), care 
dau. pos1b1htatea mreg1strarn, m diverse puncte ale suprafeţei pămîntului 
şi pc anumite direcţii, a componentelor mişcării produse de cutronure. 

În tabelul 1.5 sînt sintetizate cele trei aspecte fundamentale ale dinamicii 
st_ructurilor prezentate şi interpretate în acest paragraf. 

ASPECTUL 
PROBLEMEI 

Analiza 

TABELUL 1.5 

_____ s_E_c_u_N_o_s_c ____ , SE l>I,11:RMINA 

I IN DOMENIUL I IN DO~!E:S:IUL 

PARA:IIETRII I I s \ IPARAME1RUL I , 
jc.,) l l $ I JW 

I ' I ,!_ ,,I ,_E_x_ci_ta--'-ţ_ia __ ,...:f...:.(t...:.)_ I .F(s) .F(Jw) 
Funcţia 1-- -- Răspunsul I x(I) i X(s) X(j,0)! 

________ 1_,_is_te_n_1,_1l_u_i _,l!J!J__ / H(s) H(ic,,) -----1-J ____ _ 
Excitaţia f(I) i F(,) FU<·>) I Fenctia : I Sinteza 

(Identificarea 
sistemului) ,-----'----- _R_' ă_s_p_un_s_u_l _, -.,-·(/_)_ -.\'.-'-(s-) r-.,--(-;G-,) [ _s_is_t,_·n-~u_I_u_i _,I._"(:~ I H (s) H (Jw) : 

_;;'_i~_·:;,_~_;L_'\_u_i _ 1 __ h..:..(I.:..)_ H(s) I HI),,,) l Excitaţia /(1) i F(s) F(j,,,) [ 
Instrun1ente 
(Identificarea 
excitaţiei) 

.r(I) t X(s) i X(Ju,) i I Răspunsul 

1.14. METODE ANALITICE DE OPERARE ÎN DINAMICA 
STRUCTURILOR 

Ecuaţiile generale de condiţie, care gunrncază dinamirn structurilor, sc 
bazează pc principiile mecanicii solidelor rig:dc si mecanicii corpurilor defor
mabile. lntrucît în dinamica structurik>r 11ecun~scutele nu d(pind de meto
dele de operare, aşa cum rezultă în statica structurilor, alq.;crea căilor cc 
~rrnează a fi abordate reprezintă, în general, o probltmă de opţiune. Decizia 
fmală depinde totuşi de simplificările ce intervin în f01mularca analitică a 
ecuaţiilor de mişcare, precum şi de uşurinţa rezohării acestora, în directă 
depe1:denţă cu particularităţile structurilor examinate. Acest fapt depinde 
în pnmul rînd de pregătirea profesională, precum si de abilitatea tehnică a 
analistului. ' 

Mecanica analitică fumizează multiple direcţii de operare prin folosirea 
următoarelor posibilităţi: principiul lui d'Afrmbert, ecuaţiile lui Lagrange de 
speţa a doua: pri1~c1piul lui Hamilton şi principiul lucrului mecanic virtual 
(sau deplasărilor virtuale). 

Prin extensie, dacă se utilizează metodele mecanicii corpurilor (mediilor) 
deformabile, se pot formula condiţiile de echilibru dinamic, exprimate pe 
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poziţia deformată instantanee, asociate principiului lui d'Alembert (condiţii 
cu caracter cinetostatic). Acest mod de formulare analitică a ecuaţiilor de 
condiţie este mai accesibil inginerilor structurişti, deoarece există o simili
tudine calitativă cu metodele de operare din statica structurilor. De altfel, 
indiferent de metoda adoptată, formulrtrile finale ce se obţin vor fi identice, 
tocmai datoritrt caracterului unitar al dinamicii structurilor. Aplicînd acest 
ultim procedeu de operare, ecuaţiile de mişcare se obţin prin exprimarea 
următoarelor condiţii: 

- condiJi'a de echilibru dinamic 1·11sta11ta11eu, ex1,rimată în raport cu poziţia 
de echilibru static al sistemului; 

- condiţia de compatibilitate a deplasărilor dinamice instantanee (deplasări 
generalizate compatibile cu legăturile). 

Dacft mişcarea unui sistem dinamic discret este descrisă numai prin trans
laţii, forţele care intervin în ecuaţiile generale de condiţie, în orice secvenţă 
a mişcrtrii sînt de două categorii şi anume: 

- forţele active (care întreţin mişcarea) constituite din forţele perturba
toare exterioare F(t) şi forţele de inerţie F;(t) generate de masele în mişcare; 

- for/ele pasive (care se opun mişcării - forţe rezistente) generate de 
caracteristicile clastice F,(t) şi disipative (de amortizare) .f~(t). 

În afara acţiunilor exterioare, toate celelalte forţe depind direct de carac; 
teristicile de definire ale sistemelor dinamice. De aceea aceste forţe se pot 
considera ca forţe ale s1:stemuzm· di11amfr. 

În timpul mişcării unui sistem discret cu 11GLD, pc direcţia coordonatelor 
dinamice j = 1, 2, ... ll, ... , n se produc deplasări, viteze şi acceleraţii instan
tanee, totalitatea acestora definind Ycctorii răspunsului exprimat în ţnărimi 
cinematice: 

X1(t) ;:i:i I x 1(1) 

X2(t) i2(t) 

{x(t)}._ l = X1(t) {x(f)}.,_ I = x,(t) . {i(f)},,. l = i1(t) 

Xk(f) ~k~t~ I xt(t> 

x„(t) tl, 1 X.,(f) J 11.I x.(t). ,i, l 

Analiza referindu-se la sisteme di"scretc, în mi~care de translafi"e, cu com
portare hniară şi complet definite din punctul de vedere al caracteristicilor 
de modelare, forţele specifice fiecărei secvenţe a mişcării vor avea exprcsiilc: 

F,.(t) · reprezintă forţele exterioare care acţionează pc direcţia 
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coordonatelor specifice h = 1, 2, ... 111, coordo
nate diferite, în general, de cele dinamice dar 
care pot coincide parţial sau total ; 

F;. 1 (t) = - E m1tii.(t) - forţele de inerţie; 
k,, l 

. ,1t . • 

FJ. a (i) . = 'E Citi (t) - forţele de amortizare vîscoasă instantanee; 
k--- I 

- forţele clastice in~tantanee (j = I, 2, ... , k, ... 11). 

Totalitatea forţelor care intervin în condiţiile de miscarc ddinesc urm;t-
torii vectori : ' 

{F(t)},., 1 , acţiunile exterioare în coordonatele m, 

{F;(i)}n.1 = - [MJ,,,,.{i{l)}n,1• 

{F,,(t)},,, 1 = [CJ,., ,,{i(t)},._ 1, 

{F,(t)},,, 1 = [KJ,, . • {x(t)},,, 1 = [RJ,,, .{x(t)},,, 1 

(l„65) 

( l.66) 

(1.67) 

. l\fa!r~c~le care, intervin în aceste ~el.a ţii, de inerţie [J/J, de arp-ortizare [CJ 
ş1 de ng1d1tate [I\.]= [RJ au fost dcfm1te în § 1.5.1, l.5.2 şi 1..5.3. 

Deplasările dinamice instantanee, avînd caracter clastic, se pot exprima 
şi prin intermediul matricci de flexibilitate astfel: 

{x(t)},,_ 1 = [DJ.,,,{l•:(t)},,_ 1 • 

Dad se compară relaţiile (1.67) şi (1.68) rezultrt 

[DJ,,,,,[RJ •. ,. = [RJ.,,,,[DJ •. ,, = [I],,_,, 

( l.68) 

( l.69) 

unde s-a notat cu [IJ,., n matricea unitară sau i"dcnhcii de ordinul (n, 11) care 
este o matrice diagonală cu toate clementele egale cu unitatea. 

Relaţia (1.69) este fundamcntairt în analiza dinamică a strucţurilor în
trucît arată d't cele două matrice sînt inverse. Într-adev;ir rezultă proprietrtţik: 

[DJ,.,n = [RJ,~,1... · [RJ,,,n = ~DJ;::~.. (1.70) 

care sînt posibile numai cla.torită faptului că amîndouă matricele sînt expri
mate în raport cu un sistem unic de coordonate, aşa cum sînt coordonatele 
dinamice. Gn corespondent direct în statica structurilor nu poate fi obţinut 
datoritrl faptului di sistemul de coordonate statice depinde de metoda spe
cifică de rezolvare, aşa cum s-a mai arătat în§ 1.5.1. In situaţia cînd una dintre 
matricelc [DJ sau [RJ este mai dificil de generat direct, relaţiile (1.70) dau 
posibilitatea să se obţină una din matrice în funcţie de cealaltrt: 

Revenind la ecuaţiile de mişcare, acestea pot fi exprin1atc în raport 
cu forţele sau cu deplasările instantanee, aşa cum se procedează si în mecanica 
corpului deformabil. ' 

Dad"'t se scriu ecuaţiile dr mişcare prin intrrmediul forţelot; se exprimI 
<le fapt condiţia de cclizhbm din.antic instantaneu pc direcţia GLL), .iar forţele 
clastice vor fi guvernate de matricea de rigiditate. Ik aceea aceastfl metodă 
de operare se numeşte metoda matrice1· de rigiditate dinamicii (1\fMRD) sau 
metoda deplasărilor di11amicc (i\IDD) - instantanee. Aplicînd accast1't metodă 
se obţine: · 

-F,. 1{i) + FJ. a(t) + Fi. ,(t) = F;, h(t) 

(j = 1, 2, ... 11 şi li= 1, 2, .... 111). 

(1.71) 

Dacă se substituie relaţiile (1.65), {l.66) şi (1.67), sistemul de ecuaţii 
(1.71) va avea forma matriceală: 

(Forţe pasive) = (Forţe active), 

{Fa(t)}n.1 + {F,(t)}n. l = {F,(f)}u, 1 + [DJn . .,,{F(t)},., 1, 

sau 
- {F,(t)}4 , 1 + {F4 (/)}.,, 1 + {F,(t)},., 1 = [DJ •. m{F(t)},,..1, ,, , • 
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şi deci 

[MJ .... {x(t)}n, 1+[CJn.n{.i(t)} •. 1+[RJn.n{x(t)} = [}tJ •. m{F(t)}m,t = {O}. (1.72) 

în care [.1] •. ,. are semnificaţia unei „matrt"ce de transfer", cu coeficienţi adi
mensio:iali, care transferă efoctul ai:ţiunilor din coordonatele acţiunilor m, 
în coordonatele dinamice n. Semnul forţelor de inerţie a rezultat în conformi
tate cu semnificaţia dată în mecanica analitică. 

Dacă se exprimă condiţia de co:npatibilitate a deplasărilor dinamice instan
tanee (în raport cu poziţia de echilibru static), se obţin ecuaţiile de mişcare 
în care forţele elastice vor fi exprimate prin intermediul matricei de flexibili
tate. În consecinţă, această metodă de operare se va numi metoda matricei 
de flexibihtate dinamică (MMFD) sau metoda forţelor dinamice (MFD) - in
stantanee. Rezultă deci: 

(1.73) 

unde [.Dj._ m este de data ai::easta o matrice de flexibilitate exprimată în 
coordona te mixte, corespunzătoare G LD n şi acţiunilor m, a vînd însă . tot 
semnificaţia unei matrice de transfer: 

Tinînd seama de proprietăţile exprimate prin relaţiile (1.69) şi (1.70), 
ecuaţia de mişcare (l.73) se poate obţine direct din ecuaţia (1.72) în urma 
premultiplicării acesteia cu matricea [ DJ,., ,.. În urma acestei operaţii rezultă 

[D]n,m = [D],.,,. [RJn,m• (1.74) 

ceea ce arată că cele două metode de operare sînt „inverse". 
Se menţionează faptul că este mai avantajos să se exprime coeficienţii 

matricelor [RJn.n şi [RJn, m ca reacţiuni, ceea ce presupune admiterea unui 
sistem de bază dinamic (SBD), conform § 1.5.3. 

Întrucît s-a considerat că sistemele dina:nice analizate au o comportare 
liniară, pentru obţinerea ecuaţiilor de mişcare s-au aplicat simultan princij>iul 
pro porţiona/,ităţii şi principiul superpoziţiei. 

În general, în dinamica structurilor rezolvările se fac în funcţie de variaţia 
deplasărilor pe direcţia GLD, care pot furniza toate celelalte mărimi derivate, 
adică \·ariaţia vitezelor, acceleraţiilor, forţelor de inerţie suplimentare, ener
giilor. eforturilor secţionale, tensiunilor şi deformaţiilor. În acest sens, cu
noscînd variaţia deplasărilor fostantanee, se poate· evalua energia de defor
maţie înmagazinată prin lucrul mecanic dat de forţele elastice în timpul unui 
ciclu de deformare: · 

1 11 

Ed(t) = Le(t) = - E F1. ,(t) x,(t) 
. . 2 j=l .· 

sau în formă matriceală: 

E4 (t) = _!_ {Fe(t}f {x(t)} = _!_ {x(t)f {F,(t)}, 
2 2 

( 1.75) 

unde semnul T arată operaţia de transpunere a matricei coloană, devenind 
astfel matrice linie. · 
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Dacă se au în vedere relaţiile (1.67) şi (1.68), expresia (1.75) devine 

1 1 
Eit) = 2 {F,(t)f[DJ {F,(t)} = 2 {x(t)f[R]{x(t)}, (1.76) 

întrucît produsul scalar (1.75), prin care se exprimă energia de deformaţie, 
este comutativ. 

în legătură cu proprietatea globală descrisă de relaţia (1.69) se va face 
o observaţie importantă, pornind de la următoarea exprimare (v. § 1.5.3): 

[D] [R] = [{3}i{3}z ... {3}d3Jt ... {o}.J [{k}i{k} 2 ... {k}J{k}k ... {k}.J = [I] (1.77) 

în care 
-1 

ZERO 
I 

[J] = 

ZERO 
1_., li 

Prin identificare, din relaţia (1.77) rezultă proprietatea de ortogonalitate 
a vectori'/or elastfri, exprimaţi prin nctorii coeficienţilor de flexibilitate şi 

vectorii coeficienţilor de rigiditate, astfel 

" { 1 cînd i = k 
{S}Ţ {kL = {k}[ {SL = [; Siijk = o ,-1 cînd i ,f:. k 

(1.78) 

În fi~alul acestei s1:1ccinte prezentări a metodelor de operare în dinamica 
s!r~ctunlor (care v~r. fi dezv?l_tate _pe parcu~sul lucrării), se subliniază faptul 
ca m toate formulanlc analitice ş1 rezolvările corespunzătoare sînt necesare 

C A T E G O R 11 O E VI BRATII 

6 ♦ 

L I B E R E F( t l = O J FORŢATE F(tJ:ţ0 

/condiţii iPiŢiaie/ /acţiuni directe/ 

• ~ Ţ ♦ 
FĂRĂ cu FĂRĂ cu 

AM ORTIZ. AM ORTIZ. AM ORTIZ. AMORTIZ. 
v = o v to ~=O v * o 

RĂSPUNS LIBER RĂSPUNS FORŢAT 
tranzitoriu tranzit/ permanent 

~ ! 
e VIBRAŢII PROPRII • RĂSPUNS TOTAL 
• IDENTIFICARE SISTEM •RĂSPUNS MODAL I 

Fig. 1.3•1 
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PROIECTAREA STRUCTURILOR 
ÎN CONCEPT DINAMIC 

• ♦ t 
ACTIUN I EXT. CONDIŢII LOCALE MATERIALE 
( REALE SAU DE TEREN (TE·H NO LOG 11) 

SIMULATE l 
I I 

t .... 

CONCEPT I NI ŢI A L 
( PREDIMENSIONAREJ 

+ 
DOMEN_IUL 

~ 
A NALIZÂ 

i,.--
DOMENIUL· 

ELASTIC PRELIMINARĂ POSTE LASTIC 

t 
PROPORŢIONARE 

ELEMENTE SECTIUNI f4-- SI CON FIGURATIE ~ , . - CONEXIUNI STRUCTURALA 
t .. • CONFIGURAT IE A NA ll Z Ă DI N AMleĂ 

STRUCTURALĂ' FINALĂ FIN ALĂ (CONTROL) 

I I 

f 
lRITERII O PTI UNI - CRITERII - , ,_ 
TEHNICE DECIZIE ECONOMICE 

' DEFINITIVAREA SOLUTIE I 
STRUCTURII O E REZISTENTA , 

Fig. 1.35 

cunoştinţe de algebră liniară, algebră matriceală, teoria seriilor şi integralelor 
Fourier, calcul operaţional (transformatele Laplace şi Fourier), teoria func
ţiilor aleatoare, teoria ecuaţiilor diferenţiale ordinare, cu derivate parţiale sau 
integrale, metode numerice etc., în afara celor de teoria şi calculul structurilor 
la acţiuni statice. Este evident că dinamica structurilor, cu aplicaţii vaste 
în toate sectoarele de activitate din industria construcţiilor, este un domeniu 
-complex şi multilateral. 
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* * * 
ln cuprinsul capitolelor 2, 3 şi 4 se vor analiza categoriile de mişcări 

vibratorii ale sistemelor dinamice discrete, prezentate în schema din figura 
1.34. Se va insista în special asupra identificării caracteristicilor dinamice 
proprii, precum şi asupra evaluării răspunsului dinamic al structurilor produs 
de ac/itt11i cu aplicare directâ, generate în principal de surse cu caracter artificial. 

Obiectivul principal în dinamica structurilor constă în determinarea depla
sărilor instantanee, pe timpul istoric al aplicării acţiunilor, în funcţie de care 
S:! pot aprecia toate celelalte caracteristici ale răspunsului. Analiza şi sinteza 
sistemelor dinamice nu reprezintă totdeauna o operaţie directă care să conducă 
la elaborarea configuraţiei optime a structurii de rezistenţă, în condiţiile 

unor acţiuni dinamice particulare. Proiectarea în concept dinamic comportă 
mai multe cicluri de operaţii, cu revenire permanentă la cele anterioare, prin 
corecţii succesive aduse tuturor caracteristicilor care guvernează proprietă
ţile elastice şi dinamice structurale. în figura 1.35 sînt redate principalele 
etape cu privire la proiectarea structurilor de rezistenţă în concept dinamic. 

1.1 S. APLICAŢII 

Aplicaţia 1.15.1. Se consideră sistemul oscilant discret din figura 1.36 
care reprezintă modelul dinamic al unei structuri (de beton armat) dominant 
încovoiată. Dacă se admite ipoteza barelor inextensibile, sistemul va avea 
4. grade de libertate dinamică (4GLD), caracterizîndu-se prin inerţie de trans
laţie (coordonatele x1 şi x2) şi prin inerţie de rotaţie (coordonatele ·03 şi 04). 

Se vor determina matricele de jlexi·bilitate dinamică [D] şi de rigidi·tate di·11a
mică [R], care reprezintă caracteristicile clastice ale sistemului, întrudt guver-
nează proprietăţile de deformabilitate ale structurii reale. · 

Operaţiile numerice de calcul sînt specifice analizei statice a structurilor. 
Calculul coeficienţilor de flexibilitate se bazează pe definiţiile prezentate 
în § 1.5.3. Pentru calculul coeficienţilor de rigiditate se va introduce un sistem 
de bază dinamic (SBD) în care deplasările pe direcţia GLD sînt blocate. 
Din punctul de vedere al analizei numerice, SBD reprezintă un sistem ope
raţional care permite determinarea coeficienţilor de rigiditate definiţi ca reac
ţiuni în blocajele GLD. Cele două matrice vor rezulta partiţionate, în funcţie 
de natura coordonatelor (deplasări liniare sau deplasări unghiulare), în raport 
cu care se exprimă coeficienţii de flexibilitate sau rigiditate. !n acest sens, 
rezultă: 

1n care, coeficienţii submatricelor se vor exprima dimensional astfel: 
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În urma operaţiilor numerice au rezultat următoarele for:ne finale pentru: 

- matricea de flexibilitate dinamică 

7,6703 
2,6294 

2,6289 • 
8,4922 

1,1685 
1,3147 

-0,1460 
0,2311 1 

[D]=
EI 

················ .. ··············-···· ................. - .. ··--··-··--·-······ 
1, 1685 

-0,1460 
1,3147 j 0,5844 
0,2311 [ -0,0729 

- matri'cea de rigiditate d·inamică 

-0,0729 
0,3385 

Ambele matrice au fost obţinute prin analize numerice independentr. 
: Confirmarea valabilităţii rezultatelor obţinute o reprezintă verificarea 
1 condiţiei 

[D] [R] = [I]. 

întrucît numărul zecimalelor a fost în mod deliberat restrîns la patru. 
· erorile sînt situate sub 10-4 _ Valorile numerice conţinute în [D] şi [RJ rezultă 
; exprimate în dimensiuni de lungime (metri) la diverse puteri. 

Aplicaţia 1.15.2. ~e va dezvolta în serie Fourier acţiunea exterioară 
' F(t) definită prin funcţia periodică reprezentată în tabelul 1.6. ln conformitate 
: cu tabelul 1.2, funcţia F(t) se dezvoltă într-o serie impară de forma: 

4F0 " l . 0 ~ b . e " . 2n1t F(t)=-- L.t -smnt= L.t nsmnt= L.t b sm--t 
1t' n=l,,,5 ... n 1'=1,3,S... n=i.3,5 ... n Ţ 

: deoar·~ce 0 = 21t/T . 

Coeficientul seriei va fi deci 

Dacă se reţin în mod succesiv numai primele patru componente ale seriei, 
· se poate constata gradul de evaluare a:funcţiei F(t) în fiecare etapă. Operaţiile 
• de· corecţie şi aproximare succesivă sînt prezentate în tabelul 1.6, în care 

! coeficienţii seriei au valorile: 

n=l, b1 =4F0/r: =l,273F0 ; 

'n = 3, b3 = 4F0/3r: = 0,424F0 ; 

n = 5, b5 = 4F0/5r: = 0,255F0 ; 

n = 7, b1 = 4F0/71r = 0,187F0 • 
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f(t) 

I 

n CORECTIE _L sin 2n1T t 
' nlT T 

1 

2 t 

0,424 

3 
H ST 0.255 °-?\--r..--l"\-7\--

o ,ssr=,.:.c,,cl.J~. 
• Fo 

t 

4 

TABELUL 1.6 

F(t) = L bn sin 2rn t 
n=1,3,S ... 

4 
bn = ---Fo 

njf 

~ 4 . 2kT t 
APROX.L... klf sm T 

1,3 ... 

-1 

1,104 

T 

T/4 

0,922 

t 

T/2 T 
--6--+---+-------.-----t 

T/4 

2 
DINAMICA SISTEMELOR CU UN SINGUR GRAD 
DE LIBERTATE 

Acest capitol este consacrat în întregime principalelor aspecte teoretice şi 
aplicative pc care le comportft dinamica sistemelor liniare cu un singur grad 
de libertate dinamică ( l G LD). Deşi în aplicaţiile practice această categoric 
de sisteme dinamice reprezintă un caz singular, existrt totuşi structuri cu confi
~,uraţii specifice, care se pot modela direct prin sisteme cu I GLD. ln unele 
situaţii particulare, în care efectele dinamice sînt evaluate în mod aproximativ, 
structurile reale se transformă, prin operaţii de echivalenţă corespunzfttoare, 
în sisteme oscilante cu 1 GLD, iar studiul acestora se poate considera eficient, 
în anumite limite de valabilitate. Aspectele fenomenologice rezultate din ana
liza sistemelor cu I G LD constituie cazul cel mai elementar de iniţiere în di
namica structurilor, întrucît fundamentează conceptele necesare abordării unor 
situaţii mai complexe care vor fi tratate în următoarele capitole ale lucrării. 

Un sistem oscilant cu I GLD, în mişcare de translaţie, reprezintă o asociere 
a celor trei caracteristici unice care definesc modelul dinamic: caractnistica 
inerţială (prin masa m}, caracteristica disipath:ă (prin coeficientul de amorti
zare \'Îscoasă liniară c) şi caracteristica dastică (prin coeficienţii de flexibili
tate 3 sau de rigiditate k). Modelarea sistemelor cu 1 GLD, precum şi des
crierea caracteristicilor de definire au fost expuse pc larg în capitolul 1. În 
figura 2.1 se prezintă modelul matematic al unui asemenea sistem pentru 
care coordonata dinamică x(t) caracterizeaz:t deplasarea de translaţie pe di
rectic orizontală. 

'în cazul structurilor formate din bare drepte dominant încovoiate (barele 
se consideră inextensibile) se vor neglija influenţa inerţiei de rotaţie (masele 

u(t: (' t~ X \.J 

6-
-mx 

' ' ' I 
I 
I 

-~--,.,~--J 

b 

a 

F(t) 

U(tl 

Fig. 2.1 

® 
SISTEM LINIAR 

m -~(t) 

c -F0 (t) 

k,S--Fe!tl 

C 

x(t) 

x1t; 

i<'( t) 
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se consideră punctuale) şi influenţa inerţiei axiale. Masa concentrată .(dis
cretă) provine din masa proprie a structurii reale, precum şi din cele adiţionale 
(corespunzătoare destinaţiei), conexiunile sistemului dinamic avînd deci numai 
funcţie elastică şi disipativă. 

Revenind la caracteristicile de definire ale sistemului cu 1 GLD se, rea
minteşte că amortizarea vîscoasă liniară (modelul Newton) generează forţe 
rezistente (de amortizare) proporţionale cu viteza, iar elasticitatea liniară a 
sistemului (modelul Hooke) generează forţe rezistente (elastice) proporţionale 
cu constanta elastică (a sau k). 

întrucît constantele elastice o şi k se definesc în raport cu coordonata 
dinamică x(t), rezultă (v. § 1.14) următoarea relaţie de legătură: · . 

ok= l sau o= k- 1, k = i-1, . ,(2,1) 
ceea ce pune în evidenţă că mărimile coeficienţilor de flexibilitate şi de rigidi
tate sînt inverse, proprietate specifică dinamicii structurilor, datorită particu
larităţii coordonatei (unice) faţă de care se exprimă. într-adevăr, coeficien
tul de flexibilitate o reprezintă deplasarea pe direcţia GLD cînd pe 1ceeaşi 
direcţie acţionează o forţă egală cu unitatea, iar coeficientul de rig· : .ate k 
reprezintă forţa care aplicată pe direcţia GLD produce o deplasare · ·g,1lă cu 
unitatea pe aceeaşi direcţie (v. fig. 2.4). . . . · · .. 

Cum s-a arătat în § 1.5, forţele „rezistente", deci care se opun mişcării 
sistemului dinamic (oscilant), care rezultă din asocierea unui element--disi
pativ (liniar vîscos) şi a unui element elastic (perfect liniar), definesc modelul 
Kelvin-\'oigt (fig. 2.1). 

Acţiunile care se manifestă asupra sistemului cu l GLD pot fi de două 
categorii şi anume: dfrecte (fig. 2.1, a) prin forţe exterioare F(t) şi 1,'ndirecte 
(fig. 2.1, b) prin mişcări transmise bazei de rezemare u(t). 

Ecuaţiile de condiţie, care guvernează mişcarea sistemului cu 1 GLD, Vor 
fi obţinute prin exprimarea echilibrului dinamic instantaneu, în acord cu prin
cipiile fundamentate în § 1.14. Se menţionează faptul că echilibrul dinamic 
se raportează la poziţia de echilibru static a sistemelor sub acţiunea încăr
cărilor gravitaţionale Q = mg (fig. 2.2). La exprimarea condiţiei de echilibru 
se vor avea în vedere facilităţile ce decurg din modelul liniar de comportare 
geometrică şi fizică a sistemului, şi anume aplicarea simultană a principiilor 
proporţionalităţii şi superpoziţiei. 

în cazul acţiunilor dirrcte F(t), forţele care participă la echîlîbnil dinam.ic 
instantaneu sînt următoarele (fig. 2.1, a): • , •. · 

- forţa de inerţie F,(t) = - mx(t), 
- forţa de amortizare F0 (t) = ci(t), 
- forţa elastică F,(t) = kx(t), 
- forţa perturbatoare F(t). 

m=Q/g 

Fig. 2.2 
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Ecuaţia de mişcare va avea deci forma (fig. 2.1, a): 
I 

-F,(t) + F~(t) + F,(t) = F(t). 

Prin înlocuirea forţelor care intervin, ecuaţia (2.2) dedne: 

mx(t) + cx(t) + kx(t) = F(t), 

(2.2) 

(2.3) 

ceea ce reprezintă o ecuaţie diferenţială ordinară, de ordinul II cu coeficienţi 
constanţi (m, c, k). 

În ve.derea tra~sformării într-o ecuaţie integrabilă, toţi termenii ecuaţiei 
(2.3) se 1mpart prm m, rezultînd: 

"( C '() k ( 1 ' X t) + - X t + - X t) = - F(t). 
m m m 

Introducînd notaţiile: 
C 

2~=-, 
1ll 

2 k (.,) =-, 
m 

ecuaţia de mişcare va avea forma finală: 

i(t) + 2,'.h(t) + ,,,2x(t) = ~ F(t). 
nt 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

Noile constante pe care le conţine ecuaţia (2.6), exprimate prin caracte
risticile de definire ale modelului dinamic cu ! GLD, au semnificaţii fizice 
precise. Astfel, ~ reprezintă un factor de amortizare, iar <,)-pulsaţia proprie 
(neinfluenţată de prezenţa amortizării) a sistemului oscilant. Dacă se ia în 
considerare relaţia (3.1) pulsaţia proprie (2.5) se poate exprima astfel: 

(.,)=V! =V~;- (2.7) 

În cazul acţiunilor indirecte tt(t), care se maniiestă asupra bazei de reze
mare sub forma unei mişcări transmise prin mediul de propagare (fig. 2.1, b), 
ecuaţia de mişcare rezultă: 

m[ii(t) -:- i(t)] + cx(t) + kx = O, 
sau 

mi(t) + ci(t) + k:x = - mii(t). 

Dacă se consideră forţa de inerţie -mii (t) = F(t) ca fiind o forţă perturba
toare aparentă (convenţională), această ecuaţie se confundă cu (2.3). Forma 
integrabilă devine 

x(t) + 2~.i(t) + w 2x(t) = - ii(t), (2.8) 

obţinîndu-se o ecuaţie formal identică cu (2.6). 
Acţiunile de tip indirect u(t), fiind specifice mişcărilor seismice, vor fi 

tratat.e mai pe larg în partea a II-a a acestei lucrări. 
Prin integrarea ecuaţiilor de mişcare (2.6) sau (2.8) se obţine răspunsul 

sistemului exprimat în deplasări, care reprezintă, din punct de vedere matema
tic soluţia generală a ecuaţiilor diferenţiale. 
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Soluţia generală (răspunsul total) se exprimă prin suma dintre soluţia 
ecuaţiei omogene şi o soluţie particulară care satisface întreaga ecuaţie (in
clusiv termenul din partea dreaptă). Soluţia ecuaţiei omogene, care reprezintă 
mişcarea liberă a sistemului deoarece F(t) = O, caracterizează răspunsul liber 
al sistemului şi se va nota cu xL(J). Soluţia particulară, care presupune 
permanenţa forţei perturbatoare asupra sistemului, reprezintă mişcarea for
ţată deoarece F(t) -,f O, şi va caracteriza răspunsul forţat al sistemului, 
fiind notat cu .tAt). în această situaţie, răspunsul total rezultă: 

x(t) = xL(t) + xp(t). (2. 9) 

Cele două tipuri de acţiuni (directe şi indirecte) sînt guvernate de diagrama 
bloc din figura 2.1, c. Se constată că în cazul acţiu11ilor directe răspunsul se 
exprimă prin 11uiri11ti absolute, iar în cazul acţiunilor indirecte prin mărimi 
rela#ve, ceea cc prezintă mare importanţă în analizele aplicath'c. 

In cuprinsul acestui capitol vor fi analizate, în general, vibraţiile libere 
(răspunsul liber) şi vibraţiile forţate (răspunsul forţat) al sistemelor cu 
1 GLD în diferite situaţii particulare.sau generale. S-a pus un accent deosebit 
asupra tratării unor aspecte semnificative printre care se menţionează: iden
tificarea caracteristicilor de definire ale sistemelor (pe cale. teoretică sau expe
rimentală), identificarea surselor generatoare de vibraţii, evaluarea răspunsului 
liber (pe baza condiţiilor iniţiale) şi a rlispunsuluiJorţat (tranzitoriu sau per-

. manent) în funcţie de specificul acţiunilor etc; · · . 
Noţiunile şi aspectele teoretice au fost astfel expuse încît să nu prezinte 

dificultăţi în priYinţa asimilării, fără însă să. se facă. concesii asupra rigur?: 
zităţii şi nivelului ştiinţific al prezentării şi nici· abuz în privinţa aparatului 
matematic utilizat. 

2.1. VIBRAŢII LIBERE. RĂSPUNS- LIBER. 
IDENTIFICAREA SISTEMULUI DINAMIC · 

· Vibraţiile libere ale unui sistem• dinamic .se prod11c în '.urma aplicării unei 
acţiuni iniţiale de scurtă durată (inl:puls, ŞQC etc;) .. Cu alte cuvii:ik, mişcarea 
rezultată se manifestă după ce cauza..carca,si::-os°';siit~~u;l diil,poziţ.i;l (19.'r<i1,Y.at.1s 
a încetat (fig. 2.3). Dacă sistemul oscilant este un" sistem c.onservativ,· vibra
ţiile libere ce se produc vor fi neamortizate (caz ipotetic), iar dacă sistemul 
oscilant nu este conservath·, vibraţiile libere se amortizează după un anulllit 
interval de timp care depinde de mărimea capacităţ.ii de amortizare. In 
§ 1.6 sînt descrise şi definite în amănunt .mişcările vibratorii pe care le poak 
a vca un sistem mecanic de tipul celor prezentate în figura 2.1. 

2.1.1. Vibraţii libere fără amortitare 

Forţele care particip1 la echilibrul dina.in,ic. instantaneu în .. cazul unui 
sistem oscilant care efectuează o vibraţie liberă sint 11r1,t1ătoarele: 

- forţa de inerţie F,(t) = - mii(t) ; 
- forţa elastică F,(t), = kx(t). . •.. . .. • .. . .. · . •· . .. 
Ecuaţia mişcării se obţine prin aplic.lrto:a prinţipiului' lui. d'Alcmber.t sau 

prin particularizarea ecuaţiilor (2.6) sau (2;8)adică: . .. , 
x(t) + <i>2x(tJ ;ia;: o... (2.10) 

80 

!ntrucît oscilaţiile unui asemenea sistem au caracter armonic, solutia ecuaţiei 
(2.10) are forma: · 

x(t) = e1 sin wt + e2 cos wt, (2.11) 

obţinîndu-se pentru variaţia vitezelor expresia: 

x(t) = v(t) = CuC1 cos Cut - Cue2 sin ,,,t. 
Constantele e1 şi C2 ·se determină din condiţiile iniţiale ale miscării, adid'L 

în baza Yalorilor pe care Ic au deplasarea şi viteza la timpul t ~ o. Se vor 
considera următoarele condiţii iniţiale: · 

t = o{~(O} = -'"o, 
x(O) = v0 • 

Introducînd aceste condiţii în ecuaţiile de mai sus rezultă pentru C1 ş1 
C2 Yalorilc: 

încît soluţia ecuaţiei (2.10), deci expresia deplasărilor dinamice instantanl'c 
ale sistemului, devine: 

~, ~ . 

x(t) = _':.!>. sin w( +: .,·0 cos wt. 
{,) ' 

Fiecare termen al expresiei (2.11) reprezintă o mişcare armonică de aceeaşi 
pulsaţie <,) şi amplitudini v0/w, respectiv X 0 ; Cele două miscări aYînd aceleasi 
direcţii pot fi compuse conform § 1.7.4. rezultînd ' ' 

unde 
x(t) =Asin (,.,t + -;:,), (2.12} 

A = V (: r + xt reprezintă amplitudinea vibraţiei rezultante; 

caracterizează faza iniţială a vibraţiei{? = arc tg ~~'~). 
'O 

Prin deri,·area succesivă a expresiei· (2.12) se obţin variaţiile ,·itczei şi 
acceleraţiei sistemului 

x(t) = c..).-1 cos (Cut + 9), 

x(t) = - Cu2A sin (Cut+ ?) = - (o)2x(t). 
' ·: '. 

(2.13) 

(2.1 ➔) 

Din expresiile (2.12), (2.13) şi (2.14) se constată că viteza este defazati"L 
cu n/2 înaintea deplasării, iar acceleraţia cu r./2 înaintea vitezei şi deci cu -:-: 
înaintea deplasării. Reprezentarea grafică. a acestor expresii este redată în 
figura 2 . .3. Din punct de vedere analitic ·se observă tă toate aceste reprezentări 
definesc vibraţia annonică simplă a sistemului. Toate cele trei caracteristici 
llle. răspunsll.lui liber x(t), x(t), x(t) au aceeaşi pulsaţie c..) şi deci aceeaşi pe

. rioadă: T; 
Se observă în acest caz că vibraţia liberă are un caractrr permanent şi dr

<hlrată infinită, datorită ipotezei făcute asupra absenţei forţei rezistente 
(amortizării). 

; W.ffl l\'' 1 _ 
I 



. f(t) x(tl 

f--- î= 2:rlw __ ___, 
I 
I 
I 
I 

<>----....,_---+WJ..1C>::----'\-----l------'~---t ol ii.to 

t0 t ~ t0 

x(t) 

t-,-
A I 

t-·~:-0--+----\,------t------,c:.+-.4-__:1.-;... ____ J,.. __ t 

I -A I 

f-L --x(t l-- - ,____ __ 

Fig. 2.3 

Pulsaţia proprie de vibraţie, care este o caracteristică intrinsecă a sistemu
lui. se determină cu formula (2.7). Dacă masei m a sistemului oscilant îi co
respunde încărcarea gravitaţională Q = mg (fig. 2.4), expresia pulsaţiei devine 

(2.15) 

In figura 2.4 sînt definiţi coeficienţii de rigidita.te s.ru de flexibilitate 
k şi ~ care intervin în formula (2.J5). 

Deoarecţ 
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reprezintă deplasarea statică (săgeata) 
produsă de acţiunea statică a încărcări'i Q 
aplicată pe di'recţia gradului de libertate 
dinamică (GLD) al sistemului, for
mula (2.15) devine: 

w=V g. 
XsT 

Dacă se ţine seama că g ~ 981 cm/s2, 

iar -'sT se măsoară în centimetri, ex
presia de calcul a pulsaţiei· propn·i· (sau 
naturală) va fi: 

31,32 
cu= ,- [rad/s]. (2.16) 

VXsT 

In consecinţă, conform tabelu
lui I. I, vor rezulta : 

- frecvenţa proprie (sau naturală) 

1 ~ _!i __ =~--11-g_ --. 
2n 2r. XsT 

sau 

f 5 
= ,-- , [Hz] 

V XsT 
(2.17) 

- perioada propri'e (sau naturală) 

1- - 2r. - ___l_ - 2-V X.,7'_-- w _ f _ ,_ g 

sau 

Fig. 2. ➔ 

(2.18) 

Pulsaţia proprie a unui sistem oscilant se mai numeşte şi frecvenţii cir
culară datorită analogiei cinematice cu viteza circulară. 

Determinarea prin calcul (sau pc cale experimentată) a Yalorii proprii 
exprimată prin w, f sau T contribuie la idc11tijicarm sistemului din punct 
de vedere dinamic. 

Se subliniază faptul că XsT este o mărime conwnţională care rezultă prin 
aplicarea acţiunii gravitaţionale Q = mg pe direcţia GLD (coordonatei di
namice). Cîteva exemple sînt prezrntate în figura 2.5. 

Fig. 2.5 
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TABEi.Ui. 2.1 
-·· -------------------------------

Tfl'l,l, SISTE~ll:LUI OSCILANT I ~i~\~lt~-~TA I EJiţ~tr~\a I 
.., (rigiditatea) 

PULSAŢIA 
(rad/s) 

---'---------'-------'----
m:Q/g 

1 • -1 .,___ a-----ta- b 
j I ---

m::Q/g 
• A. --t-- b .__;:;-

g,,• 
JEJ 

. 3(a + b)EI 

3(<1 '- b) 1,1 

a2b2 
1/ 3;a + b)Ef 
g--

Qti2b2 

_4-<............. ___ 1L--~ 

m=Q/g 
J • .A 

~=~ 
'-, ....; 

-~ 

m=Q/g 
X „ 

Qti3b 2 (3<1 + 4b) 

12(ti + b)3EJ 

J(a + b)3EJ 

Qc2 (1 -"- c) 

JEI 

Qt2( 31 -'-- -ic) 

12El 

12(a + b)3 El vg 12(a + b)3EJ 

ti3b2(Ja + 4b) Qa'b2(3a + 'lb) 

(a..:.. b)3 EI 

a3b3 

__ 3_EJ 

c2(/ -:" c) 

__ 1_2_EJ 

·• c2 (3I + -ic) 

Vg (a+ b)3 EI 

Qti3b3 

lf. JEI 
'g---
1 Qc2 (l + c) 

V 12EI 
g-

Qc'(JI + 4c) 

în tabelul 2.1 sînt date valorile pulsa.ţiilor proprii pentru cîte\·a sisteme 
simple cu un singur grad de libertate, întîlnite frecvent în aplicaţiile practice. 

2.1.2. Vibraţii libere cu amortizare viscoasă 

ln situaţia în care sistemul oscilant posedă capacitate de amortizare, 
mişcarea încetează după un anumit interval de timp, avind deci caracterul 
unei vibraţii tranzitorii. Spre deosebire de cazul precedent, prezenţa amor-: 
tizării se manifestă prin disiparea energiei în timp. In ţcuaţia de echilibru 
dinamic instantaneu care va caracteriza mişcarea sistemului, intervin urmă~ 
toarelc forţe ; , 

- forţa de inerţie F1(t) = - 11ix(t); 
- forţa rezistentă (de amortizare vîscoasă) F0 (t) = cx(t); 
- forţa elastică F,(t) = kx(t). 

I 'I I t ._., 
--- ţ-·-...,r'r"l - <'!? ..... r-· '::....--::·· :-.·-✓ ~-1 ~ .. ,( ~7,i 
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Ecuaţia de mişcare a sistemului oscilant rezultă direct din (2.6) sau (2.8) 
de forma: 

x(t) + 2~.i(t) + c,h(t) = O, (2. I 9) 

unde coeficienţii ~ şi ev au fost definiţi prin relaţiile (2.4) şi (2.5). 
Pentru rezolvarea acestei ecuaţii diferenţiale se scrie ecuaţia caractcristid'l 

corespunzătoare 

ale cărei rădăcini sînt 
(2.20} 

în funcţie de valoarea discriminantului din relaţia (2.20) se disting trei 
cazuri care vor fi analizate în continuare. 

a. Amortizare critică. Valoarea coeficientului de amortizare pentru care 
discriminantul se anulează se numeşte coeffrieut de amortizare critică şi sc
notea71°t prin c,.,. Rezultă deci 

adică 

Dacă se 1a în consideraţie expresia cocficiC'ntului ~ din relaţia (2.4) se 
obţin<:': 

de unde 
2k 

c,, = 2mw = 2 ,~ = - · 
<v 

(2.21} 

Se constată că coeficientul de amortizare critică este o caracteristică proprie 
a sistemului oscilant, exprimîndu-se prin intermediul clementelor acestuia 
(m, k). 

Raportul dintre coeficientul de amortizare efectiv c şi coeficientul de 
amortizare critică c,, se numeşte fracţiune din anwrh:,area cnhcii şi se notea
ză cuv: 

(2.22) 

sau 
C 2m~ ~ 

'\I = --- - ---- - -
2mev 2,nc,) ev 

(~ = vw). (2.23) 

11 · Fracţiunea din amortizarea critică are o largă utilizare în dinamica struc-
1! turilor şi în specia.I în ingineria seismică. Spre deosebire de c, fracţiunea v 
~ este un număr adimensional şi caracterizează mult mai intuitiv capacitatea 
li de amortizare a unei structuri. 

Prin urmare, în cazul amortizării critice rezultă: 

~ = ~,·r = w, C = c,., sau V= I. 
lntrucît 

r1. 2 = - ~ = - vev = - <u, 
soluţia ecuaţiei (2.19) va avea expresia: 

x(t) = A e'•1 + Bt e'•' = e-fl1 (C1 + C.j). 

(2.24) 

(2.25) 
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Fig. 2.6 

Constantele de integrare A şi B se determină din condiţiile iniţiale:· 

t = O {~(O) = Xo (2.26) 
x(O) = V0 

obţinîndu-sc 

şi deci 
(2.27) 

Ecuatia (2.27) arată că mişcarea corespunzătoare acestui caz este aperio
dică (fig'. 2.6, curba a), pierzîndu-şi caracterul oscilatoriu, 

b. Amortizarea supracritică. Dacă coeficientul de amortizare efectiv c 
depăşeşte valoarea coeficientului de amortizare critică c,,. se consideră că 
sistemul oscilant are amortizare supracritică, 
Deci cînd 

C > Cer• 

rezultă 

(3 > w şi v> 1, 

iar rădăcinile r 1 şi r 2 sînt reale şi negative 

r1, 2 = - (3 ± .Jr,2 - w2: 
Soluţia ecuaţiei (2.19) rezultă: 

x(t) = A e'•1 + B c'•1 , 

sau 
(2.28) 

(2.29) 

În baza condiţiilor iniţiale (2.26), se obţin valorile constantelor, A şi B: 

Vo + Xo(f3 +.Jr,2 - w2) 
A = ~~-~-:..-:..-:..-:..-=.-:..---,--~ 

2 .Jr,2 --- 6.)2 

B = - Vo + xo((3-./~) 
2 .;r,2 .. -w2 

Analog cazului precedent, mişcarea rezultaţttă nu mai este oscilatorie ci 
aperiodfră (fig. 2.6, curba b). într-o mişcare aperiodică, sistemul care a fost 
scos din poziţia de echilibru revine la poziţia sa iniţială fără -a oscila. 
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c. Amortizarea subcritică. Acest ultim caz interesează din punct de vedere 
practic întrucît 

c < Ccn (v < 1 şi ~ < w). 

Rădăcinile ecuaţiei caracteristice vor fi de această dată imaginare (com
plexe conjugate), adică 

sau 
(2.30) 

unde 

w• = ./w2 - ~ 2, reprezintă pulsaţia proprie a sistemului oscilant cînd se 
ţine seama de influenţa amortizării, 

j = ✓- 1. 

În acest caz, soluţia ecuaţiei (2.19) este identică cu soluţia precedentă 
(2.28) rezultînd: 

x(t) = e-i>1(A eiw*t + B e-Jw''). 

Dezvoltînd funcţiile exponenţiale şi utilizînd relaţiile lui Euler, soluţia 
de mai sus se poate scrie sub forma: 

x(t) ;,, e-r,1(C1 sin w•t + C2 cos w't) (2.31) 

iar prin compactarea te111,enilor din paranteză, se obţine: 

x(t) = A e-f>t • sin (w*t + q/), (2.32) 

Prin urmare răspunsul liber, exprimat în deplasări instantanee are ex-
presia: 

x(t) = A e-""'1 sin (w*t + q>*) = A(t) sin (w't + qi'} (2.33) 
unde 

• C2 tg 9 =-· 
Cl 

A=Jq+q; 

Constantele C1 şi C2 se obţin din condiţiile iniţiale (2.26) folosindu-se deci 
şi expresia variaţiei vitezei 

x(t) = e-r,1(w'C1 cos w't - w'C2 sin w't) - ~e-Cl1(C1 sin w't + c2 cos w't). 

Dacă se înlocuiesc cele două condiţii (2.26) în expresiile deplasării şi vi
tezei, cele două constante C1 şi C2 vor fi: 

el= Vo +.f3Xo. C2 = Xo, 
w 

încît se pot determina direct şi cele două constante A şi ep'. 
Exprimarea mişcării prin ecuaţia (2.32) este mult mai convenabilă şi mai 

sugestivă. Aceasta este o mişcare armonică cu pulsaţia w• şi amplitudinea 
Ae-r,1 care descreşte exponenţial în timp. O asemenea mişcare se mai numeşte 
pseudoarmonică, iar reprezentarea grafică este redată în figura 2.7, a. 

Notaţiile w• şi ep• pun în evidenţă influenţa amortizării asupra pulsaţiei 
şi fazei. 

Studiul mişcării permite identificarea completă a caracteristicilor de defi
nire (valoare proprie, amortizare) a sistemului dinamic. 
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Fig. 2.7. 

Pulsafi'a proprie a vibraţiei este influenţată de amortizare prin coeficientul 
~. sau prinlfactorul v astfel: 

w· = ✓w2 - ~ 2 = w ~ 1 -( :r • 
Folosind relaţia (2.23), expresia pulsaţiei propdi devine: 

w• = w ✓ l ~- v~ (v <: l). (2.34) 

Se obscn-ă că pulsaţia proprie, cînd se ţinc cont de amortizare, este teoretic 
mai mică decît în cazul cînd se neglijează amortizanm. fobaza expresiei (2,34) 
se pot determina 

- frecvenţa proprie 

- perioada proprie 
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(2.35) 

(2.36} 

l 

' 

Deoarece pentru structurile frecvent utilizate în construcţiile inginereşti 
v ~ 0,20 se constată că poate fi mglij"ată i'nfluenţa amorti::ării asupra valori·i 

· propni a sistemului, încît relaţiile riguroase (2.34), (2.35) şi (2.36) c.levin 

c,.i*-:::::.w, F-:::::.f şi r-::::. T. 

Cunoscînd configuraţia mişcării libere a unui sistem disipati\', gradul de 
amortizare se poate stabili folosind amplitudinile succesive ale vibraţiei. În 
acest sens, gradul de amortizare se defineşte prin intermediul decrementului 
logaritmic tl. 

, 1 Dt"Crc.iizcntul logaritmic al amorh~âri'i reprezintii logaritmul natural al ra-
portului _dintre două amplitudini succesive decalate cu o pcrioad;t (sau de 
acelaşi semn). 

Se consideră următoarele amplitudini succesi,·e ale Yibraţiei reprezentate 
în figura 2. 7, b: 

al căror raport este: 

.~~~ = cf~i . .'11;1--!ui = c~:.1•. 

·"-'11+1 

Conform definiţiei, decrementul logaritmic rezultă 

~ 1 x" "1·• .:..1.= n-~-=~ (2.37) 

Înlocuind ~ şi T* cu expresiile rezultate din relaţiile (2.23) ş1 (2.36), se 
poate stabili legătura dintre ~ şi v sub forma: 

sau dacă se ţine seama ele observaţia făcută anterior asupra ,·,dorii lui ·,, 
se obţine: 

(2.38) 

Decrementul logaritmic al amortizării se determină folosind Yibrogramc 
înregistrate în urma unor cercetări experimentale efectuate direct asupra 
unei anumite structuri. Aplicînd relaţia (2.37), sau în mod aproxim,:tiY 
formula: 

(2.39) 

r cu ajutorul relaţiei (2.38) se determină valoarea fracţiunii din amortizarea 
I critică care se foloseşte în calculul dinamic : 

(2.40) 

În cazul amortizării vîscoase, factorul v depinde în general de tipul struc
turilor şi de natura materialului din care sînt executate şi se obţine numai pe 
calc experimentală. După cum se va arăta în cuprinsul acestui capitol, gra
dul de amortizare se poate determina şi din curba frecvenţă-răspuns în cazul 
vibraţiilor forţate armonice. 
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Nr. TIPUL 
crt. STRUCTURII 

1 
Construcţii cu 
structură din beton 
armat monolit -

2 
Construcţii cu 
structuQ din zidă-
rie sau pre fa brica te 

3 
Construcţii indus-
triale cu structura 
metalidl 

-
-4 Poduri de beton 

armat 

5 Poduri metalice -
6 Construcţii masi·!e -
7 Terenuri de fun-

da ţie {in general) -
8 Nisip compact 

TABELUL 2.2 Se constată, că în cazul modelului pur 

FRACŢIUNEA 
DIN AMORTI-

ZARE CRITICĂ ., 

0,02 ... 0, 1-1 

0,06 •.. 0, 18 

0,02 ... 0,06 

0,03 ..• 0,16 

0,02 ... 0,08 

0,05 ... 0, 10 

·0,06 ... 0,30 

o. 10 

vîscos, indiferent de poziţia celor ·două 
amplitudini prin intermediul cărora se de
termină decrementul logaritmic al amorti
zării, relaţia (2.37) furnizează rezultate 
identice. In realitate structurile nu posedă 
amortizare pur vîscoasă, încît înfăşură
toarea amplitudinilor este o funcţie oare
care şi nu exponenţială (fig. 2.7). De 
aceea decrementul logaritmic se evaluează. 
prin valoarea medie a mai multor valori â 1 
succesive (i = 1, 2, ... , n), obţinute prin 
aplicarea relaţiei (2.37). După excluderea 
valorilor extreme (singulare), estimarea 
decrementului logaritmic se poate face 
prin intermediul RMS (rădăcina medie 
pătratică): 

1n tabelul. 2.2 se dau cîteva valori 
orientative ale fracţiunii din amortizarea 
critică pţntru • du~tite tipuri de structuri 
şi terenuri de fun1a.ţie. 

Se poa:te con$,tata că valoarea propde 
şi fracţiunea din amortizarea critkă, re

prezintă noile caracteristici dinamice de definire ale sistemelor cu 1 GLD, 
în locul caracteristicilor iniţiale m, c, k, întrucît c.>2 =;= k/m şi v = c/c,, (c., = 
= 2 ./mk). 

2.2 . . VIBRAŢII FORŢATE PRODU.SE. QfACîllJ!',1.E~,.VNEI FORŢE ARMONl~E 
APLICA TE DIRECT· A:SUPRA SISTEMUL1JI:. RÂ:SPUNS FORŢAT 

Se va considera că asupra masei unui sistem oscilant cu 1 GLD (fig. 2.8, a) 
se aplică o forţă perturbatoare armonic~ F(t) ~ F0 sin 6t, în care s-au noţat 
cu F O amplitudinea, iar cu 6 p~lsaţia forţei variabil~ în ţ~p. Se va a,_n':liza 
în paralel răspunsul total al sistemului în cazul v1braţnlor forţate. ţ~ra/cu 
amortizare. Ecuaţiile de mişcare .Yor fi exprimate fn raport c1;1 po~1ţ1ilţ de 
echilibru static ale sistemelor explic:dtîndu~se numai, efectele dinamice 'pux-e~ 

2.2.1. Vibraţii forţate fără amortiz11.re 

Ecuaţia mişcării se poate obţine dî,t:eytprin partţcuJarizarea ecuaţiei (2.,6) 
sau exprimînd echilibrul. dinamic i11st11.ntan~:u: al si~t.em.uhli, Jntre urmltoa:- . 
rele forţe; . · · 

- forp. de inerţie F,(t) == - mx(t) 
- forţa elastică F,(t) = kx(t} _, ' . 
- forţa perturbatoare F(t) ··. F0 sin 8t. 
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b 

Fig. 2.8. 

Rezultă deci ecuaţia: 

x(t) + c.h:(t) = !JJ. sin8ti 
ni 

(2.4 I) 

a cărei • oltJţie generală este de forma (2.9), adică: 

unde, soluţia ecuaţiei omogene xL(t) care corespunde vibraţiilor libere fără 
.amortizare, are expresia (2.11) : 

xL(t) = C1 sin c.>t + C2 cos c.>t. 
;j'. 

Sdluţia particulară xF(t), care corespunde• perturbaţiei armonice, re
:px-ezintă răspunsul sistemului la excitaţia forţată F(t). 

După cum s-a demonstrat în § 1.12, răspunsul dinamic forţat al unui 
sistem oscilant la o excitaţie armonică are caracter staţionar şi permanent 
iar variaţia este identică cu cea a excitaţiei, deci tot armonică. În consecinţă, 
soluţia forţată se poate admite de forma: 

xp(t) = l'rf sin'8t +N cos 6t. {2.42) 
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Constantele 111 şi N se determină din condiţia ca această soluţie s:1. satis
facă ecuaţia mişcării (2.41): 

- (M02 sin 8t + N82 cos 8t) + c.>2(.!lf sin 8t + N cos 8t) = F 0• sin Ol, 
m 

sau 

M ( c.>2 - 82) sin Ot + N(c.>2 •- 82) cos 8t = !.'.'..! sin Oi. 
m 

Prin identificarea coeficienţilor funcţiilor trigonometrice rczulti'L: 

F .M(c.>2 _ 82) =_o, N(c.>2 _ 02) = o, 
m 

de unde 
F 

M = 0 , N = O, (c.>2 - 82 ,,t,O). 
m(c.>2 - 02) 

Soluţia particulară (2.42) devine: 
F 

-'At) = . 0 ·. sin6t, 
m(<->2 -62) 

(2.43) 

iar cea generală 

x(t) = C 1 sin c.>t + C2 cos c.>t + ·.· :'0 . ,, sin8t. 
m(c.>- ,- 6-) 

Ecuaţia vitez~i s':! obţine prin derivarea expresiei (2.44): 

. . · .. ·. 6F 
.x(t) = c.>C1 cos c.>t - c.>C2 smc.>t + . · · .... 0 cos Ol. 

. . 11t(c.>l! -;- 02) 

(2.44) 

(2.45) 

Constantele de integrare C1 şi C2 se deternti~di~;~c,ridiţiile foiţiale: 
t = O, x(O) .. x 0 ş{i iJO) J tJD' • 

Introducînd aceste condiţii în ecuaţiile (2.44) şi (2.45), cele două constante 
vor fi 

el= Vo - -~-. . F o . ·.·. ; 
c.> c.> 1n( c.>2 - O~) 

încît soluţia (2.44) se va putea scrie astfel: 

Vo · Fo··•i·(·· ... '·. 8 ,: ···) .(246) 
x( t) = - sin c.>t + x O cos ©t + ·· '=.•.. .:· .. • .. ··. ·· .. •.·.·.s. ·.J. n 8t ... · .·,...:: ::--• sm ro .. ' .. •·. •·· · . • ·· c.> ffl(4> ..... 6!4), , .<,) • : · 

Dac:ă excitaţia se aplică în lllOlllJ!nt~I,}tt\c§f$Îsţ:~ţpW,,:~1r•~fii: îlJ:f~p~ut·. 
(1 = o, .x(O) = x(O) = O), din soluţia'"(2A6,t9i.sp;1{prfl'tl,i(,~oi t#ipţJl'.î câţe ' 
c1>resp:ind os:ilaţiilor proprii, încîb ,< .•.. i , •· .. · 

x(t) = · Fo · .. (sin6·· .. t-;- O•.sîn'~,.· .. )· .. 
1n(6>2 .... 82) ... < . .. (l): . .• ·.· .. 
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Factorul dimensional al expresiei (2.47) va fi transformat cu scopul de a 
pune în evidenţă s~mnificaţia sa. 'finind seama de (2.7) rezultă 

unde 

µ= (2.48) 

reprezintă cocfidentul dinamic sa:i /i1dor;i/ dt· ampt~ficarc dinamicii (FAD), 
iar 

(2.49) 

reprezintă de.plasarea st,itiai pc direcţia GLD produsă de acţiunea statică a 
forţei F O {aplicată sistemului p~ direcţia de acţiune a forţei perturbatoare), 
în conformitate cu figura 2.8, a. 
, . Cu aceste notaţii, expresia generală a răspunsului forţat exprimat în 
deplasări dinamice rezultă: 

:r(t) = Vo sin 6lt + x 0 cos 6l/ + µÂ.5r (sin 6t- _Q_ sin wt), 
.· 6) C,) 

iar răspunsul staţionar (permanent): 

x(t) = µÂsT(sinOt- :) sin 6lt)- (2.50) 

Expresia 

(2.51) 

caracterizează FAD vari,rbil î,i timp. 
Primul termen al expresiei (2.50) în sin6t reprezintă influenţa directă a 

p::!rturbaţiei. iar t~rmenul în sin 6lt influenţa ,·ibraţiilor proprii (neamorti
zat('). 

Îll figura 2.8, b este rcp:ez~ntată grafic osdlaţia rezultantă din relaţia 
(2.50) consid·:irînd 6 = 6l/3, în care caz expresia deplasării devine: 

x(t) = µ.is2' { sin Ot - : sin 361) · 

Se .observă că aceasH't oscilaţie reprezintă o mişcare periodică avînd pe
rioada,. T = 2n/6. 

'firtînd scama că în realitate răspunsul Hher se amortizează, <lupit un 
a.numit interval de timp mişcarea se stabilizează rămînînd numai influenţa 
răspunsului forţat, care reprezintă. un proces staţionar, permanent şi annonic 
cu pulsaţia O, deci: 

x(t) = µÂ8 r sin Ot = x,1 sin 6/. (2.52) 
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D~plasarea dinamică maximă a sistemului va fi egală cu amplitudinea 
vibraţiei forţate exprimată prin relaţia (2.52), adică: 

(2.53) 

Forţa de inerţie, care se produc ca o consecinţă a aplicării forţei pertur
batoare, se d:>termină direct cunoscînd expresia dep!asărilor (2.52) 

iar fo,ţa dimmică care se aplică sistemului dinamic rezultă 

F,t(t) = F(t) + ;J(t) = F 0 sin Ot + m02µ..i_,T sin Ot = Fd sin Ot, 
unde 

Fd = F O + m02µ :o = [ I + ,1. (: n F o, 

sau, operînd asupra parantezei 

(2.54) 

Fd = µF 0 • (2.55) 

Atît deplasarea dinamică maximă (2.53), cît şi forţa dinamică maximă 
(2.55) sînt mărimi cu caracter alternant. 

Se obser\'ă că Fd = kxa, astfel încît forţa dinamică maximă are caracterul 
unei forţe elastice. 

Relaţiile (2.53) şi (2.55) permit o interpretare a FAD (µ) ca raport 
între răspunsul maxim al sistemului şi valoarea de amplitudine a excitaţiei. 

Prin coeficientul dinamic (FAD) !J. se introduce în calcul efectul aplicării 
dinamice a forţei F 0 • Dacă O = O rezultă µ = 1, ce.ea ce arată că efectul 
dinamic a dispărut, iar asupra sistemului se aplică forţa F 0 static. Reprezenta
rea grafică a Yariaţiei coeficientului µ (2.48) este dată în figura 2. 9. 
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Analizînd graficul din figura 2.9, se observă că în cazul în care pulsaţia O 
a forţei perturbatoare este foarte mică în raport cu pulsaţia proprie w, µ 
tinde către unitate, ceea ce arată că efectul dinamic este neînsemnat. Dacă 
6 este mai mare decît w, rezultă valori negative pentru µ, iar pentru O > 
> ✓2 w valorile µ sînt subunitare, efectul dinamic fiind chiar mai redus decît 
cel rezultat din aplicarea statică a forţei F 0• Valorile negative ale lui µ în 
intervalul 0/w > 1 demonstrează că deplasarea este defazată cu 7' faţă de 
perturbaţie astfel încît valorile lor maxime, în timpul mişcării, sînt de sensuri 
opuse. 

Dacă O = c,) valoarea coeficientului µ tinde către infinit, iar deplasarea 
creşte nelimitat în timp. Această situaţie este ipotetică deoarece în realitate 
intervine amortizarea internă a sistemului care limitează mărimea deplasări
lor. Cazul în care pulsaţia excitaţiei coincide cu p:ilsaţia proprie caracterizează 
fenomenul de re::onanţă. 

Relaţia (2.50) arată că în rezonanţă, ,, \:'resia deplasării se reduce la o ne
determinare, astfel încît aplicînd regu:a iui l'H6sp;ta1, se obţine 

Ot 
x(t)'.::'. - .l~T Z COS 0/, (2.56) 

adică o mişcare armonică cu amplitudini variind liniar şi nelimitat, caracte
ristică fenomenului de rezonanţă (v. fig. 2.16}. 

Din punct de vedere practic, prezintă un interes mai mare situaţia în care 
se ia în consideraţie prezenţa amortizăriL 

2.2.2. Vibraţii forţate cu amortizare viscoasă 

În acest caz, forţele care definesc echilibrul dinamic instantaneu în timpul 
mişcării sistemului oscilant sînt: 

- forţa de inerţie F,(t) = - m.'i(t); 
- forţa rezistentă (de amortizare) Fa(t) = c:i:(t); 
- forţa elastică F,(t) = kx(t); 
- forţa perturbatoare F(t) = F0 sin Ot. 
Ecuaţia de mişcare va avea forma (2.6) în care se particularizează forţa 

perturbatoare prin excitaţia armonică admisă mai sus. Deci: 

i(t) + 2~:i:(t) + c,) 1 :r(t) = F O sin Ot, (2.57) 
m 

iar soluţia generală Ya fi tot de forma (2. 9) 

x(t) = x1,(t) + xF(t), 

în care, soluţia oscilaţiilor libere este deja cunoscută din relaţiile (2.31) sau 
(2.32) cînd ~ < c,) sau O < v < 1: 

xL(t) = e-~1 (C1 sin w•t + C2 cos w"t) = Ae-r,i sin (w•t + 1/)= 
= A(t) sin (w•t + (;,°). 

Soluţia forţată .,At), reprezentînd răspunsul la o excitaţie armonică, va fi 
identică cu expresia (2. 42) ; . 

xF(t) = 1111 sin Ot + ,Y1 cos Ot, (2.58) 

dar cu observaţia că cele două constante J/1 şi /1.\ vor rezulta din condiţia 
-ca soluţia (2.58) să satisfacă ecuaţia (2.57). 

95 



Înlocuind deci (2.58) în (2.57) se obţine: 
- (M102 sin Ot + N/J2 cos Ot) + 2~(Mi0 cos 6t - N 10 sin Ot) + 

. . . F .. 
+ w2(M1 sin 6t + N 1 cos Ot) =-0 sin IU, 

m 
mu .. · . . 

. . . . . 'F .. · 
[(w2 - 02) JJ1 - 2~0N1] sin Ot + [2~0 M1 + (w2 - 02).i\\] cos O/= _Q sin Ot,. · 

. . m· . 
de unde se obţine următorul sistem de ecuaţii în Jlf1 şi N1 : 

p: 
(w2 - 02)M1 - 2~0N1 =-0 • 

m 

2~0M1 + (w2 - 02) A\= O. 

Rezolvîn<l acest sistem, se determină cele două constante, ale dhor ex
presii sînt: 

L' · 2 02 Jf =_,,._o·- <,) - , 
1 m (w2 - 02)2 + 4~202 

:V1 = _ F 0 • 2~0 
m (w2 - 02)2 + 4~202 

Întrucît soluţia (2.58) reprezintă o suprapunere de două oscilaţii armonice 
de aceeaşi pulsaţie, aceasta se mai poate scrie sub forma.. · 

xp(t) = .4 1 sin (O/ - 71), (2.59) 
unde N1 

.-:1 I = ,; Mr + sr: tg (l)1 = - - . 
Jll 

Ţinînd scama de expresiile constantelor Jf1 şi X1, amplitudinea şi faza 
soluţiei forţate devin: 

F 1 · · 2~6 
A1 = 11:. ✓(w2 - 02)2 + 4~2ei:; tg ?1 = "?2 - 02. 

Deoarece,,= ~/w (formula 2.23), ni= k/w2 {formula 2.7), iar .1,1'"== F0/k 
(formula 2.49) cei' doi parametri care caracterizează răspunsul staţionar al 
sistemului dinamic vor fi : 

unde 

A 1 = 1 .1 .. '/' = :.1' .1.,7'• 

Vl1 -C:)T +4'l(~r 
e 

2v-

fl.. = -==========-l/[ 1 -( :JT+ 4v2c:r 

(2.60) 

(2.62) 

reprezintă coeficz'e11t11l di11a1111:c sau Ja~toh!! âe ampl!ficare ,N11amic_ă {FAD) 
cînd se ţine scama de prezenţa amortlzăru. Este ev.1dent că atunoi cmd se· 
face abstracţie de amortizare, deci v = O rezultă µ" = µ. · 
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ln aceste condiţii, răspunsul forţat (2.59), exprimat în deplasări, devine: 

xF(t) = µ• .1sT sin (Ot - <p1), 

iar răspunsul total în deplasări are forma : 

x(t) = e-=1(e1 sin w"t + C2 cos w"t) + µ• .1sT sin (Ot - <p1). (2.63) 

Se va evalua răspunsul total tranzitoriu considerînd următoarele condiţii 
iniţiale: 

t = 0{x(O) = O; 
x(O) = O. 

Pentru determinarea constantelor e1 şi e2 este mai convenabil să se scrie 
(2.63) astfel: 

x(t) = e-=1(e1 sin w•t + e2 cos w•t) + M1 sin 6t + N 1 cos Ot, 

rezultînd pentru variaţia vitezei expresia 

(2.64) 

.i:(t) = C1e-""'1{w• cos w"t - ~ sin w"t) - e2e-""'1{w" sin w•t - ~ cos w"t) + 

+ M 16 cos Ot - N10 sin Ot. 

Introducînd condiţiile iniţiale în ecuaţiile de mai sus se obţin cele două 
constante 

Înlocuind e1 şi C2 în expresia (2.63) şi ţinînd seama de expresiile coeficien
ţilor M 1 şi N1 stabilite anterior, se obţine: 

x(t) = Fo 1 {[(w2 - 02) sin Ot - 2(30 cos Ot] + 
m (w2 _ 02)2 + 4~2(p 

+ e-vc•t [ 2(30 cos w"t + :. (2(32 + 02 - c..i2) sin w"tl} · 

Dacă se împarte numitorul şi numărătorul cu w2 şi ţinînd seama de for
mulele (2.7), {2.23), şi (2.49), relaţia de mai sus se transformă astfel: 

x(t) = 

_ [ 1-(~rlsinOt-2v(~)cosOt+e-v'"i(2{! )cos w•t+!( 2v2+(: r- 1 )sinw•t]. L\ 

- (())2]2 (() 2 ST ! l 1 - w + 4v2 -;:;-) (2.65) 

sau 
x(t) = µ{/) • _1ST, 

unde µ(t) reprezintă fracţia din expresia (2.65) şi este FAD variabt"l în ti'mp. 
Atît µ(t), cît şi µ•(t) au caracterul unor funcţii de transfer, în sensul că trans
feră acţiunea în răspuns. Făcînd abstracţie de influenţa amortizării (v =0) 
în relatia (2.65), se obţine soluţia stabilită în cazul precedent, (2.50). 
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RĂSPUNS TOTAL 

Fig. 2: 10 

Cînd acţiunea forţei perturbatoare este de lungă p.urafă, răspunsul liber 
are un caracter tranzitoriu, iar răspunsul total se r.educe numai la celJorţa:t, 
avînd un caracter staţionar (fig. 2.10). 1n această situaţie, care intereseaiă 
-din punct de vedere practic, termenii relaţit:i (2:65) care sînt multiplicaţi 
cu e--1 tinei către zero astfel încît deplasarea dinamkă a. sistemului oscilant 
rezultă: ·· 

x(t) = µ" l:J.sT sin (6#, - 1?1) = xll sh1 {-Ot - <p1), 

iar forţa dinamică corespunzătoare 

Fit) = kx(t) = µ"F11 sin (6t .,.,.-,. ipj) = Fasiţi {6t....;.:.· <p1)'. 

(2:66) 

(2;67) 

Răspunsul staţionar maxim.exprimat în 9-epi.i~irt'şff9r,Jţginamice, aJcărpr 
caracter este alternant, se va calcula cu formulele: 

Xa = µ"l:J.ST 

Fa-'-. µ*Fo, 

(2.68) 

. (2.69) 

FariaJiacoeficie11t1tl11i dinamicµ" (FA])),ta:repµne în eYidenţă efectul apli
cării dinamice a acţiunii este reprezentată grnk;.in figura 2.11, .în f:uncţiţ de 
raportul 6/6). Se observă că în prez~~ ani~rţizării, curţ>el~ qe yari~:ţieJt 
coeficientului µ" nu mai au sa.lt asimptotic fu/rezonanţt {6/6> ;..:... l}ca fu cazuJ 
precedent (v. fig'. 2.9). De asemenea, ,se ·:c9pşfa.tă; el$. .. infiueµ.ţa. ~'nlotti;ărH 
asupra amplitudinilor este mai pf(igna11tăf.~tj•::zq11a.:.rez~ll3.1').ţţj/'Utpiăt:fop·•· 
graficele din figura 2.11, trasate .penJru'.:dif,edte· ·ta~o,:i ~e Jr~cţiun,ii' dill.• 
amortizarea critică V, se poal~lragecotr, ., .. ă,'Î.a.tâ16tim1cfalep~lsaţief· 
·0 (pulsaţia perturbaţiei), coeficie;nt:1:ddlţ1pî' ·.· ·• ţst~pr~ctic egaliu ,u~itatea,. 
Maximele coeficientuluiµ• se producîţî.z6~~ ;e~<:>ll,lll'ţtf cînd 6!:::6>; iar: peQtţu 
\'alori mari ale pulsaţiei 6, µ* tin<le cMl'#'Î~l'.tij\ · ·· · · ·. ·· · · 
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_.,...,_ -8-IW 

Fig. 2.11 

., !;:~spunsut sistemului osc_ilant expr!mat î~ deplasări prin expresia (2.66) 
, .. ,1'•ea urmatoarele fonne m cele trei cazun comentate mai sus· 

-- în cazul în care 6~ tv, (/~I): · 
x(t) ~ l:J.8T sin 8(t), 

tg ?i-+ O, 

.__ cazul în care 6:::w, (µ•~ _!__): 
2v 

?1 -+ o; 

x(t) ~ L ÂsT sin (et - ; ) = - ;V il .• T cos Ot, 

tg ?1 -+ oe , 'P1 -+ ; ; 

(2.70} 

(2.71), 
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- cazul în care 6 ~ w, 

(.,)2 

x(t) ~ - ~sT sin (6t + 1t), 
02 

tg q,1 -+ O (prin valori negative), c;,1 -+ - 1t. 

(2.72) 

In rezonanţă, deci cînd 6 ~ w, coeficientul dinamic atinge valorile maxime, 
însă finite, ceea ce arată că în funcţie de gradul de amortizare deplasările 
sistemului sînt limitate diferenţiat. 

În mod teoretic, valorile maxime ale coeficientului dinamic µ• se obţin 
pentru 0/w = .J 1 - 2v2 în care caz: 

• 1 
µma_.= 2v./l - v2 • 

Pentru valori nu prea mari ale fracţiunii din amortizarea critică v, coefi
cientul maxim se poate aproxima astfel: 

• 1 
µ ~ . max- 2V (2. 73) 

Curbele de variaţie ale FAD, reprezentate în figura 2.11 în funcţie de 
pulsaţia relativă 6/w şi fracţiunea din amortizarea critică v, sînt de o impor
tanţă deosebită în proiectarea dinamică a acelor tipuri de structuri care pot 
fi reduse la sisteme cu. 1 GLD. ln general, sursele perturbatoare cu caracter 
armonic sînt cele artificiale directe, generate de procese tehnologice sauîndus
triale. Din această categorie fac parte utilajele şi agregatele neechilibrate 
amplasate fie pe structuri independente (cum sînt fundaţiile de maşini), fie 
pe planşeele unor structuri de rezistenţă cu destinaţie multiplă. 

În exploatarea în regim permanent a unui utilaj, generator de excitaţii 
de tip armonic, nu se admite funcţionarea .în zona rezonanţei delimitată în 
general de intervalul 0,75w<6<1;25wsau 0,75 < 6/ro < 1,25. Unele stan
darde internaţionale recomandă evitarea zolleL(Q,80 ... l,20). Factorii care 
intervin în stabilirea delimitării zonei rezonanţei sînt numeroşi, depinzînd 
atît de structură, cit şi de tipul sursei. Nu se va insista asupra acestor aspecte 
întrucît nu fac obiectul prezentei lucrări. 

Dacă regimul de funcţionare permanentă al unui echipament este situat 
în intervalul 0~6/w~0.75, s.e consideră că sursafuncţionează în. acordare 
joasă, iar dacă rezultă 6/w ;;i: 1,25 sursa funcţionează în acordare. înaltă. Acest 
fel de a defini modul de acordare sursă-sistem se referă în exclusivi.ta te la 
modul de acordare a sursei perturbatoa're. 1n cazul în care se face referire 
la sistem (structură), cînd O< 6/w < 0,75 $lfuctura este supraacordată (în 
acordare înaltă), iar cînd 6/w;;i: 1,25 structura este subacordată (în acordare 
joasă). 

Acordarea joasă a sursei· sau supraacordarea sistemuţui are avantajul că 
la punerea şi scoaterea din funcţiune a unei maşini sau instalaţii, nu se trece 
prin zona de rezonanţă, în schimb are dezavantajul că amplitudinile dinamice 
pot fi destul de mari deoarece totdeauna µ• > L 

Acordarea înaltă a sursei sau subacordârea sistemului are avantajul că 
în majoritatea cazurilor amplitudinile dip.amice sînt mult mai mici, uneori 
chiar apropiate de zero, deoarece totdeauna µ• < 1 cu excepţia unui mic 
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!nterval 
1 8/!;'> = 1,25 ... 1,~1. Dezavantajul acestui mod de acordare constă 

m _faptul ca la punerea ş1 scoaterea din funcţiune a instalaţiei sistemul trec 
prm rezonanţă. • e 

1ntrucît intervalul de f~ncţiona:e permanentă a unui utilaj industrial 
este _destul de mare (de ordmul lumlor) scoaterea din funcţ1·une fv • d · t · ·· •· • acm u-se n:1ma1 pen ru _rev1z_11 sa1:_ reparaţu, se preferă acordarea înaltă datorită fa tului 
ca _eţectele dmam1ce smt substanţial reduse, iar funcţionarea este foarte 
ec~1hbra!ă· ~entru_ a reduc~ efectul defavorabil al trecerii prin zona rezon n · 
se iau m_asun spe~1al~ de „izolare" a fundaţiei prin realizarea unor disip:t!~~ 
de energie_(amorhz?n): Pe de al!ă J?art_e, la _tr~erea prin rezonanţă, vibraţiile 
au un regim tranz1torm astfel mc1t s1tuaţ1a m care sistemul sufe v • t · d 1·t d" t 1· · , . ra creş en e ~mpv1 u me es e. 1m1_tat m t1mp. Există totuşi cazuri cînd acorda-
rea Joasa nu poate f1 evitată (maşini cu turatie mică deci şi· l ţ·· reduse). , • pu sa 11 

În_ cazul cînd la o pri1!1ă ve:iţicare __ rezultă 6/w cuprins în intervalul rezo
nanţei, cumv 6 n~ poat_e f1 mod1f1cat f~~n.d o caracteristică standard a sursei, 
este 1:~esara red1~ens1~marea structuru •m vederea stabilirii unei alte pulsaţii 
propru w care sa schimbe astfel valoarea raportului O/w încît o 75 
> 6/w > 1,25. ' > 

. _11?- privinţav eţect~lui amortizării, se constată că influenţa acesteia este 
mai ~mp?r!anta_ m -~nt.ervalul 0,75 ~ 6/w ~ 1,25. 1n afara acestui interval, 
amphtu?1mle _1:uş~ă:11 smt f~arte puţin afectate de amortizare şi în consecinţă 
poate f1 neghJata m funcţ10narea permanentă. 

Referitor la unghiul de fază (sau de defazaj) q, dat de formula (2 61) 
a_cesta .variază conform graficului din figura 2.12, \ntre zero (cînd e ~ w) 
ŞI r: (cm~ O ~w). ţn re~onanţă (cînd e~w) unghiul de fază variază foarte 
rapid mai ales m s1tuaha unei amortizări slabe iar dacav v o (a t· l v . ' • = mor 1zare 
nu a), se produce un salt brusc de la zero la 1t. Din figura 2 12 rezultv v l t' Iv . V • • a ca a 
amor 1zare nu a, daca 6/w < 1, q,1 = O, deplasarea sistemului este în fază. 
~u forţ~ _perturbatoare; dacă 6/w > 1, q,1 = 1t deplasarea sistemului va fi 
m o~oz1ţ1e de fază cu forţa perturbatoare (v. §2.2.1). 

_ Ţmînd seama ~e posibilitatea reprezentării \"ectoriale a vibratiilor 
(, • §1.7.2), precum ŞI de faptul că atît acţiunea, cît şi răspunsul au car~cter 

'.ii 
9--"'" 

t 
li 
2· 

~~\9 

(). 

. :O 
o ~...;;;i.iiliil=:==:~--'-LJ..-'-.L.i--1...--1...-...1..--L..J..__._--1-..J-.J 

O. QS 1~ 1.5 2.0 
--..etw 

Fig. 2.12 
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direcţia 

deplasării 

c9xd 
Fig. 2.13 

.armonic şi aceeaşi pulsaţie, echilibrul dinamic al mişcării poate fi reprezentat 
;în mod convenabil în planul fazelor (fig. 2.13). . . . 

Vectorii rotitori din figura 2.13 repr~zintăJorţele care participă, în orie~ 
moment al mişcării, la echilibrul dinamic instantaneu în cazul răspunsului 
:staţionar (2.66). Aceste forţe sînt următoarele: . V •• • • . • 

- forţa elastică, care este de sens contrar m1şcar11 şi are amphtudmea 
.kxd (se opune mişcării); 

- forţa de amor#za~e V vîsc~asă, car~ est_e defazată înainte (în avans) cu 
,12 fată de forta elastica avmd amphtudmea c6x,t; 
·, - j orţa de i;zerţie, care este de aceeaşi fază cu mişcarea sistemului şi cu 

.amplitudinea m62xa; • . . . . . . . . .. 
- forţa perturbatoare, a cărei_ expresiev este ~ 0sm Ot (~eci de :im:elitudme 

F
0
), care se află în avans cu unghml <p1 faţa de mişcarea sistemului (raspunsul 

acestuia) .x(t) = xd sin (0t - <p1). 

Scriind echilibrul dinamic al forţelor din figura 2.13, rezultă următoarele 
ecuaţii de proiecţie: 

F O cos cp1 + m62 xd - kxa = O, (pe direcţia deplasării Xa) ; 

F 0 sin cp1 - c6xa = O, (pe direcţia normală la deplasarea Xa); 

sau 

de unde 
tg qi1 = cO şi Fg xH(k -'- m62)2 + c202]. 

k- m62 

Dacă în aceste expresii se fac ·înlocuirile: 
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2 C„(J} • 
k=m'" =-- ş1 

2 

F 

a 

se obţine 

F 

cBx 
d 

b 
Fig. 2.1-! 

F 

C 

adică_ tocma~ rezult~ţele 01?ţin?te ~nt~rior (2.61) şi (2.68). 
Din ?:nahza echili!>rulm dmamic mstantaneu mai rezultă următoarele

obsen·aţu: 

a) în_ c_azul în_care 6_~ <;1 (71 -> O}, forţele de inerţie şi de amor;izare sînt 
foarte_ mici, practic neţ½Jab~le astfel încît forţa perturbatoare se va echilibra 
numai cu forţa elastica (flg. 2.14, a). 

b). î_n cazul în care 6::: w ( q.,1 -> ; } deci în rezonanţă, forţa de inerţie 
se echilibrează cu f?rţa ela_stică în timp ce forţa perturbatoare se va echilibra 
cu forţa de amortizare (fig. 2.14, b). · : 

c) în cazu_l în c~re 6 ;,;, 0( ?1-> - 1r), forţa de amortizare si forta elastică 
~ered1;1~ considerabil (pr<l:ctic _devin egale cu zero), forţa pcrttirbatoare fiind 
m ech1hbru cu forţa de merţ1e (fig. 2.14, c). 

2.3. VIBRAŢII FORŢATE ÎN VECINĂTATEA Rl:ZONANTEl. 
FENOMENUL DE BĂTĂI. IDENTIFICAREA CARACTERISTICILOR 
DINAMICE ALE SURSEI ŞI SISTEMULUi 

Se vor analiza vi~raţiile sistemului'. oscilant cu 1 GLD supus unei forte 
perturbatoar_e :-rmomce F_(t) = F 0 sin 6t în situaţia în care pulsaţia O este 
foarte apropiata de pulsaţia proprie 0, dar nu egală, adică: 

6 - w = 2,Ji; 6 + w = 2<1>; i::: 1. 
(,) 

Se vor trata în mod separat cazurile în care se ţine sau nu seama de in
fluenţa amortizării. 
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2.3.1. Situaţia în care se neglijează influenţa amortizlril 

Această situaţie corespunde valorii c = O sau v -:- O. Pentru stabilirea 
mişcării sistemului oscilant se porneşte de la expresia (2.50). 

x(t) = µÂsx(sin 6t - sin wt). (2. 74) 
Deoarece 

a+w . 6-w sin 8t - sin wt = 2 cos--- t sm --- t, 
2 2 

sau, luînd în consideraţie relaţiile existente între pulsaţii se obţine: 

sin 8t - sin 0t = 2 cos <l>t sin q,t, 

iar expresia deplasării (2. 74) devine: 

x(t) = [2µÂsx sin q,t] cos <l>t = A(t) cos <l>t, 

unde, per;itru FAD rezultă: 
w2 

µ= ---· 
4q,<l> 

(2.75) 

Vibraţia rezultantă este o mişcare armonkă _de pulsaţie ~. avînd ampli
tudinile variabile în timp tot după o lege armonică cu pulsaţi~ 4'· 

Reprezentarea grafică a mişcării, caracter,iz-:tă de_ ex~:es1a (2. 75), este 
dată în figura 2.15. Se constată că această variaţie a mişcăntrezuţ_tanţe (~.74) 
reprezintă o vibraţie modulată armonic în frecvenţă, raportul q,/<1> fund md1cele 
de modulatie. f •J..e „ d 

Amplittidinile mişcării sînt cuprinse între zero şi 2µ~s:r con <?rm . gu e 
variaţie a amplitudinii variabile A(t). A~e~~ mod special .de vibraţie _este 
cunoscut sub denumirea de fenomen de batai. Totdeauna cmd amphţudmea 
atinge valoarea maximă (2µÂsx). se consid_eră, că se produce o bătaie car~ 
în mod practic se manifestă pnntr-o maJorare pronunţată a răspunsului 
sistemului. . 

Expresia (2 75) permite să se determme: 
- perioada mişcării 

x( t) 
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2rc irc 
T= -=---; 

<D a+ w 

i-:------- Tb- J:1w --- --- . ······-· -l 
Fig. 2.15 

(2. 76) 

- perioada bătăii 

(2.77) 

Prin perioada bătăii se înţelege timpul dintre două amplitudini consecutive 
egale şi nu perioada mişcării armonice A(t) care este 2Tb. 

Dacă o vibrogramă de forma celei desenate în figura 2.15 se obţine pe cale 
experimentală, prin măsurarea perioadelor T şi Tb efective se pot determina, 
aplicînd formulele (2.76) şi (2.77), pulsaţia excitaţiei sau sursei 8 şi pulsaţia 
proprie a sistemului oscilant 0. 

în rezonanţă, cînd 
(,) q,--. O, sin q,t::=:q,t, 8 ~ w, µ = - -

4q, 
expresia (2. 75) se transformă astfel: 

x(t) = [- Âsx ~] cos 6t = [- ÂsT ~t] cos wt = -[ 2:: t] cos 0t. (2.78) 

Relaţia (2.78), care este identică cu {2.56), dovedeşte că la rezonanţă, 
amplitudinile mişcării cresc nelimitat în timp, tinzînd către infinit (fig. 2.16), 
după o lege de variaţie liniară. 

2.3.2. Situaţia în care se consideră influenţa amortizării 

Expresia deplasării cînd v < 1 {dar diferit de zero) se obţine prin particu
larizarea relaţiei (2.65), considerînd v2 :: O, iar 6/w~ 1, adică: 

x(t) = - ÂsT (1 - e-v"'1) cos 0t = - _!. ÂsTW _!. (1 - e-~1) cos wt, (2.79) 
2v 2 ~ 

sau 

x(t) = - ~ ..!. (1 - e-l>1)cos wt. 
2mw ~ 

(2.80) 

Reprezentarea grafică a expresiei (2.80) dată în figura 2.17 demonstrează 
că in rezonanţă amplitudinile mişcării sînt limitate, iar valorile lor depind de 
gradul de amortizare. Dacă în relaţia (2.80) se consideră amortizare nulă 
(~ = O), se obţine o nedeterminare; prin aplicarea regulii lui l'Hâspital se 
ridică nedeterminarea, iar în final se regăseşte relaţia precedentă (2.78). 

x(t) 
x(t) 

----'--- . -- -=--=-:::g1 <(32 

O<ll\'~r+~l-r+=-:,+,-+~3T~--t O 2 

Fig, 2.16 

· 211 
T= w 

Fig. 2.17 

2 mw· lri 
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I I 
I 

'vibraţii orizontale pe direcţia ţr:ansversală 

Vibraţii orizontale pe direcţia longitudinală 

Vibratii verticale 

1s 
Fig. 2.18 

1n figura 2.18 este redată !:l vibrogram~}ipic_ă (calibr:tă). o_bţinutj prin 
înregistrări directe, la întrepnJ?-derea textila „Li~e1:ţatea S1bm, ~nde au 
fost semnalate fenomene de bătăi.* 1n urma prelucram datelor experimentale 
s-au obţinut următoarele valori medii ale frecvenţelor: 

j (structură) = 2,203 Hz; f (excitaţie) = 2,287 Hz. (8/w = 1,038) 

Cercetarea fenomenului de bătăi pe cale experimentală este de mare int_eres 
practic, contribuind la ident1/icarea ca~acteristicilor. djnamice,. atît ale s1st:
mului, cît şi ale sursei. Acest fapt permite să se dec1da măsurile cores~un~3:-:
toare în vederea evitării funcţionării echipamentelor generatoare. de v1braţ1_1 
în domeniul rezonanţei. 1n acest sens, măsurile care se pot precomza se rder~ 
]a sursă (reglarea acţionărilor) sau la sistem (modificarea rigidităţii structum 
prin oper3:ţii de consolidare 3: unor e_le~ente).. . . _ . 

Identificarea frecvenţelor s1stemulm _ş1 sursei poate fi obţ!nut:1 P1:lll pre
lucrarea unei înregistrări calibrate de tipul celor prezentate m figurile 2.17 
şi 2.18, pornind de la relaţiile (2.76) şi (2.77) · . 

!1 = __!._ = 6 + 6) = __!._ (J!_ +~.) = !.. Ue+ /,,,) 
T ·41t 2 21t 2n 2_ 

/2 = _1_= a - w = __!._(J!_·_ ~) = !_ Ue-JJ 
· 2Tb 4n 2 21t 21t 2 . 

• Acad. A u r el A. B e I e ş M. I f r im, S. La r i o ne s cu şi N. D i m i t r i u: 
Studiu teOf'etÎ& şi experimental asupra vibraţiilor de la lntreprinderea textilii, ,,Libertatea• Sibiu 
(1967). 
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din cart! rezulţă frecvenţ~ sisteniuluZ: J;,. şi' frecvenţa sursei' fu din expresiile: 

/,,, = /1 - /2; ie= /1 + /2· 
Aceste relaţii sînt fundamentale în prelucrarea şi interpretarea fenomenu

lui de bătăi care poate avea efecte defavorabile asupra structurilor de rezis
tenţă şi uneori nocive din punct de vedere psiho-fiziologic asupra organismului 
uman. Chiar dacă în această situaţie răspunsul structurii se află în limitele 
admisibile fără să se producă deteriorări în elementele de rezistenţă sau echipa
mente, totuşi sînt posibile fenomene de oboseală care pot • avea influenţe 
negative în timp asupra ansamblului sistem-sursă. De aceea, la proiectarea 
în regim dinamic a unei structuri, cunoscînd caracteristicile sursei, nu se 
admite funcţionarea în vecinătatea rezonanţei. 

Practic, fenomenul de băt~i este periculos din punct de ,·edcre structural 
şi în cele mai multe cazuri nociv prin efectele psiho-fiziologice asupra oameni
lor. De aceea, la proiectarea în regim dinamic a unei structuri se va evita 
cu stricteţe funcţionarea utilajelor în zom rezonanţei. 

2.4. DETERMINAREA GRADULUI DE AMORTIZARE VÎSCOASĂ 
UTILIZÎND CURBA FRECVENŢĂ-RĂSPUNS 

În § 2.1.2, s-a expus modul în care se determină pe cale experimentală 
gradul de amortizare al unui sistem oscilant prin intermediul decrementului 
lo6aritmic, prin înregistrarea răspunsului liber. Totuşi, sînt situaţii cînd o 
structură, datorită rigidităţilor şi dimensiunilor importante, nu poate fi 
pusă în vibraţie liberă şi în consecinţă, metoda decrementului devine in
aplicabilă. Există însă posibilitatea de a stabili gradul de amortizare cu aju
torul unei curbe de răspuns (obţinută pe cale experimentală) de tipul celor 
prezentate în figura 2.11. Se va arăta modul de calcul al fracţiunii din amorti
zarea critică v pornind de la premisa că este cunoscută curba de frecvenţă ~ 
răspuns (fig. 2.19, a) obţinută prin măsurători instrumentale. 

el 02 01/w 02 /w 

o e, - & 1 -fHw 

a ~·. b ,. 
Fig. 2.19 
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Conform figurii 2.19, a, se consideră două valori al~ pulsaţiilor 01 şi 02, 

în vecinătatea rezonanţei corespunzătoare următorului FAD: 

• .fi • 
fJ.1,2 = 2 fJ.max, 

sau • ✓2 
fJ.1,2 =4~· 

dacă se ţine sea~na de relaţia ~2. 73). . . . 
Substituind µ;,2 în expresia <:oeficientulm dinamic (2.62) şi efectuînd 

operaţiile necesare, rezultă ecuaţia: (:r _ 2(1 - 2v2) (:r + (1 - 8v2) = o, 

ale cărei soluţii sînt: (:Y = (1 - 2v2) ± 2v../l + v2• 

Dacă se neglijează v2 faţă de v (v fiind destul de mic în cazurile practice) 

se obţine: 

sau 

de unde 
Oi = w2 - 2vw2, O~ = w2 + 2vw2 • 

Efectuînd diferenţa 

rezultă 

( deoarece 

şi deci 
62 - 01 

v=---·• 
2w 

(2.81) 

Pulsaţia proprie a sistemului ?scilant fiind în. rezonanţă _practic ~?alăv cu 
pulsaţia excitaţiei (~ '.:::'. 6,), :e.1aya (2.81) penmte determmarea dn ecta a 
fracţiunii din amortizarea cntICa: 

02 - 01 .1.6 
v=---=-· 

20, 20, 

Prin 80 se înţelege ,.lăţimea benzii de frecvenţă" corespunzătoare coefi-

. l . d' . .J2 • c1entu Ul mam1c -·/J-max• 
2 

Relaţia (2.81) poate fi scrisă şi în funcţie de frecvenţe, adică: 
Âj 

"J == --· 
2/, 

unde Âj = / 1 - / 2 , iar f, = 6,/21t este frecvenţa de rezonanţă. 
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. Atît !ăţimea benzii de frecvenţă, cît şi frecvenţa în rezonanţă se determină 
direct dm curba de răspuns. 

Dacă se utilizează curba dev răspuns în f?ncţie ~e raport~! pulsaţiilor 6/w 
(sau al frecyenţelor corespunzatoare), fracţmnea dm amortizarea critică va 
avea expresia : 

(2.82) 

de und~ rezultă că lăţimea benzii de frecvenţă relativă 6/w este eaală cu 
2v (v._ fig. 2.19, b). în multe lucrări de specialitate, acest mod de a determina 
capantatea de amortizare se numeşte şi metoda lăţimii' benzii de frecvenţă. 

2.5. VIBRAŢII PRODUSE DE FORTE PERTURBATOARE 
ÎN AL TE SITUAŢII DE APLIC0ARE 

2.5.1. Acţiunea unui sistem de forţe armonice avind aceeaşi pulsaţie 

_Se va co:1-sidera la început cazul di°; figura 2.20, a, cînd asupra sistemului 
acţ1onea~ă m punctul k al. suportului_ el~stic forţa perturbatoare Fk(t) = 
= F o,1: sm 6/, unde 6 reprezmtă pulsaţia, iar F o.t amplitudinea excitaţiei. 

Răspuf!-s~l _staţionar al sistemul~i, exprimat prin deplasări instantanee, 
se determma fie cu formula (2.52), fie cu formula (2.66), adică 

xJ(t) = µÂjt sin 6t, (v = O) (2.83) 

şi 

(2.84) 
unde 

Âjl: = Fo,k sjk este deplasarea pe direcţia GLD j produsă de actiunea 
statică a valorii de amplitudine F0 k a excitatiei; 
deplasarea pe din,cţia GLD j cînd p'e direcţia f~rţei 
p~rturbatoare Fi:(t) se aplică o forţă egală cu unitatea 
(fig. 2.20). 

F(t)=F sin-Gt 

m [;_ t -
1 

j k~ 
L 

\...
ojl< 

a 
Fig. 2.20 

b 
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Yalorile maxime ale răspunsului exprimat în deplasări vor fi: 

xj,k = µLijk• (v = O) } (2'.85) 
xj,k = µ• ~ii.• (v# O) 

în cazul general, cînd asupra modelului dinamic se aplică u1'. sistem ?e 
actiuni armonice F,,(t) = Fo.k sin 6t (k = 1, 2, ... 11) de aceeaşi pulsaţie, 
ev~luarea răspunsului staţionar, exprimat în d~plas.ări ţ:ns~antanee, s~ _b~zează 
pe apli~area. ~i_m~lţană ~ principii!or proporţ10nahJ.ăţn ş1 superpoz1ţ1e1, spe-
cifice <lmanucu !miare. Se vor obţme astfel expresnle: _ _ 

xj(t) = t µ.:i;,.· sin et = µ.:ij,F sin 6t, (v = O) (2.86) 

k~l 

şi 
" x;(t) = B µ'.:i;,, sin 6t = µ• .:l;,F sin 6t, (v# O) (2.87) 

J.:=1 

în care 
~I n 

'1u, = B .:l;l. = B Fo,k3ik 
""''-l k=l 

reprezintă deplasare~ tot_ală p_e direcţia GLD j produ~ă de acţi1_.mea si~ult~:Iă 
a valorilor de amphtudme F0 _1, (k = 1, 2, ... n), aplicate static pe d1recţnle 
fortelor perturbatoare F,(t). 

' Hăspunsul maxim, exprimat în deplasări, pe direcţia GLD rezultă 

şi 
X;,F = ,.,.~j,F• (•1 =O)} 
X;,F = µ' .:i.i.F• (v# O) 

(2.88) 

aceste formule fiind similare cu (2.53) şi (2.68). . 
Datorită mişcării sistemului oscilant, generată de acţm1;~~ forţelor per

turbatoare Ft(t), pe direcţia GLD j se vor produce_ acce!eraţn xk_(t). _în con
secint:i, răspunsul staţionar, exprimat în forţe dmam1ce pe d1recţ1a GLD 
Ya fi, de natura unei forţe de inerţie de forma: 

sau 

Fj,d(t) = J,(t) = - m):;(!) = 111j62µciu sin 0t (v = O) 

F,.d(t) = j;(t) = m82 / ci;.r sin 6t (v# O) 

F::i~punsul maxim, în forţe dinamice (de inerţie), rezultă 

F;,d = Jj = m;02µ~,.F (v = O) 

FJ.<l = ]; = 111;0 2 /~;.r (v#O) 

2.5.2. Acţiunea a două sau mai multe forţe armonice 
cu pulsaţii diferite 

(2.89) 

1n baza rezultatelor anterioare, se poate determina răspuns~l staţi~nar 
în deplasare, al unui si_stem oscilant acţ~onat de două f?rţe _ar1:1?:n1ce a.le caro~ 
pul::.., ţii sînt diferite (fig. 2.21), prm aplicarea celor doua prmc1pn ale dmam1cu 

liniare: 
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F 1(t) = F 0 ,1 sin 0i, 

F,(t) = F O,k sin 6.t. 

_-·;~ţ) 
' :. ~......,'. .... , 

Pentru variaţia deplasării Î'h ;timp 
rezultă următoarele expresii: 

IF/t) F(t) 

f rn,~ 

ŞI 

xi(t) = µ1Liv sin 6i + · 
. (2.90) + µki:ilksin 6i (v = O) 

x1(t) = µ;Liv sin 6) + 
+ µ;Lilksin61t (v,60) 

~---Î'L 
x,(t) 

(2. 91) 
Fig. 2.21 

unde 

Li11 = Fo,i(lu, Li1k = Fo_,3u, 

iar coeficienţii dinamici FAD µ;, µ;, şi i-1-k• µ~- se determină în fonetic de 
f~J?O:,r_tele 61/w, reseecţiv 6k/w. Este evident că _în acest caz există doui posi
b1hta_ţ1,_ de rezo~anţa, ŞI a:nume.pentru 61_ = w ş1 61 = c.i. Rezultatele obţinute 
P?t f.1 m mod s1:_mplu extt!ls: ş1 pentru. sisteme de forţe armonice cu perioade 
d1fente, deplasanle expnmmdu-se pnn sume, ca rezultat al superpozitiei 
efectelor: ' 

Forţele_ dinamice: de natu:a unor _forţe de inerţie, se determină prin pro
cedeul aplicat antenor. Valonle maxime depind de raportul dintre pulsatiile 
forţelor şi de modul în care se suprapun cele două funcţii armonice. În gen~ral 
deplasarea rezultantă ~ste oa:ecare. Dacă raportul· pulsaţiilor celor două 
forţe este un număr raţ10nal mişcarea rezultantă este periodică, iar dacă sînt 
egale devine armonică, ca în cazul precedent. 

2.5.3. Acţiunea bruscă a unei forţe constante 

Făcînd abstracţie de prezenţa amortizării ( v = O) se admite că asupra 
masei unui sistem oscilant cu un singur grad de libertate acţionează forţa 

(2.92) 

reprezentată în figura 2.22. 
Ecuaţia de mişcare rezultă prin particularizart'a ecuaţiei (2.6) 

(2.93) 

t F(t) 

,, I ! ' I I ! 
I I I 

I I I 
I i I I 

I 
I i ! 
I 

I i 
I i t I i Î i I ... 

o 
Fig. 2.22 
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X (t) 

Fig. 2.23 

Răspunsul liber (soluţia ecuaţiei omogene) xL(t) este deja cunoscut 
relaţia (2.11), iar răspunsul forţat (soluţia particulară) xF(t) rezultă: 

Fo Fo A xF(t) = -- = - = u.sT, 
mw2 k 

încît răspunsul total (soluţia generală) va fi: 

x(t) = C1 sin wt + C2 coswt + Fo • 
k 

din 

Forţa F 0 fiind aplicată la timpul t = t0 , în baza condiţiilor iniţiale x(t0) = 
= x(t 0) = O, se obţin pentru cele două constante expresiile: 

C Fo . A • t 
l = - -- Sln wt o = - U.ST Sln Cil O• 

k 

C2 = - Fo_ cos wt 0 = -ÂsT cos wto, 
k 

şi deci, soluţia generală devine: 

x(t) = ÂsT(l - sin wt sin wt0 - cos wt cos wt0), 

sau 
(2.94) 

în care µ(t) este coeficientul dinamic funcţie de timp, specific acestei acţiuni. 
Se observă din reprezentarea grafică din figura 2.23 că x(t) variază între zero 
şi 2!:isT• iar µ(t) între O şi 2, deci: 

Xmax = 2ÂsT• fl-max = 2. 

Tot în figu1a 2.23 este arătat modul în care variază x(t) dacă se ţine seama 
de prezenţa amortizării (via O). 

2.5.4. Aplicarea bruscă a unei forţe care produce 
un impuls dreptunghiular finit 

Se consideră că forţa care se aplică asupra masei sistemului cu lGLD 
fără amortizare este de tipul unui impuls finit în intervalul de timp O - t0 

(fig. 2.24, a), deci: 
(2. 95) 
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a 
F,i 
o to 

F(t) 

.. 

~ 

b o 
t 

F 
o 

x(t) Â ST ( 1- COS Wt) 

I 
Âsr ct 
Âsr 
L oto~ T/2 T 3/2 T 2T 5/2 T t 

Fig. 2.24 

Expresia deplasării în intervalul 0-t0 se obţine utilizînd rezultatul obţinut 
anterior (2. 94) 

(2. 96) 

în momentul îndepărtării forţei F 0(t ~ t0) sistemul continuă să oscileze. 
Ecuaţia mişcării se obţine simplu, admiţînd că impulsul din figura 2.24, a 
rezultă prin suprapunerea celor două situaţii de încărcare da te în figura 2. 24, b. 
!n felul acesta problema s-a redus la cazul de la §2.5.3, astfel încît deplasarea 
în intervalul t > t0 va fi : 

sau 

(2. 97) 

Reprezentarea grafică a răspunsului dinamic exprimat în deplasări x(t) 
este dată în figura 2.24, c. 1n intervalul.t > t 0 mişcarea are caracterul unei 
vibraţii libere cu condiţiile iniţiale scrise la t = t0• 
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2.5.5. Aplicarea bruscă a unei forţe care produce 
un impuls triunghiular finit 

Impulsul considerat şi aplicat aceluiaşi sistem dinamic variază liniar de 
la zero, pentru t = O, şi atinge valoarea maximă F0 , lat= t0 , scăzînd apoi 
brusc la zero, deci: 

(2. 98) 

a vînd valoare finită în intervalul 0-t0 (fig. 2.25). 
1n intervalul 0-t 0 , ecuaţia mişcării (neglijînd amortizarea} rezultă direct 

din (2.6): 

a\"Înd soluţia particulară (răspunsul forţat) de forma: 

X;-(t) = - Fo: - = Fo _!_ = CisT _!_ · 
mw t 0 k t0 t 0 

Soluţia generală (răspunsul total) de,·ine: 

x(t) = el sin c,;t + C2 cos c,;l + ~ST f · 
o 

Introducînd condiţiile iniţiale 

t = O, x(O) = x(O) = O, 

se obţin constantele: 

şi deci soluţic1 generală: 

j_.ST · . A t 
x(t) = - -- sm wt + u.sT - • 

c,;f o to 

sau 

F (t) 

F ----------o 

Fig. 2.25 
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·( ) Ll.,T [ sin c,it ] ;\. t =-- t----. 
to C,j 

(2.99) 

La timpul t = t 0 , atunci cînd forţa de
vine nulă, expresiile deplasării şi vitezei 
\"Of fj: 

( ) Âsr [t sin wt 0 ] xto =-- o----' 
t0 w 

x(t0) = ~ST [1 - COS Wio)J. 
to 

(2.100) 

(2.101) 

Deplasarea (2.100) şi viteza (2.101), la 
t = t0 (cînd impulsul a încetat) devin con
diţii iniţiale pentru vibraţiile libere ale sis
temului oscilant, care se produc în conti
nuare fără amortizare. 

2.5.6. Actiunea unei forţe periodice 
asu'pra masei sistemului oscilant 

Dacă asupra sistemului acţionează pc direcţia GLD o !orţă pert_urb_:1to~rc 
pcx:iodică F(t) de perioadă T', ':ccast_a se ~oa~~ dezvolta mtr-o sene Foun~r 
aşa cum s-a ar~tat în_§ 1.7.5. 1,uncţ1a acţmnu F(t) se poate reprezenta pnn 
următoarea scne Founer: 

,,.. 
F(t) = F O + ~ (a„ cos 1,0t + b„ sin 11fJi), (2.102) 

Jl.;;...,.1 

unde O = 2 .. / T', iar 11 este numărul armonicilor în care l':,tc descompusă 
funcţia F( t). . . .. , . . . . . . 

Deoarece ecuaţia difcrenţialrt a m1şcăr11 este 1m1ar,t, :e,· po;;t<' aplica prm-
cipiul superpoziţiei pentru cietcrminarea răspunsului sU:)ion,:r (pcnnane1:t). 

În absenta arnortizftrii (v = O), dtplasarca dmc1n11ca ,;e obţme pornmd 
de la relaţia' (2.52): 

>(I) ~ F, + i; a. 'T°' ( ,'.O );j »Ol. (, ~ O) 
k •~• k I - -

w 

sau 

l l "' . l x(I) = - F 0 -r ~ y.,,(a,, cos nfJt-'- b„ sm nfJI) • 
h r.~1 

(2. 103) 

În cazul prezenţei amortizării ( ,, i= O), deplasarea dinc1micft se obţine din 
relaţia (2.66): 

F 'ie a cos (nOt - ::;,.} ...:... b. sin (1101- ?J (,,..,_O) 
x(t) = - 0 + ~ " · · .. · ' ' 

k .. - 1 k v l 1 - e! f r ~ +/ ( ~!J 
sau 

S-au introdus notaţiile: 

tg ?n = 

110 
2v

l•j 

(2.105) 

(2.106) 

(2.107) 

Pentru funcţiile periodice cel_e n::ai de~. întîln!te în dinamica structurilor 
în tabelul 1.2 se dau dezYoltănle m sem Founer. 
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2.6. FACTOR DE TRANSMISIBILITATE 

In scopul de a reduce sau a limita efectele dinai\i_ke _trans~i~e sti:_uctuŢilor 
<le susţinere a echipamentelor gen~ratoare de acţmm ~~r~abile m timp. 
acestea se „izolează" prin intermediul unor element~ ~rtif1c1a~e, de at~n?are 
(arcuri, plută. ca_uciuc, ne?pren e~c.). ~robl~ma ~senţ1ala cons~a m_a d1mmua 
pe cît este posibil transmiterea v1braţnlor ş1 deci a forţelor dmam1ce la baza 
fixă de rezemare. 

Factorul de transmisibilitate sau transmisibilitatea T R reprezintă raportul 
dintre forţa maximă transmisă bazei de rezemare (considerată perfect rigidă) 
.şi amplitudinea forţei perturbatoare ext;rioară F9 s!n Ot, a_plicată ~i~temului. 
În continuare se va analiza cazul general m care se Ia m considerare ş1 mfluenţa 
.amortizării, adică v # O. 

Conform figurii 2.26, forţa transmisă fundaţiei va avea expresia: 

FT(t} = kx(t} + cx(t}. (2.108} 

Dacă se studiază numai regimul staţionar (permanent} de funcţionare al 
sursei, care prezintă interes practic, expresia (2.108} se poate explicita ţinînd 
seama de expresia (2.66}, adică:· 

x(t} = µ• ilsT sin (Ot - 91}, 

rezultînd variaţia vitezei: 
x(t} = µ· ilsTO cos (Ot - 'f)1)-

Înlocuind în expresia (2.108} aceste relaţii se obţine: 

FT(t) = µ• ilsTk sin (Ot - <p1} + µ• ilsTc6 cos (6/ - 'P1), 
sau 

FT(t} = I FT I sin (Ot - 91 + a}, 
unde J FT I este valoarea de amplitudine a forţei transmise fundaţiei 

I FT' = ✓(µ* ilsTk}2 + (µ* ilsTc6} 2 = µ• ilsTk V I + ( c: f · 
întrucît 

c v2mw 2v -=--=-, k mw 2 (t) 

rezultă 

(2. 109) 

F(l),,f0 s:n0t ~sin0t 
Conform definiţiei, transmisibilitatea 

f arfei T R va fi: 

om ~ 
TR= 1

~
1 =µ·V 1 +4v2 (:r= 

kx(t) • ex (t)" FT(I) 

-Fig. 2.26 
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Formula (2.110} poate fi particularizată pentru cazul în care se neglijează 
amortizarea (v = O}, obţinîndu-se: 

1 
T R = µ =1 - -_-(_w_O -r (2.111) 

Acest ultim caz nu interesează din punctul de vedere al izolării vibratiilor 
întrucît_ nu este pusă în evidenţă amortizarea, element esenţial al izolării. 

1n figura 2.27 este reprezentată grafic variaţia factorului de transmisibi
litate în funcţie de raportul 6/w. Din analiza acestui grafic se constată că 
pentru 6/w > ✓z, transmisibilitatea este subunitară, astfel încît forta trans
misă este mai mică decît forţa pertubatoare. În acelaşi timp prezenţ; amorti
zării are un rol defavorabil. În intervalul O~ 6/w < li, forta transmisă 
fundaţiei este mai mare decît forţa perturbatoare, astfel încît 'functionarea 
în această zonă este dezavantajoasă, deşi influenţa amortizării este fa,:orabilă. 
1n rezonanţă (O'.:::'. w) transmisibilitatea are valori limitate care depind direct 
de gradul de amortizare. 

Montajele de amortizare realizate pe resoarte flexibile fac ca functionarea 
să se situeze în zona mai ţavorabilă 6/w > 2, fiind astfel justificată în °izolarca 
funqaţiilor de maşini, acordarea înaltă a sursei sau subacordarea sistemului .. 

In concluzie: 

dacă 6/w~ ✓z, TR~ l; 

d y 6/ 1 TR -- ✓~1_+_4_ v2 • aca c,) '.:::'. • 
2v ' 

dacă 6/w>/fi. TR< 1. 

Studiul transmisibilităţii mişcării şi în general al efectelor dinamice expri
mate în diverse mărimi specifice, precum şi problema izolării ansamblului 
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sursă-sistem, este de importanţă practică considerabilă mai . ales în cazul 
proiectării structurilor independente (fundaţii în cadre sau fundaţii bloc) care 
susţin agregate şi instalaţii industriale, cum ar fi: maşini-unelte, motoare elec
trice de acţionare, turbine, pompe, turbocompresoare, electrogeneratoare etc. 

2.7. VIBRAŢII FORŢATE PRODUSE DE ACŢIUNEA UNEI MIŞCĂRI 
ARMONICE APLICATE INDIRECT ASUPRA SISTEMULUI DINAMIC. 
RĂSPUNS FORŢAT . 

Există numeroase sitilatii cînd . acţiunea dinamică nu se aplică direct 
asupra sistemului dinamic, 'ci se mânifestă printr-o mişcare u(t) care acţio
nează indirect asupra bazei sale de rezemare, considerată în general perfect 
rigidă. Asemenea perturbaţii, exprimate în cantităţi cinematice (deplasări, 
viteze sau acceleraţii), sînt generate de surse din exteriorul sistemului dinamic 
şi se transmit prin teren (mediul de propagare) ca efecte secundare ale altor 
evenimente dinamice. Aceste tipuri de perturbaţii pot fi artificiale (industriale) 
sau naturale (seismice). 

Aşa cum s-a arătat la începutul acestui capitol, acţiunilor, care se manifestă 
indirect asupra structurilor, le corespund totdeauna caracteristici de răspuns 
exprimate în mărimi relative. 

Se va analiza în continuare cazul particular al unei perturbaţii armonice, 
aplicată indirect unui sistem cu 1 GLD, caracterizată de funcţia u(t) = tt0 sin fJt, 
în care u 0 este amplitudinea, iar fJ - pulsaţia perturbaţiei (fig. 2.1, b). În 
partea a II-a a lucrării se va studia efectul acţiunilor indirecte produse de 
mi~area seismică, în care caz funcţia u(t) este oarecare. 

In cazul acţiunii indirecte armonice, răspunsul dinamic exprimat în depla
sări instantanee relative x(t) se determină prin adaptarea la situaţiile ttatate 
în § 2.2. 

Ecuaţia generală a mişcării sistemului dinamic are forma (2.8): 

x(t) + 2~.x(t) + w 2x(t) = - u(t) = + u 0fJ 2 sin fJt, (2.112) 

cu menţiunea că x(t) reprezintă de această dată deplasarea relativă a sistemului 
oscilant raportată la mişcarea de transport u(t). 

Se constată că ecuaţiile (2.112) şi (2.57) sînt identice dacă se consideră 
egalitatea u 062 = F 0/m. Ţinînd seama de această observaţie, soluţia ecuaţiei 
(2.112) numai în regim staţionar (permanent) este analoagă cu soluţia (2.66), 
rezultînd pentru deplasarea relativă x(t) expresia: 

x(t) = µ• ( ~ r Uo sin (fJt - 1f'1), 

deoarece, ÂsT din expresia (2.66) se substituie astfel: 

ÂsT = Fo = Uo62m = Uo62m = Uo (~)2 . 
k k mw2 w 

Expresia deplasării relative mai poate fi scrisă în următoarea formă 
compactă: 

în cazul considerării influenţei amortizării, şi 

x(t) = µu 0 sin 6t, 

în cazul cînd se face abstracţie de amortizare. 

(2.113) 

(2.114) 

Co1ficz'e11ţii dinamz'ci sau (actorii de an1pz,r1·cai·e d · a · -' t ' • · 'J• · ·. 111 1/IICI{ (FAD) ;, ş· -· 
care m ervm m expresiile (2.114) şi (2.113) sînt următorii: . r l µ 

(2.115) 

vr I~ (~Jr+ 4~2(~r (2.116) 

Varia+ia coeficientilor µ si µ' t , · - , . • . 
respectiY, 2 29 în f • t· d , es P prezentata m graficele dm figurile 2 28 

· , uncie e raportul pulsatiilor 6 1 • • • • ' 
obţine cu formula (2.61) fiind l • 0 : 1w, Iar vanaţ1a ţazei se 
figura 2.12. - , c ec1 •. ceeaş1 cu reprezentarea grafică din 

1 Ct ~mcluzidi adsupr~ varia_ţiei răspunsului sta ţîonar exprimat 
re a 1ve se e uc d1rect dm asp 1 1 b 1 • , . în deplasări 
Analog cazurilor precedente mărt'c u ;.ur e or d_ate i_n figurile 2.28 şi 2.29. 
ţiilor 6/w şi de gradul de ;mort:-ea, r~fPt:nsulml d_epmde_ de raportul pulsa
rezultă următoarele situatii. ,are a sistemu m 'I. Dm expresia (2. l l 6) 

' . 
cînd 6~w, /Lm~n ..._.O; 

- • I 
µmat~ - ; 

2'1 

cînd 6 ~ w, /Lz:mită ----> 1. 

. Aspectele teoretice expuse aici stau la b _ . . 
mstrumentelor seismice care din punct d . ;za ~?nstn:cţ1e1 ş1 funcţionării 
oscilante. Cînd un ase~enea instrum nt el 'e en.: _mam1c reprezintă sisteme 

t . f' e ucreaza m zona e ~ -v 1 aces ma va I proportional cu acceleratia absolutv . V „ --s:W, raspunsu 
mentul se numeste 'accelerometru ·D · v - t a a m1işcarn t~renului. Instru-
6 ,,.__ v , • aca ms rumen tu function . - • 

:,,,, w, raspunsul înregistrat este proportional cu d 1 ~ '· ve~~a m zon'.1 
Un astfel de instrument se num. st ' . ep as~rea nuşcaru terenulu1. . e,,e seismometru. 

2.8. VIBRAŢII FORŢATE PRODUSE DE ACŢIUNI OARECARE 

2.8.1. -Acţiunea. unei forţe oarecare F(t) aplicată direct 
asupra sistemului oscilant 

Dacă se presupune că asupra masei siste 1 . . 
perturbatoare oarecare F(t) (care nu t mu m ~uv 1 GLD a_cţ1onează forta 
d . . f' . es e armonica sau penodi V) t· 

e mişcare va I de tipul expresiei (2.3)' adică: ca ' ccua, ia 

. mx(t) + cx(t) + kx(t) =F(t). (2_117) 

Pentru determmarea răspunsului clina i , 
sarea instantanee a sistemului se rezolvă m c :permanent I~ :aport cu depla
Laplace în maniera arătată 'în § 1.8. ecuaţia (2.117) aphcmd transformata 
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Prin aplicarea transformatei Laplace ecuaţiei (2.117) se obţine ecuaţia 
operaţională: 

m [s2X(s) - sx(O) - x(O)] + c [sX(s) - x(O)] + kX(s) = F(s). (2.118) 

Din ecuaţia algebrică (2.118) se determină transformata Laplacc a răs
punsului: 

1 ms+c m 
X(s) = ---- F(s) + ---=--- x(O) + ---- x(O). 

ms2 + cs + k ms2 + cs + k ms2 + cs + k 

Deoarece se analizează numai răspunsul permanent (considerînd că vibra
ţiile li bere au un caracter tranzitoriu) condiţiile iniţiale vor fi 

x(O) = x(O) = O, 
şi deci 

X(s) = F(s) , 
ms2 + cs + k 

unde 

F(s) = .e[F(t)] = \"' e- s1F(t) dt, 
•O 

reprezintă transformata Laplace a excitaţiei, iar 

X(s) = .e [x(t)] = \"' e_ st x(t) dt, 
•O 

transformata Laplace a răspunsului. 
Funcţia de transfer (identică cu admitanţa sistemului), conform definiţiei 

( § 1.9), va rezulta: 

sau 

întrucît 

H(s) = X(s) 
F(s) 

-----, 
ms2 + cs + k 

I 
H(s) = -----, 

m(s2 + 2wvs + w2) 

C C 
c = 2mwv k 

Şl w2 == - • 
m 

(2.119) 

Pentr;u a determina răspunsul sistemului în domeniul timp, urmează să se 
obţină mai întîi răspunsul impulsului h(t) care este egal cu transformata in
versă Laplace a funcţiei de transfer H(s), conform relaţiei (1.49): 

h(t) = .e-1[H(s)]. (2.120) 

Transformata inversă a funcţiei (2.119) se obţine folosind tabelul de cores
pondenţă 1.4. Pentru a putea utiliza acest tabel este necesar ca expresia 
(2.119) să fie adusă la forma: 

1 l w• 
H(s) = - -------------

m (s + vw) 2 + w2{1 - v2) mw• (s + vw) 2 + w"2 
(2.121) 

unde w• este pulsaţia proprie a sistemului ţinînd seama de influenţa amorti
zării (formula 2.34). 
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în tabelul 1.4, poziţia 16, se t;ăseşte inversa funcţiei 
răspunsul impulsului rezultă 

în {s) astfel încît 

1 . ·t h(t) = --·-; e-vwt sm w . (2.122) 
mw 

l,:tilizînd integrala de convoluţie ( § 1.11), se obţine expresia răspunsului 
forţat şi permanent în domeniul timpului, pentru sistemul cu amortizare: 

x(t) = _l_• (' F(-:) e-vwit-,l sin w"(t - -r) d-r, 
mc,l Jo . . 

(2.123) 

iar dacă se neglijează amortizarea 

1 \I x(t) = - F(7) sin w(t - -r) d-r. 
niw • 0 

(2.124) 

Integralele c;;.re intervin în expresiile (2.123) şi (2. 124) sînt cunoscute sub 
denumirea de integralele lui Duhamel. 

Aceleaşi rezultate se obţin dacă se con::;ideră funcţia de excitaţie F(t) con
stituită dintr-o succesiune de impulsuri elementare F(7) d7. Răspunsul total 
rezultă prin superpoziţia tuturor răspunsurilor la impulsurile elementare. 

Dacă în expresiile (2.123) şi (2.124) se consideră forţa armonică F(t) = 
= F O sin Ot, se regăsesc relaţiile (2.52) şi (2.66). 

în cazul în care interesează răspunsul tranzitoriu produs de forţa F(t) 
este necesar să se ia în consideraţie şi răspunsul' liber. , .. 

Ţinînd seama de condiţiile iniţiale (2.26) rezultă: 

e pentru sistemul oscilant cu amortizare: 

[ 
V + \IWX • •] :r(t) = e-vwt O w' 0 sm w•t + x0 cos w t + 

+ ~ \1 F(-:) e-vw(t-,l sin w•{t - 7) d-r. 
mw • 0 

(2. ! 25) 

Prin tr2.nsformarea şi gruparea termenilor acestei expresii se ajunge la: 
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x(t) = e-vwt o I • o +--.' F(1:) e'"'' cos w T d1: sm w t + 
w . mw~ . 

+ [x0 - m~• ~: F(7) e''"'1 sin w•1: d1:] cos w•t}, 
e pentru sistemul fără amortizare 

x(t) = [ Vo +-1-C' F(7) cos wr d-r] sin wt + 
w mw ) 0 

+[xo - _l_(' F(-c) sin w-cd-r]cos wt. 
mCiJ Jo . 

(2.126) 

. (2.127) 

2.S.2. Acţiunea unei mişcări oarecare u(t) aplicată indirect 
asupra sistemului oscilant 

Intrucît excitaţia u(t) se aplică bazei de rezemare a sistemului dinamic, 
ecuaţia de mişcare rezultă de forma: 

mx(t) + cx(t) + kx(t) = - mii(t), (2.128) 

în care x(t), ;i·(t) şi i(t) caracterizează răspunsul relativ al sistemului. 
Aplicînd acelaşi procedeu de operare din cazul precedent, se obţin pentru 

riispunsul pcrmanmt exprimat fn deplasări relative, expresiile: 

x(t) = - ~ \ 1 iiH c-vw(I-,) sin w'(t - 7) d7, 
W • O 

(2.129) 

pentru sistemul cu amortizoare, şi 

x(t) = - _!_ \1 ii(7) sin w(t - 7) d-:, 
w •. o 

(2.130) 

pentru sistemul fără amortizare (v = O). 
Se observă că şi în aceste expresii intervin integralele lui Duhamel. 
Acest caz, în care baza de rezemare este supusă unei excitaţii oarecare u(t), 

corespunde acţiunilor forţate produse de mişcarea seismică. Deoarece funcţia 
mişcării u(t) nu este determinată în timp, răspunsul sistemului se defineste 
prin valori probabile, situate în anumite limite. ' 

În cazul particular al unei mişcări periodice u(t) = 1t0 sin 6t se vor obtine 
rezultatele stabilite anterior, prin particularizarea relaţiilor (2.129) şi (2.130). 

2.9. METODE ENERGETICE ÎN STUDIUL VIBRAŢIILOR 

Teoremele energiei, cunoscute din mecanica teoretică, au o largă aplica
bilitate în studiul vibraţiilor datorită mai ales eficienţei în rezoh-area numerică 
a numeroase probleme. În acest sens se poate aplica legea energiei· cz'netice, 
valabilă în orice moment al mişcării: 

j_ [E (t) + E (t)] = dL(t) 
dt C p dt 

(2.13 l) 

unde 

E 0 (t) rep1 ezintă energia cinetică instantanee a sistemului; 
Ep(t) energia potenţială instantanee a sistemului; 
L(t) lucrul. mecan~c instantaneu produs de forţa rezistentă (de 

amortizare) ş1 forţa perturbatoare care se aplică sistemului. 

În analiza vibraţiilor libere fără amortizare, lucrul mecanic elementar 
fiind nul, legea (2.131) se reduce la teorema conservării energz'ei totale (me
canice Em) deoarece: 

(2.132) 
Rezultă deci: 

(2.133) 
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ln cazul sistemului cu 1 GLD avînd mişcare de translaţie, .t:(t) şi E1,(t) 
au expresiile: 

încît 

Ec(t) = _!_ mx2(t), 
2 

Aplicînd teorema conservării energiei se obţine 

[mx(t) + kx(t)] x(t) = O, 
sau 

mx(t) + kx(t) = O, 

(2.134) 

(2.135) 

adică ecuaţia mişcării libere neamortizate a sistemului cu I GLD. 
Se observă că în timpul vibraţiilor unui astfel de sistem, în poziţia ini

tială de echilibru, energia potenţială este nulă, iar energia cinetică devine 
~aximă. Cînd sistemul atinge elongaţiile maxime, viteza fiind nulă, energia 
cinetică devine egală cu zero şi energia potenţială atinge valoarea maximă. 
Bazaţi pe aceste observaţii, aplicînd relaţia (2.131) rezultă: 

(2.136) 

Relatia (2.136) este de mare importanţă în dinamica structurilor şi stă la 
baza metodei numerice elaborate de Rayleigh pentru calculul pulsaţiilor proprii 
ale sistemelor cu mai multe grade de libertate. Aplicînd relaţia (2.136) la siste
mul cu un singur grad de libertate, presupunînd x(t) = A sin (wt + cp) conform 
expresiei (2.12) se obţine: 

(Ec}1r.as = ~ m(,)2A 2, (Ep)max = ~ kA 2 

şi deci 

(,)=Vk, 
m 

adică pulsaţia proprie de vibraţie a sistemului oscilant (2.7). Metoda Rayleigh 
se prezintă în extenso în capitolul 6. 

~Ietoda energetică permite determinarea gradului de amortizare în cazul 
,·ibratiilor libere amortizate de tipul celor reprezentate în figura 2.7. 

D~că se admite soluţia (2.33} 

x(t) = A(t) sin (w•t + cp)'.:::'.A(t) sin (wt + 7), 

energia totală a sistemului va fi: 

sau 

deoarece 
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1 
E(t) = Em(t) = Ec(t) + EP(t) '.:::'. 2 mw2A 2(t) cos2 (wt + 7) + 

+ _!_ kA 2(t) sin2 (wt + cp), 
2 

E = _.!_ kA 2(t) 
2 

m(,) 2 = k. 

(2.137) 

Energia consumată de forţa de amortizare în cursul unui ciclu rezultă: 

dE = d [ ~ kA 2(t>J, 
sau 

dE = kA (t) dA (t) = _!_ kA 2(t). 2 dA (t) = E 2 dA (t) , 
2 A(t) A(t) 

de unde, ţinînd · seama şi de expresia (2.39) se obţine: 

dA(t) _ dE _ Xn - Xn+l ~ Â 
A(t) - 2E - Xn = • 

încît, decrtmentul logaritmic poate fi calculat şi cu fo1mula: 

Â= dE =_±= 27tv. 
2E 2 

(2.138) 

Raportul dE/E se notează prin 41 şi are semnificaţia unui coeficient de disi
pare a energiei. 

Din expresia (2.138) se poate determina fracţiunea din amortizarea critică 
prin intermediul coeficientului 41: 

(2.139) 

precum şi coeficientul de amortizare efectiv cu ajutornl relaţiilor (2.21), 
(2.22), adică: 

41 mw41 
C = vccr = - 2mw = -- • 

4;: 2;: 
(2.140) 

2.10. RĂSPUNSUL SISTEMELOR CU COMPORTARE NELINIARĂ 

2.10.1. Conceptul de analiză neliniară 

În paragrafele anterioare s-au tratat numai acele sisteme care pot fi reduse 
la modele de analiză cu comportare geometrică şi fizică liniară. În acest 
caz, toate caracteristicile de definire ale sistemului dinamic rămîn constante 
pe toată durata aplicării acţiunilor exterioare. Prin urmare, asemenea sisteme 
nu prezintă procese de degradare inerţială, disipativă sau elastică în timp. 
- Există totuşi situaţii, generate atît de calitatea materialelor, cît şi de 
natura şi intensitatea acţiunilor exterioare, în care caracteristicile de definire 
ale sistemului să se modifice în timp după anumite legi de degradare mai 
mult sau mai puţin precizate. Fenomenele de degradare se manifestă direct 
asupra proprietăţilor de ordin geometric şi fizic, proprietăţi care devin vari
abile în timp. Aceste fenomene specifice definesc comportarea neliniară a 
sistemului, întrucît modelul liniar este inacceptabil în acest caz. 

Diferenţa dintre cele două situaţii este pusă în evidenţă şi din punct de 
vedere matematic. Într-adevăr un model cu comportare liniară este guvernat 
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de o ecuaţie de echilibru dinamic instantaneu car.e reprezintă o ecuaţie dife
renţială de ordinul II cu coeficienţi constanţi: 

mi(t) + ci(t) + kx(t) = F(t), (2.14 !) 

întrncît m, c şi k reprezintă constantele sistemului dinamic. 
Dacă în modelul cu comportare neliniară se presupune că toate caracte

risticile (inerţială, disipativă şi elastică) se modifică în timpul istoric al răs
punsului, echilibrul se va exprima tot printr-o ecuaţie diferenţială de ordinul 
II, dar cu coeficienţi variabili, aYind următoarea formă generală: 

m(t) i(t) + c(t) :i:(t) + k(t) x(t) = F(t). (2.142) 

Integrarea unei asemenea ecuaţii, aparent elementară, este extrem de 
dificilă chiar atunci cind functiile care caracterizează coeficientii sînt riguros 
defini te. ' ' 

În aceastrt situaţie, mai ales cind variaţia coeficienţilor este oarecare, 
pentru rezoh·area ecuaţiei de mişcare, se utilizează metode numerice de 
integrare de tip „pas cu pas" (step-by-step) care presupun discretizarea în 
raport cu timpul a tuturor funcţiilor care intervin în ecuaţia (2.142). Metoda 
a\·înd un caracter iterativ şi aproximativ, evaluarea răspunsului în timpul 
istoric (time history) al aplicării acţiunii rezultă prin cumularea răspunsurilor 
incrementale corespunzătoare unor incremente de timp /).t, de durată foarte 
scurtă. 

.\Iişcarea sistemului pe intervalul de timp incremental este guvernată 
de condiţia de echilibru dinamic instantaneu, exprimată atît la începutul, 
cit şi la sfirşitul intervalului. Răspunsul incremental exprimat în deplasări 
şi viteze incrementale de la sfirşitul unui anumit interval devin condiţii 
iniţiale pentru intervalul următor. Operaţiile de calcul sînt conduse „pas 
cu pas", obţinînd în final variaţia răspunsului exprimat în deplasări, 'viteze 
sau acceleraţii. Prin aproximarea corespunzătoare a variaţiei funcţiilor 
care definesc în timp coeficienţii din ecuaţia (2.142) pe fiecare interval de 
timp J.t, ope"aţiile de calcul se reduc la analiza succesivă a unui număr 
nelimitat de sisteme liniare cu caracteristici diferite de la interval la inter
val, p,, baza unor condiţii iniţiale specifice fiecărui sfîrşit de interYal. 

2.10.2. Exprimarea ecuaţiei de echilibru dinamic incremental 

S,: consideră sistemul cu 1 GLD din figura 2.30, a supas unei acţiuni 
directe F(t) oarecart' (fig. 2.30, bi, ale cărui caracteristici de amortizare 
(Jig. 2.30, c) şi de rigiditate (fig. 2.30, d) sînt variabile în timp, caracteristica 
inerţială m fiind considerată constantă pe toată durata mişcării. 

Ecuaţia de mişcare la timpul t rezultă din condiţia de echilibru dinamic 
instantaneu, aşa cum s-a arătat la începutul acestui capitol, adică: _ 

-Fi(t) + F0 (t) + Fc(t) = F(t). 

În mod analog se scrie şi ecuaţia de mişcare la timpul t + :1t: 

-F,(t + :1t) + F"(t + :1t) + Fc(t + Ât) = F(t + J.t). 

(2.143) 

(2.14-l) 

Prin substituirea ecuaţiei (2.143) în ecuaţia (2.144) se obţine ecuaţia 
de cchihbm dinamic incremental: 

(2.145) 
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Semnificaţia forţelor incrementale care intr·1T1·11 1'11 ,,l. ·,-1,t~ · . - , · . _.· lt, d" d" f .. .'.'. ' ~l,.:>cctl"•.ll,l,lt',!PZ\l a 
irect m 1gura 2.30.Expresnle analitice ale acestor forţe au urmă to are a formă. 

!).F;(t) = F, (t + J.t) - F;(!) = _ 111!1.1: (t) l 
!).F" (t) = F„ (t ··i- J.tJ - I·:, /!1 = , (t) :1.i (t) 

!).F,.(t) = F. (t -i- J.t) - F, (t) = k(t) .1..x(t) f . 
!J.F(t) = FU + .1..t) - F(t) = :1F(t) ) 

(2.146) 

1-i: _analiz~ răspuns~l?i increme_ntal nr_iaţia în timp a car;i.cteristicilor 
de d1srpar~ ŞI de clasţ1c1ta_te_ ale s1stemulm ,·or fi definite prin amortt'::arc 
~a11ge1~ta (f_1g. 2.30, c) ŞI r~g1d1tate tangrntâ (fig. 2.30, d). Se introduce această 
apr<;>x1maţ1e _deoar~ce atJt amortizarea secantă, cît şi ri~iditatea secantă 
depm~ d,e viteza ş1 deplasarea de la sfîrşitul inten·alului de timp !'::,.t care 
reprezmta de _fapt necunoscutele ce urmează a fi determinate. Evaluarea 
secan_telor pe mterval~l ~t- i:oat_e f1 făcută numai prin operaţii iteratin 
labori?ase care 1_1u se 1ust:fica dm punct de wdere practic a,·înd în vedcr' 
aproximarea satisfăcătoare pe care o furnizează utilizarea tangentelor. L: 
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Ţinînd seama de expresiile (2.146), ecuaţia de echilibru dinamic, incre
mentul devine 

mÂx(t) + c(t) Âx(t) + k(t) .6.x(t) = .6.F(t). (2.147) 

În această ecuaţie, coeficienţii variabili pot fi exprimaţi prin orice formă 
de neliniaritate disipativă şi elastică. 1n acest sens, variaţia rigidităţilor k(t) 
poate fi exprimată atît prin deplasări, ca în cazul materialelor cu comportare 
inelastică, cît şi prin proprietăţile histeretice ale materialului, corespunzător 
unei comportări postelastice. 

2.10.3. Integrarea numerică a ecuaţiei de mişcare 
prin integrarea „pas cu pas". Metoda acceleraţiilor liniare 

în literatura de specialitate există metode de integrare numerică de tip 
,.pas cu pas" a ecuaţiei de echilibru dinamic instantaneu [8], [51], [129], 
[144], [147] etc., care furnizează rezultate satisfăcătoare din punct de vedere 
ingineresc, în timp ce operaţiile de calcul se conduc pe baza unor algoritme 
de analiză destul de simple. 

în metoda acceleraţiilor liniare se consideră că acceleraţia de răspuns a 
sistemului cu 1 GLD are o variaţie liniară pe ţiecare increment de timp Ât, 
substituind astfel curba acceleraţiilor efective printr-o variaţie poligonală 
(fig. 2.31, a). În acest interval proprietăţile de definire ale sistemului ră
mînînd constante, analiza răspunsului dinamic incremental se efectuează 
ca în cazul sistemelor cu comportare liniară, în care condiţiile iniţiale cores
pund deplasării şi vitezei de la sfîrşitul fiecărui pas de timp Ât anterior pa
sului Ât analizat. Admiţînd ipoteza acceleraţiilor incrementale liniare, r.ezultă 
că variaţia vitezelor incrementale vor fi definite printr-o parabolă pătratică, 
iar variaţia deplasărilor incrementale printr-o parabolă cubică. 

Metoda variaţiei liniare a acceleraţiilor incrementale, pe intervalul de 
timp Ât, este expusă în multe lucrări de specialitate avînd însă ca sursă prin
cipală studiile elaborate de R.W. Clough, studii sintetizate în tratatul [51] 
elaborat împreună cu J. Penzien. 

În vederea efectuării analizei numerice se va considera un pas oarecare 
aparţinînd variaţiei acceleraţiilor de răspuns i(t), definit de ramura liniară 
delimitată de intervalul de timp incremental Ât = t1 - t1 (fig. 2.31, b). 

Expresia variaţiei acceleraţiilor pe acest interval I ezultă: 

x(-r) = x(t,) + .6.x(-r) = x(t1) + .6.x(tJ -r. 
.6.t 

Prin integrări succesive se vor obţine: 
- variaţia vitezelor (parabolă pătratică) 

.X (-r) = x(t;) + rT X (-r) d-r = X (t1) + X (t,)-r + ÂX (t1) • "t"
2 ; 

) 0 Ât 2 

- variaţia deplasărilor (parabolă cubică) 

x(-r) = x(t,) + r x(-r) d-r = x(t,) + x(t1) -r + i(t1) -r2 + .6.x(t1) • -r3. 
J0 2 Ât 6 
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La sfîrşitul inten-alului de timp (7 = J.t) ,·iteza şi deplasarea ,·or an·a 
următoarele expresii: 

i(t,) = X(f) ' :t''(t) Af , j__y(f ) j_f~ 
1 ' t J, i .;_),. 1----·-, 

J.t 2 (2.148) 

x(t1) = x(t,) + x(t1) !),.t + x(t;) J.t 2 + J.i(t;) . .:1ta , 
2 J.t 6 (2.149) 

,ix(t1) = x(t1) - x(t;) = x(t;) :.i.t + J..i:(t;) . J.t2 , 

J.t 2 (2.150) 

.'.ix(t1) = x(t1) - x(t;) = x(t;) :.i.t + i(t;) J.12 + J.i(tJ_ __ ~~-
2 :.i.t 6 

(2.151) 
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Intrucît rezolvarea numerică se va efectua în raport cu deplasarea incre
mentală flx(t), din relaţia (2.151) se va explicita acceleraţia i~crementală 
flx(t1) unnîncf a fi introdusă în relaţia (2.150). În acest sens, se obţme: 

!:i.x(t1) = flx(t1) • ~ - x(ti)~ - 3x(ti), 
flt! Ât 

(2.152) 

3 ~·() ""()Ât flx(t1) = !:i.x(tJ- - .)X f1 - X t, -· 
Ât 2 

(2.153) 

Prin înlocuirea expresiilor (2.152) şi (2 .153) în ecuaţia de echilibru dinamic 
incremental (2.147), rezultă: 

mflx(t,) + c(t1) flx(t1) + k(ti} !:i.x(t1) = !:.F(tJ, (2.154) 

sau 

m [1:.x(t;) ~ - x(t-) ~ - 3.x(t1)] + c(t1) [Ax(t1) 2_ - 3x(t1) -
flt2 • !:.t flt 

- x(t1) ~] + k(t.1) Ax(t1) =flF(t,). 

Scrierea ecuaţiei (2.154) mai poate fi reorganizată astfel: 

[k(t;) -1- m ~ + c(t,) 2-] Llx(t;) = 
I !:i.t~ J !lt 

= 11F(t1) + m [ x(t;) ~t + 3i(t1)] + c(t1) [ 3.i(t,) + x(t;) ~] • 

au într-o forllla mai condensată 
k(tJ llx(t;) =!J.F(t;), 

(2.155) 

(2.156) 

(2.157) 

(2.158) 

(2.159) 

reprezintă „încărcarea incrementală e!ectiv~". . _ 
Se obscn-ă că pentru orice sec,·enţa de ţ111;p t1 ?-~t, ecuaţ1~ (2. l:>7) este 

identică cu ecuaţia incrementală care ex~nmc1; ~chihbrul ~tat1c ms_tantan~u. 
Efectul comportării dinamice a sistemului nehmar apare m ecuaţia (2. l:i7) 
prin introducerea în k(t,) şi M(t;) a influe~ţei inerţiei şi disipări_i. 1n această 
situaţie, la sfirşitul fi~_cărui in_creffi:ent de timp flt, deJ?la?ar~a mc~em~ntală 
se obţine prin operaţu algebrice stmple .. Celelal~e măr1m1 c1~ematlce mere
mentale specifice se obţin prin intermedml relaţ1_1lor (2.152) ş1 t2.153). T<?ate 
aceste mărimi devin condiţii iniţiale pentrn mterv,>lul urmator de timp 

!J.t = t1 - tr,.1• • • • d · ă ·· 
ln analiza unui sistem cu comportare nehma~~- pri~_ 1;1-eto a 1~tegr ~u 

numerice, se consideră totdeauna cunoscute _co~d!ţ!ile m1ţ1al~ ex~nmate ~n 
deplasările x(t0 ) şi viteze v(t0 ), încît acceleraţia 1mţ1ală se obţme dm ecuaţia 
de mişcare (2. I 43) astfel: 

x(t0) = _!_ [F(t0) - F,.(t0) - F,(t0)]. (2. 160) 
ni 
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La sfîrşitul fiecărui interval, definit prin timpul incremental flt se deter
mină deplasarea şi viteza astfel: 

-~(t,) = ~(t, + fli) = ~(t,) + Â~(t,) } . 
x(t1) = x(t1 + flt) = x(t,) + Âx(t1) 

(2.161) 

În metoda de integrare numerică „pas cu pas" expusă mai sus, s-a consi
derat o variaţie liniară a acceleraţiei pe timpi incrementali Ât şi de asemenea 
că proprietăţile elastice şi disipative ale sistemului nu se modifică pe intrn·alul 
de timp flt. Cu toate aceste ipoteze simplificatoare, dacă metoda este corect 
aplicată şi în condiţiile unei discretizări riguroase, rezultatele numerice cc se 
obţii!. sînt satisf~c~toare din p~nct _de vedere practic. 1n această privinţă, 
stab1hrca duratei mcrementulm de timp !1!, care guvernează calitatea discre
tizării, trebuie să ţină seama de modul de Yariaţie al acţiunilor exterioare, 
specificul neliniarităţilor elastice şi disipative, precum şi de valoarea perioadei 
proprii de vibraţie Ta sistemului. Pentru ca erorile care intervin inerent în 
această metodă (avînd în vedere caracterul său aproximativ) să devină minime 
se recomandă ca llt/T ~ 1/10. ' 

Controlul sau identificarea eventualelor erori din fiecare pas al procesului 
iterativ reprezintă o cerinţă obligatorie în analiza numerică dectuată. în 
acest caz se poate exprima echilibrul dinamic instantaneu la sfîrsitul fiecărui 
interval de timp fli, adică '· 

F 1(t;) + Fa(t1) + F,.(t;) = F(t1) 

sau 

Aceastrt metodă poate fi aplicată cu mult succes şi în cazul analizei siste
melor cu comportare liniară, operaţiile de calcul fiind mult simplificate dato
rită faptului că toate caracteristicile de definire ale sistemului (m, c, k) 
nu se modifică în timp. 

)Ietoda integrării numerice „pas cu pas" a fost iniţiată în anul 1952 şi 
perfecţionată în 1962 de către N.:M. Ne,\mark [144], [145]. Pentru variaţia 
Yitezei şi deplasării pe intervalul de timp !it au fost propuse următoarele 
relaţii: 

(2.162) 

(2.163) 

S-a constatat că metoda de analiză furnizează rezultate bune atunci cînd 
coeficientul numeric ~ are valori cuprinse între 1/8 şi 1/4. În general acesta 
depinde de modul în care se discretizează curba acceleraţiilor, precum si de 
variaţia acesteia pe intervalul de timp incremental Ât considerat. Dacă ~cest 
interval de timp este foarte redus (raportat la perioada proprie de vibraţie 
a sistemului), valoarea coeficientului ~ poate fi luat egal cu 1/6. 1n această 
situaţie relaţia (2.163) deYine: 

(t) •(·t) + ••(t )• "t I •··( ' Â/2 •• ( •) Ât2 X ; = ., 1 X ·; u 1 ;\ f;) - + X 11 - • 
3 6 

(2.164) 
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În trucît conform figurii 2. 31, b rezultă 

x(t1) + x(tj) = 2x(t1) + Âx(t1), 

se constată că relaţiile (2.162) şi (2.164) sînt identice cu relaţiile (2.148) şi 
(2.149), astfel încît această metodă, în condiţiile în care se consideră ~ = 1/6, 
se reduce la metoda variaţiei liniare a acceleraţiilor de răspuns. 

În cazul în care pe intervalul de timp Ât se admite ~ = 1/4, rezult:'t pentru 
variaţia deplas.c.1.rilor incrementale o variaţie parabolică pătratică. Această 
situaţie corespunde unei discretizări a acceleraţiilor de răspuns în trepte, cu 
acceleratii constante pe fiecare interval Ât, avînd valoarea egală cu media 
acceleraţiilor de la capetele acestuia. 

Într-adevăr, înlocuind ~ = 1/4 în relaţia (2.163) rezultă: 

'()A "()Ât2 ''()Ât2 
x(t1) = x(t1) + X t1 ut + X t1 - + X t1 - • 

4 4 

Operaţiile de calcul „pas cu pas" decurg în mod analog cu cele din metoda 
acceleraţiilor liniare. 

2.11. APLICAŢII 

Aplicatia 2.11.1. Se cerc determinarea pulsaţiei şi perioadei proprii de 
vibraţie ;{_ grinzii din figura 2.32 acţionată gravitaţional, Q =:= mg. Înt:11cît 
masa proprie se concentrează, grinda ~e transfor:mă într-un sistem o~cilant 
cu un singur grad de libertate caracterizat numai de deplasare<l; 1!1:lsei 111 = 
= Q/1; pe direcţia verticală. Se vor considera următoarele date m1ţ1ale:.Q = 
= 6tf (58,85kN); EI = 3 OOO tfm2 (29 430kNm2); l = 4,00 m. 

Pentru calculul pulsaţiei proprii se aplică formula: 
,--(,) = 'lg/xsT• 

unde x8T reprezintă săgeat_a statică produsă ~e acţiune.a forţei Q _aplicată pe 
directia de oscilatie a masei m. Calculul acestei deplasări se face prin metodele 
cunoscute din r~zistenta materialelor sau statica structurilor. În cazul de 
faţă se poate folosi foniiula dată în tabelul 2.1, adică 
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5Ql3 
x. ----· 
. . 'T - l92EI 

Înlocuind datele numerice, rezultă XsT = 0,333 cm şi deci 

w = 54,4 rad/s şi T = 27t/w = 0,115 s. 

El m 

Fig. 2.32 

m= Q.(g 
T ~ 31 
l I 

J_ 
r-1,St--/ 

ffi X 1 
I 

Fig. 2.33 

A~~icaţia_2.11:2· Să se stabileasc~ ;X:r~res~ile pulsaţiei, frecvenţei, şi perioadei 
propru de vibraţie pentru bara cotita dm figura 2.33. Se vor folosi formulele 
(2.16), (2.17) şi (2.18). 

S~gea~a staticţ pr?dus~ din acţiunea încărcării gravitaţionale Q, orientată 
pe_ dvirecţ1a de oscilaţie (orizontală) se determină cu expresia :.\Iaxwell-l\Iohr, 
adica: 

\ 
dx 

XţT = J1fx Qm, 1-· ,. •. ' ,., EI 

Prin integrarea diagramelor de momente date în figura 2.33 rezultă: 

XsT = 0,5Ql3/EJ, , ·'.~T = O, 707 ,1Ql3/EI. 

În consecinţă, se vor obţine expresiile următoare: 

eu = 44,3 ,/EJ/Ql3 , f = 7,07 ,/EI/Q/3, T = 0,1414 /(j[:i;ţ;J. 
Aplicaţia 2.11.3. Să se calculeze pulsaţia ~i perioada proprie de vibratie 

pe1;1tru hala industrial~ din figura 2.34. Se ,·a considera că stî1pii sînt arti~u
laţ1 la capetele supenoare de fermele acoperişului. Datele problemei sînt 
următoarele: Q = 240 tf (2350 kN) - rezultanta încărcărilor onvitationalc 
transmise de acoperiş; EI= 5 OOO tf.m2 (49 OOO k:t\ • m 2); li= 5~00 m. ' 

J?e.o~rece stn:ct:ura acoperişu1u_i se poate considera perfect rigidă în raport 
cu ng1d1tatea stilp1lor la deplasăn laterale, săgeata statică produsă de actiu-
nea orizontală a forţei Q va rezulta: · 

. Qha 91za 
X,.T = ------. = -- . 
" 3EJ:.I (stîlpi; 15EI 

Dacă se ţine scama de datele numerice se obţine: 

Xsr = 40 cm, 
încît, pulsaţia şi perioada vor fi; 

w = 4,95 rad/s şi T = 1,26 s. 

Fig. 2.34 
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t F(t) 
m EI 

Fig. 2.35 

în cazul în care sr consideră încas
trări perfecte şi la capetele superi?are 
ale stîlpilor, săgeata va avea expresia: 

Qft3 Qha 
X' - =--, 
• -<T - 12E'5.:.l (stîlpi) 60El 

şi deci 

XsT = 10 cm, w = 9,9 rad/s şi 

T = 0,63 s. 

Aplicaţia 2.11.4. Să se determine 
diagrama momentelor încovoietoare 
pentru grinda din figura 2.35, încărcată 
cu sarcina Q = mg, ţinînd seama şi de 

efectul aplicării dinamice a forţei 
mărimi iniţiale: 

F(t) = F O sin 6t. Se cunosc următoarele 

Q = 3tf(29,43 kN); F 0 = 2tf (19,6 kN), 0 = 27 rad/s; 

El = 4 OOO tf · m 2 (39 240 kN · m2); l = 8 m. 

Efectul dinamic al aplicării forţei perturbatoare F(t) este pus în evidenţă 
de coeficientul dinamic µ care se determină cu formula (2.48): 

1 
µ = 1 - (0/w) 2 • 

Pentru a obţine pulsaţia proprie w a grinzii se calculează în prealabil să"geaţa 
statică produsă de acţiunea sarcinii Q pe direcţia gradului de libertate: D1~ 
tabelul 2.1, pentru grinda simplu rezemată acţionată la mijlocul deschidem 
de forţa Q, rezultă următoarea expresie a să;eţii: 

Qls 
X =--• 
ST- 4.8El 

Avînd în vedere datele numerice şi folosind relaţia (2.16) se obţine XsT = 
= 0,8 cm; w:::::: 35 rad/s; 0/w = 0,775, astfel încît coeficientul dinamic rezultă 
µ = 2,5. Forţa dinamică maximă se determină cu expresia (2.55): 

Fa= µF0 = 5 tf (49 kN). 

Avînd în vedere efectul alternant al forţei dinamice, diagramele de mo
mente care sînt reprezentate în figura 2.35 au rezultat din relaţia: 

M=MQ±MF. 

:Momentele, maxim şi minim, din mijlocul deschiderii vor fi: 

1\I, 12 = (Q ± µF 0) ! = (6 ± 10) tfm = (58,8 ± 98,1) kNm, 

iar deplasările în mijlocul deschiderii 

X112 = XQ ± XF = (0,8 ± 1,33) cm. 
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Aplicaţia 2.11.5. Se cerc diagrama momentelor încovoietoarc pentru grinda 
continuă din figura 2.36 solicitată de încărcarea gravitaţională Q = mg şi de 
forţa perturbatoare F(t) = F 0 sin 6t, cunoscîndu-se: Q = 4tf (39,24 kN); F 0 = 
= 2,5 tf (24,5 kN); 0 = 40 rad/s; El= 4 OOO tf.m2 (39 240 kN-m2), l = 6 m. 
Calculul se conduce la fel ca în aplicaţia precedentă. 

Săgeata statică produsă de acţiunea sarcinii Q se determină ţinînd seama că. 
sistemul este static nedeterminat. Dacă se efectuează un asemenea calcul şi 
c;e iau în considerare datele numerice ale problemei se obţine: 

şi în consecinţă 

23 Ql3 

XsT = --- - = 0,323 cm 
l 536 EI 

0 = ,1 g/xsT:::::: 55 rad/s. 

Coeficientul dinamic va rezulta 

I 
u. = ------~, 12 
' 1 - (40/55) 2 - -, • 

1n baza relaţiilor (2.53) şi (2.55) se pot determina valorile de amplitudine 
ale deplasării şi forţei, corespunzătoare acţiunii dinamice a sarcinii pertur-
batoare F(t), adică: . 

23 FJ.3 

xd = ± .,.c1,.T = ±" · -- -- = + 0,428 cm, 
r · r 1 536 El -

Fd = ± p.F0 = ± 5,3 tf (52 kN). 

Ţinînd seama şi de încărcarea gravitaţională Q, diagramele de momente 
vor rezulta din acţiunea următoarelor forţe aplicate static: 

Pi-i;.~ = Q + µf~ = 9,3 tf (91,24 kX), 

Pi,-;,~= Q - µF0 = -1,3 tf (12,76 kN). 

Cu ajutorul acestor încărcări s-au determinat diagramele de momente 
încovoietoare din figura 2.36, folosind metodele de calcul cunoscute din 
Statica construcţiilor. 

m iF(tJ EJ 
,A'""_ ---------_fl .... ,---~ '-----.. 

-112 __ _.;__ -112 ---1--------l -------=r-
1 "f- ·, 

Prr:a; / 

5,23tfm (51,3 kNm) 

11,35tfm (112,SkNml 

1,5Bf.m(15,SkNm) 

!~~ =:, o'.13tm(7,15kNm) 
max 

Fig. 2.36 
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Deplasările maxime ale masei m ,·or fi: 

xL;;;>. = Xsr - µ-1.sr = -0,105 cm. 

Aplicaţia 2.11.6. Să se determi e variaţia deplasărilor masei m, în regim 
staţionar (permanent) de acţionare a forţelor perturbatoare armonice F 1(t) = 
= F0 ,1 sin Oif şi F 2(t) = F 0 ,2 sin 02!, care se aplică grinzii din figura 2.37, a. Se 
presupun cunoscute: Q = mg = 6tf (58,85 kN); F0 •1 = 2tf ( 19 ,6 kN); F0.2 = 
=ltf (9,81 kN);01 =25rad/s; 02 =50 rad/s; EI= 12 OOO tf.m2 (118 OOO kNm2): 

l= 8 m. 

Variaţia deplasărilor pe direcţia de oscilaţie a masei m se determină cu aju
torul relaţiei (2. 90) : 

xA(t) = µ1.1_.1 1 sin Oif + µ2.1A. 2 sin 02', 
unde 

iar ..iA, 1 şi .1A. 2 reprezintă deplasările statice pe direcţia verticală a punctu
lui A, cînd grinda este acţionată static de forţele F0•1, respectiv F0, 2 . 

Este necesar să se calculeze mai întîi pulsaţia proprie a sistemului în ve

derea identificării prealabile a unui eventual pericol de rezonanţă. În cazul 
în care fenomenul de rezonanţă nu este posibil, pulsaţia proprie se va ţolosi 
la determinarea coeficienţilor dinamici µ1 şi µ~. 
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iF, III m :f' (IJ 
Q 1 8A 2 

A I I .A. 

O, 2 

0,1 

- 0,1 

.0,2 

f- l/4 -+-li 4 -+-114 -+-,(/4 -Ţ 

O, 189 sin 25 t 

1 0,147 sin 50 t 

Calculul pulsaţiei se face ca şi în cazurile precedente prin intermediul să
geţii statice produsă de încărcarea gravitaţională Q aplicată în punctul A. 
Rezul1ă: 

. Ql3 o 
X~T = ---- = 0,5.l3 Clll, 
. 48EI 

şi deci 

Înlocuind w, 01 şi 02 în expresiile coeficienţilor dinamici, se obţin Ya!orik: 

Deplasările statice rezultate din acţiunea s~parată a fo;-ţclor F'.>,I şi F 0 . 2 

care se calculează prin metodele cunoscute, ,·or fi: 

.1A,I = 0,122 cm, Li,◄, 2 = 0,061 cm, 

astfel încît, expresia dcplasttrilor m2s~i m în regim staţicnar devine 

x,1(t) = 0,189 sin 25! - 0,147 sin SO!. 

Fiecare componentă· a miş:ării este reprezentată în fi~ura 2.37, b. În 
aceeaşi figură este pusă în evidenţă şi mişcarea rezultantă care este de tip pe
riodic întrucît 02/01 = 2. Pcrio:tdclc celor două co:npo:1cntc sînt următoardc: 

,, 21t 2,. 
11 =-=- = 0,08..:, 

01 25 
( s)' (s). 

Perioada variaţiei deplasărilor X,1 (t) va fi egală cu T 1 , aşa cum rezultă 
din figura 2.37, b. Valorile deplasărilor produse de acţiunea simult:rn{i a 
forţelor perturbatoare F 1(t) şi Fit), în 
intervalul O,;:; t,;:; T 2 , au rezultat: 

t = O, 
t = 0,01 T., 

t = 0,02 '-• 
t = O 03 ,., 
t = 0,04 i., 

X,4. = O; 
xA = -0,013 cm; 
xA = 0,189 cm; 
xA = 0,280 cm; 
XA = O. 

Aplicaţia 2.11.7. O fundaţie de beton 
sustine un utilaj al dtrui motor trans
mit'e pe direcţia verticală o forţă pertur
batoare F(t) = F0 sin O(t). Greutatea pro
prie a utilajului este G1 = 15 tf (147 kN). 
Blocul de fundatie are forma unui para
lelipiped avînd laturile a= 2,0 m şi 
b = 1,5 m, iar înălţimea li = 1,2 m 
(fig. 2.38). Dacă se consideră 10 = 
= 2,5 tf/m3 (24,5 kN/m2) rezultă greu
tatea proprie a blocului de beton egală 
cu G2 = 9 tf (88,5 kN). Forţa perturba
toare F(t) este caracterizată de F 0 = 
= 2 tf ( 19, 6 kN) şi de O= 45 rad/s. Terenului Fig. 2.38 
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de fundatie, considerat de tip mediu, îi corespunde un coeficient de compre
siune elastică uniformă, pe direcţie verticală, C, = 2kgf/cm3 (1,96 daN/cm3). 

Se cere să se calculeze presiunile totale pe talpa de funclaţie ţinînd seama 
de efectul dinamic produs de forţa perturbatoare. Calculul se va face în două 
ipoteze, în prima se va neglijc: in~~uen_ţa amoi:tizării (v = O), i:ir în a ~o_u! 
se va considera Efectul amortizăn1 prm fracţmnea dm amortizarea critica 
V= 0,J5. 

Determinarea pulsaţiei proprii de vibraţie a ansamblului format din blocul 
de fundaţie şi utilajul propriu-zis se face aplicînd formula cunoscută 

ev= ./g/xsT• 
unde în acest caz deplasarea statică XsT reprezintă tasarea pe direcţia verti
cală produsă de sa'rcina statică G = G1 + G2 = 24 tf (235, 5 kN). Deci 

G cr 
XsT =--=-, 
. C,A1 C, 

în care A este aria tălpii fundaţiei, adică A 1 = a· b. Dacă se înlocuiesc datele 
numeric/ în expresiile de mai sus \"or rezulta valorile următoare: 

XsT = 0,4 cm, ev= 49,5 rad/s, 6/ev = 0,91. 

In cazul în care se neglijează amortizarea (v = O), coeficientul dinamic se 
obţine cu relaţia 

1 
µ = 1 - (6/w)2 ~ 5,9, 

iar forţa dinamică maximă corespunzătoare 

Fa= µF0 = 11,8 tf (116 kN). 

Forţa totală maximă care acţionează asupra tălpiilde fundaţie'va fi: 

N(v = O) = G1 + G2 + Fa = 35,8 tf (351 kN). 

Efortul unitar maxim pe talpa fundaţiei, corespunzător acestei forţe, va 
avea valoarea : 

cr (v =O)= N(v = O) :: 1,2 kgf/cm2 (1,18 daN/cm2). 
max Ât 

Dacă se tine seama de influenţa amortizării şi se consideră v = 0,15 coefi
cientul dinainic se determină cu relaţia (2.62): 

1 
I -~ 3,2. 

V[ 1-(:, rr + 4v2( :r 
În consecinţă rezultă: 

N(v = 0,15) = 30,4 tf (298 kN); 
crmaAv = 0,15)::::: 1,01 kgf/cm2 (0,99 daN/cm2). 

Deoarece 6/w < 1, utilajul căruia îi corespunde forţa perturbatoare F(t} 
funcţionează în zona acordării joase a sursei (sistemul este supraacordat). 

Aplicaţia 2.11.8. Pentru struct,:-ua de beton ar_ma!, static nedete~inată, 
din figura 2.39 a actionată de mcărcarea grav1taţ10nală Q = mg ş1 forţa 
perturbatoare F(t) = F0 sin 6t se determină diagramele de momente încovoie
toare maximă şi minimă în regim staţionar. Se consideră următoarele date 
numerice: Q =mg= 8 tf (78,48 kN), F 0 = 4 tf (39,24 kN), 6 = 40 rad/s. 
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Considerînd momentul de inerţie de referinţă I corespunzător unei sec
ţiuni de 30 X 40 cm, rezultă EI= 4 800 tLn2 (47 088 k\'m2). 

Se calculează mai întîi pulsaţia prop:-ie "' a sistemului. Pentru aceasta 
~te necesar să se determine săgeata statică XsT a structurii, produsă de acţiu
nea încărcării Q pe direcţia GLD. 

Luînd în considerare datele aplicaţiei au rezultat x~T = 0,3Î5 cm, iar 
pulsaţia proprie w = 51,252 rad/s. 

Factorul de amplificare dinamică (FAD) este 

1 1 
!J. = ----= ------ "' 2,558. 

1 - (0/wf 1 - (40/5 J ,252)2 

Diagramele de momente Alma,· şi Jfmin rcprczcntak în figurile 2.39, b 
şi 2.39, c sînt produse de forţele Q + ,1F0 = 18,232 tf (!78, 86 k:-.'), respectiv 
Q - µF0 = -2,232 tf (-21,90 k'\). 

Deoarece forţa µF0 depăşeşte în valoare abso'.ută forţa Q, cEagr,tma jf mi• 
rezultă inversată faţă de Mmax (F,1 =-= Q + [-tF0). 

_l F(t) 

"'l 
R-----i----,----'fR,,~--~---~ -,-

1,951 1,9s1 I, 

14,29 

O, 39 

14,29 

3,21 
22,17 tfm (217, 49 KN m) 

Fig. 2.39 

4,00 m 

_J_ 

0,39 
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3 
DINAMICA SISTEMELOR DISCRETE. SISTEME CU UN NUMĂR 
FINIT DE GLD 

În analiza dinamică nu pot fi reduse toate structurile la sisteme oscilante 
cu un singur grad de libertate dinamică (I GLD), avînd în vedere complexi
tatea şi particularităţile configuraţiilor structurale, precum şi faptul că masele, 
cu rare excepţii, au o distribuţie continuă. În asemenea situaţii, pe baza unei 
modelări 1-·nerţialc riguroase, se pot transforma structurile reale în sisteme 
oscilante discrete cu un număr limitat n de grade de libertate dinamice (nGLD). 
Localizarea punctelor nodale de concentrare a maselor discretizat, rebuie 
să reflecte cît mai fidel comportarea reală a structurii modelate, a J încît 
configuraţiile deformatelor dinamice să fie evaluate cu cît mai multi exacti
tate. Se înţelege că rezultatele analizei numerice vor avea o acurateţe ridicată 
dacă densitatea punctelor nodale, de concentrare a maselor, creşte în mod 
corespunzător. Prin adoptarea unui sistem inerţial discret, cîmpul de vectori, 
care precizează configuraţiile defom1atelor dinamice instantanee va fi definit 
de un număr finit de coordonate discrete (GLD). Criteriile care stau la baza 
discretizării inerţiale au fost expuse pe larg în § 1.5.1. 

În acest capitol vor fi examinate, din punct de vedere dinamic, numai 
structurile plane ale căror elemente de rezistenţă sînt dominant încorniate. 
1n asemenea cazuri se pot neglija inerţia de rotaţie şi inerţia de tran'slaţie 
axială, întrucît influenţa lor este nesemnificativă în raport cu cea a inerţiei 
de translaţie transversală, asociată deformaţiilor de încovoiere. Se admit 
deci ipotezele cu privire la concentrarea punctuală (nodală) a ma::;elor şi a 
inextensibilităţii barelor, care în majoritatea situaţiilor corespund comrortării 
reale a structurilor. În consecinţă, se va substitui modelul discret standard, 
printr-un modd di:scret sz·mplzficat în care coordonatele dinamice independente, 
adică necunoscutele sistemului, sînt definite numai prin mişcări de translaţie 
transversală. Această simplificare reduce considerabil numărul coord'.matelor 
dinamice, ceea ce reprezintă un avantaj substanţial în analizele numerice. 
Se face menţiunea că este posibilă reducerea numărului de coordonate, chiar 
dacă nu se neglijează influenţa inerţiilor de rotaţie sau axiale, prin metoda 
condensării coordonatelor, aşa cum se va arăta în cap. 4. 

~Iasele concentrate din punctele nodale provin din masa proprie a struc
turii, din masa unităţilor nestructurale, precum şi din masele încărcărilor 
adiţionale corespunzătoare destinaţiei construcţiei. În această situaţie toate 
elementele componente şi conexiunile structurii" de rezistenţă au numai" funcţie 
elastică şi disipa#vă. 

în privinţa modelării· di"sipatfre se va admite că disiparea sistemelor ana
lizate este slabă, astfel încît se va neglija prezenţa amortizării. Prin urmare, 
în acest capitol, sistemele dinamice vor fi considerate energetic conservatiYe, 
unnînd ca în capitolul 4 să fie introdusă influenţa amortizării. De altfel, 
aşa cum a rezultat şi din capitolul 2, influenţa amortizării naturale asupra 
caracteristicilor dinamice poate fi neglijată. În consecinţă sistemul dinamic 
va fi descris numai inerţial şi elastic. Modelarea elasti"că, exprimată prin inter-
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mediul proprietăţilor de flexibilitate şi rigiditate, se obţine în conformitate 
cu c:;onceptele prezentate în § 1.5.3. 

Astfel, caracteristicile primare de definire ale modelului matematic, 
generate în coordonatele dinamice ale sistemului, vor fi următoarele: 

- matricea de inerţie (a maselor discrete) care rezultă diagonală tJfJ, 
prin decuplaj inerţial, datorită particularităţii modelului discret simplificat; 

- matricea de flexibilitate dinamică [DJ, simetrică şi pozitiv definită; 
- matricea de rigiditate dinamică [R] = [K], simetrică şi pozitiv definită. 
Matricele tJJJ, [DJ şi [RJ sînt de ordinul n, n (sistemul avînd nGLD), 

iar matricelc elastice au proprietatea cunoscută [DJ [RJ = [I], unde prin [IJ 
s-a notat matricea unitară sau ickntică (v. § 1.14). 

În cuprinsul acestui capitol vor fi abordate următoarele aspecte principale 
cu privire la dinamica sistemelor discrete cu nGLD: 

• Vi'braţfrle libere (răspuns dinamic liber), care se produc după cc acţiu
nea perturbatoare a încetat. Se analizează în baza condiţiilor iniţiale (cunos
cute) în care se manifestă mişcarea sistemului. 

• Vibraţiile proprii, interpretate ca soluţii particulare ale vibraţiilor 
libere, se studiază independent de condiţiile iniţiale. În această situaţie, inter
venind numai caracteristicile inerţiale şi elastice ale sistemului, analiza vi
braţiilor proprii permite ide11tijicarea caracteristicilor dinamice proprii ale 
structurilor (valori şi vectori proprii). 

• Vibraţiile forţate (răspuns dinamic forţat) vor fi tratate numai în 
cazul acţiunilor de tip armonic (sau periodic), cu caracter permanent. 

Ecuaţiile de condiţie, care guvernează modelul matematic admis, vor fi 
exprimate în sensul principiilor expuse în § 1.14. Metodele de operare, în 
concept dinamic, vor fi deci următoarele: 

- metoda forţelor de inerţie, numită şi metoda matricei de flexibilitate [D], 
care se bazează pe exprimarea condiţiilor de compatibilitate a deplasărilor 
dinamice instantanee, pe direcţia GLD ale sistemului; 

- metoda deplasărilor dinamice insta11ta11ee, numită şi metoda matrfrei de 
rigiditate [R], care constă în exprimarea condiţiilor de echilibru dinamic in
stantaneu, pe direcţia GLD ale sistemului. 

Toate efectele dinamice, care reprezintă consecinţa aplicării acţiunilor 

variabile în timp, se evaluează în raport cu poziţiile de echilibru static ale 
sistemelor. 

Faptul că în dinamica structurilor necunoscutele (GLD) se definesc inde
pendent de metodele de operare demonstrează unitatea formulărilor mate
matice. Rezultă deci că utilizarea unui anumit mod de analiză reprezintă 
o problemă exclusiv de opţiune, dacă s·e face abstracţie de particularităţile 
modelului matematic. De altfel, între cele două metode de operare există 
o legătură directă datorită to:.:mai proprietăţii existente între matricclc clastice. 

La tratarea modelului matematic, precum şi la exprimarea ecuaţiilor de 
condiţie, se vor folosi elemente de algebră matriceală. 

Întrucît se admite că sistemul dinamic are o comportare fizică şi geometrică 
liniară, se ,·or aplica simultan principiile proporţionalităţii şi superpoziţiei. 
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3.1. VIBRAŢII LIBERE. RĂSPUNS LIBER. 

VIBRAŢII PROPRII. IDENTIFICAREA CARACTERISTICILOR DINAMICE 
PROPRII 

3.1.1. Utilizarea metodei matricei de flexibilitate dinamică [D] 

1n această meţodă se vor exprima deplasările dinamice instantanee în 
funcţie de forţele de inertie, prin intermediul matricei [DJ, pe direcţia fie
cărui GLp, !n acor~ cu. c_onceptul de ope~are ~xpus în § 1.14 . . Dacă asupra 
~?~elul~1 discret s1mphf1cat _cu 1~~LD dm figura 3.1 se aplică un impuls 
imţ~~• s1stell:ul va ~fectua v_1br}ţi_1 liber~ (t~ansversale) în j?rul poziţiei de 
e:hihbf? static. 1_"f! timpul m1şcar_u, _:pe direcţi~ GLD se mamfrstă deplasări, 
viteze şi acceleraţn, ale căror vanaţu caracterizează răspunsul liber al siste
mului. 1n consecinţă, acceleraţiile instantanee vor genera pe direcţia tuturor 
GLD forţe de inerţie J(t) exprimate prin vectorul: 

sau 

-m1x1(t) 

-m~x2(t) · 

-111~---•\.(t) 
{I(t)}~. 1 = = -[JIJn ... {x(t)},,, 1 , 

-111•.,:n(t) 
... 1 

Ecuaţiile de condiţie vor avea următoarea formă generală: 

{x(t)},.,1 = [DJ,.,,. {l(t)},._ 1 

" Xi(t) = E t •. i;(t), k = 1, 2, ... n,. 
;-1 

(3.1) 

• (3.2) 

în ca_re {x(!)} reprezintă vectorul deplasărilor dinamice instantanee, tMJ -
matr:cea d1agon~l~ _de ine~ţie s~u a maselor (de:uplată inerţial), iar [D] -
matricea de ~lex1b1ht~t~ dmam1că (cuplată elastic), care rezultă prin asam
blarea vectorilor elastici {Sh, k = 1, 2 , ... n, aşa cum se arată în figura 3.1. 

Int_roducîndJn sistemul de ecuaţii (3.2) expresia forţelor de inerţie (3.1) 
se obţme ecuafitt generală a vibraţiilor libere: 

[D] [MJ{-"(t)} + {x(t)} = {O}. (3.3) 

Se constată. că ecuaţia _vibraţiilor libere (3.3), exprimată compact în 
formulare matriceală, reprezmtă un sistem de ecuaţii diferenţiale de ordinul II 
cu coeficienţi constanţi. • . · . . 
. Soluţi~le parti~ulare al~ ec~aţieţ (3:3) vor caracteriza vibraţiile proprii ale 

s~stemu~u1 dinamic. !)atontă. 1dent1t~ţ1i formale existente între ecuaţia (3.3) 
ş1 ecuaţia corespunzato~re s1stemulu1 cu 1 GLD (2.10), soluţiile particulare 
vor avea caracter armomc de forma (2.12), incit vectorii deplasărilor şi accele
raţiilor instantanee devin : 

{x(t)} = {A} sin ((,)t + 9), } 

{x(t)} = -c,i{A} sin ((,)t +. 9), 

unde prin {A} s-a notat vectorul amplitudinilor deplasărilor. 
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Fig. 3.1 

Prin substituirea soluţiilor (3.4) în ecuaţia (3.3) se obţine ewaţia generală 
a i,ibraţiilor proprii": 

(3.5) 

sau 

([D] tMJ - >.[IJ) {A} = {O}, >, = 1/c„2• (3.6) 

1n ecuaţiile de mai sus w sau i. reprezintă valorile proprii, {A} - vectorii 
prop_rii ai sistemului dinamic, iar [JJ - matricea unitate (sau identică). 

1n vederea simplificării operaţiilor de calcul, s-a introdus notaţia ,. (cu 
semnificaţie tot de valoare proprie), care prezintă avantajul că în matricea 
[D] tMJ a sistemului de ecuaţii (3.6) se depune pe diagonala principală. 

Spre deosebire de ecuaţia vibraţiilor libere, ecuaţia vibraţiilor proprii 
este algebrkă, liniară şi omogenă. :'.'iecunoscutele care intervin vor fi valorile 
proprii (exprimate prin pulsaţii, frecvenţe sau perioade) şi vectorii proprii 
(e:-..-primaţi prin ordonate discrete pe direcţia GLD) care definesc configura
file geometrice ale formelor proprii de vibraţie. 

Ecuaţiile {3.5) şi (3.6) sînt satisfăcute de soluţiile banale A 1 ~~ A 2 = ... 
= A" = ... = An = O, dar care nu prezintă interes practic întrucît caracte
rizează starea de repaus a sistemului dinamic. Pentru ca sistemul să ,·ibreze 
{să se afle în stare de mişcare) se impune condiţia ca amplitudinile Ak să fie 
diferite de zero. Avînd în vedere că ecuaţiile (3.5) şi (3.6) sînt algebrice şi 
omogene, condiţia necesară şi suficientă ca să admită soluţii diferite de zero 
este ca determinantul principal să fie nul, adică 

~(w) = lw 2[D] tMJ - [I]'. = O, 
Â(,,) = I [DJ tJIJ - ,.:Jj i = O. 

(3.7) 

(3.8) 

Ecuaţia (3. 7) în w2 sau ecuaţia (3.8) în ,. vor admite n soluţii, rezultînd 
deci pentru sistemul oscilant un număr de valori proprii egal cu numărul GLD. 

Ecuaţia de forma (3.7) sau (3.8) se numeşte ecieaţia valorilor proprii, ecua
ţia caracteristicii sau eczeaţi·a frecvenţdor (deşi nu intervin explicit frecvenţele). 
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Prin rezoh-arca ecuaţiei valorilor proprii se obţin n soluţii reale, pozitive 
şi în majoritatea situaţiilor distincte, avînd semnificaţia de pulsaţii, de frec
venţe sau de perioade, proprii, totalitatea acestora definind matricea spectrală 
a sistemului dinamic. 

Matricea spectrală exprimată în pulsaţii proprii cu are forma: 

ZERO 

c0 2 
(3.9) 

ZERO 

iar matricele spectrale exprimate în frecvenţe proprii f şi per:oade proprii T 
se obţin direct din (3.9) astfel: 

['FJ = _!_ ['il], ['ŢJ = h['QJ-1. 
2,c 

(3.10) 

Se observă că matricea spectrală este diagonală. Prin inwrsarea unei ase
menea matrice se obţine tot o matrice diagonală, elementele acesteia repre
zentînd inversele elementelor din matricea originală. 

Pulsaţia proprie cu valoarea cea mai mică (joasă), notată prin c,,1 , se 
numeşte pulsaţie propri'e fundamentală, iar celelalte valori w, reprezintă pul
saţii propri'ide ordinsuperi·or sau de ordinuli' (w; > w1, 1: = 2, 3, .. n).Cunoscînd 
cele 11 pulsaţii proprii ale sistemului dinamic se determină direct jrec,,en/a 
proprie fundamentală f 1 = w1/2n, frecvenţele propri·i de ordin superior J; = 
= w;/2,c, perioada proprie fundamentală T 1 = 2n/w1 şi perioadele pi·oprii 
de ordin superior T; = 2,c/w,. Prin. urmare, ierarhizarea valorilor proprii 
este următoarea: 

f1 <f2 < ... </; < ... </,, 

T 1 > T 2 > ... > T, > ... > T„ 

Se constată că Yalorile proprii sînt caracteristici intrinseci ale sistemelor 
dinamice deoarece depind exclusi,· de proprietăţile inerţiale şi elastice ale 
modelului. 

Dacă în ecuaţia vibraţiilor proprii (3.6) se introduc succesiv ,·alorile 
proprii "A=)., (i = 1, 2, ... , n) se obţin n sisteme de ecuaţii în care nriaţia 
amplitudinilor deplasărilor {A}, devin necunoscutele problemei. Este evident 
că fiecărei valori proprii "A; îi corespunde un vector propriu {A};, cum rezultă 
din ecuaţia : 

([D] [·JJJ - 1,;[I]) {A};= {O}, i = 1, 2, ... n (3.11) 

Această ccua ţie, numită şi ecuaţia vectorilor proprii dz'mcnsionaN, fiind 
algebrică şi omogenă nu poate fi rezolvată în raport cu amplitudinile dimen
sionale A decît în situaţia în care i se mai asociază unele condiţii auxiliare 
(condiţiile iniţiale ale mişcării). Acest mod de rezolvare, specific răspunsului 
liber, va fi expus în § 3.1.4. Cu toate acestea, ecuaţia (3.11) permite e,·aluarea 
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configuraţiilor geometrice ale amplitudinilor deplasărilor prin intermediul unor 
mărimi adimensionale, care definesc vectorii proprii adime11si'o11ali ai siste-
mului, obţinute prin transformarea · 

<D1. i Â1,1 

<D2. i A2.i 

~)k, i A1,t A ... • 

<Pn, i n,1 An.I n, 1 

sau 

1 
{<I>}i = A {A};, t = I, 2, ... , 11, 

1.i 

(3.12) 

în care A 1,; este o amplitudine de referinţă (în general arbitrară), iar ordonata 
corespunzătoare din vectorul propriu adimensional (<D1. 1 = I) nprezintă va
loarea „pivot" a configuraţiilor geometrice corespunzătoare variatici ampli-
tudinilor relative (fig. 3.1 ). ' 

Înlocuind transformarea (3. 12) în ecuaţia (3.6) se obţine ecuaţia iicctorilor 
pro prii adimensionali: 

,· = 1, 2, ... 11 (3.13) 

Sistemul de ecuaţii (3.13), devenit neomogen, poate fi rczoh-at obtinîndu-se 
astfel totalitatea vectorilor proprii care definesc 111atrfrea 111oda!â a ~istemului 
dinamic: 

(3.14) 

<l>n, l <f)n. 2 "' <PTI, i "' <J>,,, n _ 

Trebuie subliniat faptul că fiecare din cele iz sisteme de ecuaţii de forma 
(3.13) conţine (n - I) necunoscute <D, ... , întrucît ,·ectorii proprii adimensionali 
sînt raportaţi la ordonata „pivot" <ll1.; = I. 

.\'umărul vectorilor proprii, numiţi şi forme propn·i· de vibra/ic sau funcţii 
proprii este egal cu numărul GLD ale sistemului. Conform relaţiei (3.4), 
vectorii proprii au caracter staţionar, avînd o variaţie armonică. La fel ca 
valorile proprii, vectorii proprii sînt caracteristici intrinseci ale sistemelor 
dinamice depinzînd numai de proprietăţile inerţiale şi elastice. 

Vectorul propriu care corespunde valorii proprii fundamentale se numeşte 
,•ector propri·u fitndamental (sau formă proprie fundamentală de vibratie), iar 
ceilalţi vectori se numesc vectori proprii de ordz'11 superior (sau ele ordinul 1). 
Configuraţiile geometrice ale tuturor vectorilor proprii sînt compatibile cu 
legăturile sistemului dinamic şi cu constrîngerile elastice interioare, specifice 
ordinului căruia corespund (fig. 3.1). Cu cît ordinul de ,·ibraţie proprie i 
este mai ridicat, cu atît numărul constrîngerilor elastice interioare creste, 
iar deformatele relative vor rezulta mai „rigidizate". ' 
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Ansamblul format dintr-o valoare proprie şi un vector propriu se numeşte 
mod propri·u de vibraţfr. Rezultă deci că numărul modurilor proprii de vibraţie 
este egal cu numărul GLD. Modul propri·ufundamental de vibraţie corespunde 
caracteristicilor proprii fundamentale, iar celorlalte caracteristici, modurile 
proprii' de ordin superior. 

Valoarea proprie şi vectorul propriu corespunzător sînt mărimi asociate şi 
în consecinţă matricele spectrală (3.9) şi modală (3.14) sînt definite ca matrice 
asociate. 

Dacă se ţine seama de transformarea (3.12), ecuaţia generală a vibraţiilor 
proprii (3.6) mai poate fi scrisă şi sub forma: 

([D] tMJ - A [I]) {<D} = {O}. (3.15) 

Dacă matricea rezultată din produsul [DJ tJ1J, numită matrz'ce dinamică, 

[0J = [DJ tMJ, (3.16) 

se înlocuieşte în ecuaţia (3.15), aceasta poate fi substituită printr-o identitate 
astfel: 

(3.17) 

Din relaţia (3.17) rezultă că {<D} este un vector propriu al matricei dina
mice [IV], în timp ce scalarul i, reprezintă valoarea proprie, asociată vectornlui 
propriu. Această observaţie stă la baza metodei numerice iterative, pentru 
calculul caracteristicilor modurilor proprii de vibraţie, care va fi expusă în 
capitolul 6. 

Se subliniază faptul că valorile şi vectorii proprii reprezintă caracterist~·
cile dinamice propri'i ale sistemului (independente de cauze), care permit 
identificarea structuri1or reale din punct de vedere dinamic. Problema iden
tificării, atît pe cale teoretică, prin intermediul modelului matematic admis, 
cît şi pe cale experimentală, are o importanţă decisivă în dinamica structurilor, 
întrucît guvernează calitativ şi cantitativ răspunsul dinamic, implicit com
portarea structurilor la acţiuni tranzitorii sau permanente. Trebuie menţionat 
că în cazul prezenţei amortizării naturale, influenţa acesteia asupra caracte
risticilor dinamice proprii este practic neglijabilă. În acelaşi timp identificarea 
caracteristicilor dinamice proprii contribuie la „dimensionarea dinamică", 
prin faptul că permite stabilirea configuraţiei structurale şi a conexiunilor, 
în funcţie de specificul acţiunilor exterioare. 

3.1.2. Utilizarea metodei matricei de rigiditate dinamică [R] 

În această metodă se vor exprima forţele de inerţie în funcţie de deplasă
rile instantanee, prin intermediul matricei [R], îrttrucît ecuaţiile de condiţie 
exprimă echilibrul dinamic instantaneu pe direcţia tuturor coordonatelor dina
mice (GLD). Vibraţiile libere se produc în condiţiile descrise în § 3.1.1. 

1Iodelul discret simplificat va fi caracterizat inerţial prin matricea diago
nală a maselor (rămîn Yala bile obsen·aţiile expuse iniţial) şi elastic prin matricea 
de rigiditate. Coeficienţii matricei de rigiditate vor fi exprimaţi în raport 
cu coordonatele dinamice ale modelului matematic şi definiţi ca reacţiuni 
( § 1.5.3). Determinarea practică a elementelor ·constitutive ale matricei [R] 
prin reactiuni este mai intuitivă, mult mai simplă şi apropiată de conceptele 
staticii structurilor. În acest sens este necesar să se introducă un sistem de 
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bază dinamic (SBD) care se obţine blocînd toate GLD laterale prin interme
diul unor legături simple (fig. 3.2). În § 1.5.3 s-a demonstrat că un coeficient 
de rigiditate definit ca reacţiune este egal şi de acelaşi semn cu coeficientul 
de rigiditate definit ca acţiune (rk1 = k1t)-

Prin deblocarea succesivă a GLD în fiecare legătură se Yor înregistra 
reacţiuni independente produse de forţele de inerţie R1 .• ,(t) (datorită decupla
jului inerţial existent) şi reacţiuni clastice totale R1 .• ,(t) produse de deplasă
rile dinamice instantanee care se manifestă simultan pe direcţia tuturor GLD 
(datorită cuplajului elastic existent), k = 1, 2, ... n (fig. 3.2, i). Forţele de 
legătură instantanee din blocajele SBD rnr fi deci: 

R1 (t) = R, .. 1(t) + RL ,(t), k = I, 2, ... n 

sau 

{R(t)},..1 = {R;(t)} •. d- {R,{t)}ll,l' (3.18) 

Întrucît în realitate sistemul este liber să oscileze, pentru a permite miş
carea pe direcţia GLD este necesar ca blocajele introduse să fie suprimate. 
AYînd în vedere principiul forţelor de legătură (sau axioma legăturilor), 
această condiţie se exprimă analitic prin anularea tuturor reacţiunilor clin 
blocajele SBD, deci: 

R,(t) = O, k = 1, 2, ... 11, 

sau 

{R(t)}n,l = {R;(t)}n.l + {R,.(t)}n,l = {O}, (3.19) 

care sintetizează ecuaţiile de condiţie în metoda matricei ele rigiditate. 
Explicitarea termenilor care intervin în ecuaţia (3. I 9) SC ,·a face în con

formitate cu figura 3.2, adică: 

" . 
R,,. /t) == - Ik(t); Rk. ,(t) = E H,. j(t) = E 1'1;jX;(t). 

j=l ~1·=1 

întrucît sensul forţei de inerţie a fost admis (ca şi pină «cum) conform 
principiului lui d'.-\lembert, rezultă că blocajele GLD sînt comprimate. 

În formulare matriceală, expresiile de mai sus devin 

{RJt)},., 1 = - {I(t)},,_ 1 ; {R,(t)},,. 1 = [!( 11 ,, {x(t)},, 1 , (3.20) 

astfel incît ecuaţiile (3.19) vor exprin,a explicit condiţiile de echilibru dinamic 
instantaneu între forţele de inerţie şi forţele elastice 

{/{t)} 11 , 1 = [R~ •. n {x{t)} •. 1, (3.21) 

sau 
M 

I,.(t) = Er,,ixi(t), k=l,i, ... 11, 

J-1 

în conformitate cu premisele de operare in această metodă prezentate la 
incepu tul acestui su bparagraf şi în § 1.14. 

Matricele care intervin în ecuaţia (3.21) au fost deja definite. În privinţa 
matricei de rigiditate dinamică [RJ (cuplată elastic) se face precizarea că se 
obţine prin asamblarea vectorilor elastici {r}t, k = I, 2, ... 11, definiţi în fi-
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gura 3.2, c. Deoarece vectorul forţelor de inerţie are expresia (3.1), ecuaţi·a 
generală a vibraţiilor libere (diferenţială de ordinul II cu coeficienţi constanţi) 
rezultă: 

['MJ {x(t)} + [RJ {x(t)} = {O}. (3.22) 

Soluţiile care satisfac această ecuaţie fiind de tip armonic, datorită iden
tităţii formale cu ecuaţia (2.10) corespun2ătoare sistemelor cu 1 GLD, vor 
avea forma (3.4). Substituind soluţiile (3.4) în ecuaţia (3.22) se obţine ecua
ţia generală a vibraţiilor proprii': 

([R] - 6)2 ['MJ) {A} = {O}, (3.23) 

adică un sistem de ecuaţii algebric, liniar şi omogen. Deoarece matricea de 
inerţie este diagonală, nu se va mai introduce notaţia A întrucît valoarea 
proprie c.u2 se depune direct pe diagonala principală a matricei [RJ. 

Din condiţiile care au fost deja prezentate în § 3.1.1, rezultă direct ecuaţia 
vectorilor proprii prin anularea determinantului matricei sistemului de ecuaţii 
(3.23): 

(3.24) 

şi de asemenea ecuaţia vectorilor propri·i, exprimată în ordonate adimensio
nale: 

([R] f w7 ['MJ) {<l>}i = {O}, i· = 1, 2, ... n. (3.25) 

lfodul de operare cu privire la determinarea modurilor proprii de vibra
ţie, adică a caracteristicilor dinamice proprii ale sistemelor exprimate prin 
matricea spectrală şi matricea modală, precum şi interpretările corespun
zătoare, sînt identice cu cele expuse în metoda matricei de flexibilitate [D] . 

In vederea aplicării metodelor numerice iterative de identificare a valo
rilor şi vectorilor proprii, ecuaţia vibraţiilor proprii se poate exprima, în urma 
transformării (3.12), astfel: 

([R] - 6>2 [MJ) {<I>} = {O}. (3.26) 

Prin premultiplicare cu ['MJ- 1 (inversa matricei de inerţie), ecuaţia (3.26) 
va avea forma: 

care se poate transforma în următoarea identitate: 

[~]{ <I>} = w2 {<I>}' 

unde 

[~] = ['MT1 [RJ = ['MJ-1 [Dr1 = ([DJ ['MJt1 = [fl)r1, 

deoarece matricele [D] şi [R] sînt inverse (1.69). 
Rezultă deci proprietatea: 

[fl)] [~] = [~] [,V] = [I], 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

similară cu proprietatea matricelor pur elastice (1.69), ceea ce dovedeşte că 
relaţiile (3.17) şi (3.27) sînt inverse. Se observă şi în acest caz că {<I>} 
este un vector propriu al matricei [:;ri], iar 6>2 valoarea proprie asociată a 
acestui vector. 
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• Proprietăţile ( 1.69) şi (3.29) demonstrează că ecuaţiile vibraţiilor proprii 
(3.15) şi (3.26) sînt inverse. Într-adevăr, dacă·se premultiplică ecuaţia (3.15) 
cu [R] şi se face comutarea termenilor se obţine ecuaţia (3.26), îţ1trucît 
t, = 1/w2• Se face menţiunea că ecuaţiile valorilor şi vectorilor proprii pot fi exprimate 

direct ·prin matricele [IZ>] şi [';1)]. · . . 
.. , 

3.1.3. Proprietatea de ortogonalitate a vectorilor, proprii 

Ecuaţia (3.26), scrisă sub forma unei identităţi, 
wz tMJ {<I>} = [R] {<I>}, 

se va particulariza pentru două moduri proprii d_e vibraţie distincte i =f, j, 

deci 
wi (-MJ {<l>}i === [R] {<I>},, 

w7 ('MJ {<1>} 1 = [R] {<I>},. 

Prin transpunerea relaţiei (3.30) rezultă: 
w~(tMJ {<I>}1{ = ([R] {<1>}1{, 

sau 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 

întrucît transpusa produsului a două matrice este egală cu produsul coil\utat 

al celor două matrice transpuse. 
Deoarece tMJT = ('M.J şi [Rf = [R], aşa cum s-a demonstrat în § 1.5, 

relaţia (3.32) devine: 
w~ {<l>}f tMJ = {<l>}f [R]. 

(3.33) 

Prin premultiplicarea expresiei (3.31) cu { <l>}f şi postmultiplicarea expre

siei (3.33) cu { <I>L se obţine: 
wr{<l>}f ('MJ {<l>}i = {<l>}î [R] {<1>} 1, 

w} { <I>}f t MJ { <l>} 1 = { <l>}f [ R] {<l>}, 

Scăzînd ultima relaţie din prima 
(w' - w}) {<l>}f tMJ {<1>}1 = O, 

şi avînd în vedere că cele două moduri de vibraţii i şi j .sînt independente, 

adică 
W1 .fo. c.>1, i 'F j, 

se obţine următoarea relaţie finală: (3.34) 
{<l>}f (-MJ {<l>}, = O (i =f j), 

care reprezintă proprietCf,_tea de ~rtogonalifat~, numită_ şi condiţia. de ~rtog?nali
tate a vectorilor proprn, exprimată prm mtermedml matnce1 de merţ1e. 
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J • 
d Rellaţia (3.34) are semnificaţie de ezvo tă condiţia (3.34) produs scalar. 1ntr-ade\·ăr, dacă se 

ZERO 

m. 

<1>1. J 

~2,J 

~k,} 

=0 

şi se efectuează operatia matricealv . exprima prin următoa~ea l ţ' . a, propnetatea de ortogonalitate re a 1e simplă se va 

n B m,..<l>k, ;<l>A .. 1 = O (i :f:. k). ~=1 (3.35) 

. !'r<;>prietatea de ortogonalitate este . • . 
'ana ţie a vectorilor proprii care sînt ~ co~s~c~nţa d1re_~tă a modului de 

. Aceeaşi proprietate poate fi d escnş1 e. funcţn armonice. 
~mce ~eţormată dinamică este corn em~n~t;ată po~nm9- de Ia observaţia cv 
m echilibru dinamic instantaneu. pat1bila cu legatunle sistemului şi se afl: 

·starDacă se ~o_nsider~ două deformate modale { :4 . . 
pr ~ţ/ţ~ 1chihb1;1 dinamic instantaneu se va exp·); ŞI {A},, mdependente 
scit iî ucru.Jm„ m~canic virtual (l\faxwell-B~tt~)ma pe. baz': teo~emei reci~ 
dir ar~. ntrucit m timpul mişcării forţ 1 d . ' ~xpnmata prm produse 

ter e~ţ~~~~f~;nf~c{J} ~~1~ tfJ~fi:~i;:d~ie~de~;;e1~1o~:t:{ .:;;:~:~t!!c~ 
mo~ale mstantanee fiind compatibile cJ / 1g:Ptt~lu {ţ},. Cele două deformate 
scrie: e a un e ŞI în echilibru se t , poa e 

{I}r {A};= {I}f {A}= {A}f {I};, 

întrucît produsul scalar este comutativ 
Avînd în vedere soluţia (3 4) t f. de inerţie (3.1) se obţine: . ' rans ormarea (3.12) şi expresia forţelor 

(wJ('.MJ A1,1{<l>}1f A1,J{<I>}, = (Au {<l>}1f w; ('Jf_J A . f<I>} 
sau . 1.; t 1• 

deoarece wî{<f>}, tMY { <l>} l Ai„Ai;1 = w;{ <l>}n M.J { <l>L A1, t A1, 1, 

f.M,Y = fM.J. 
Este evident că prin simplificare i t se obţine pr?prietatea (3.34). ş recerea membrului drept în stînga 

În _acelaşi mod, se poate demonstra că . . 
vectorilor proprii se poate exprima· . prop_netatea de ortogonalitate 2. 

3.15) sau prin matricea de rigiditat/{~~u:;!tr;~ţ~) de flexibilitate (ecuaţia 
{<l>}f [D] {<l>}1 = O, (i :/:- j), 

{<I>}f [R] {<1>}1 = O, (i :f:. j) 

(3.36) 

(3.37) 
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şi de asemenea prin intermediul matricei de amortizare 

{<D}f [CJ {<D}, = O (ii= j). (3.38) 

1n concluzie, proprietatea de ortogonalitate a vectorilor proprii se exprimă 
in raport cu toate matricele primare de definire ale sistemului dinamic (iner
ţială, disipativă şi elastică). 

3.1.4. Eva lu :i.rea răspunsului lib3r în baza condiţiilor iniţiale date 

Deplasările dinamice instantanee, pe direcţia GLD, corespunzătoare mo
dului i· de vibraţie se obţin utilizînd soluţia (3.4), adică: 

x,,. ;(t) = Ak.; sin (wit + q:i;), (k, i = 1, 2, ... n) 

Deplasările dinamice instantanee totale, pe direcţia GLD, se obţin prin 
superpoziţie modală 

n n 

x.t(t) = B xk, ;(t) = B Ak, 1 sin (wi + 71), (k = 1, 2, ... n) (3.39) 
1=1 i=l 

şi vor caracteriza mişcarea liberă a tuturor punctelor de aplicaţie a maselor. 

Se observă că fiecare expresie de tipul (3.39) conţine două constante de 
integrare A1c. 1 şi 71 şi deci, pentru toate deplasările vor interveni 2n constante. 
Aceste constante urmează a fi determinate în baza condiţiilor iniţiale ale 
vibraţiilor libere, exprimate în deplasări şi viteze. • 

Substituind transformarea (3.12), expresia (3.39) se poate scrie sub o 
formă mai convenabilă 

n 

xk(t) = B <I>k. 1A1,, sin(w,t + q:i1), k = 1, 2, ... n (3.40) 
i=l 

în care noile coordona te vor fi amplitudinea de referinţă a deplasării A 1. 1 

şi faza cp,. 
în vederea simplificării operaţiilor de calcul, relaţia (3.40) se va înlocui 

prin 

" xk(t) = B <Dk. 1(M1 cos w,t + N1 sin wif), (3.41) 
i=J. 

analog situaţiilor analizate în § 2.1. 

Între constantele din expresiile (3. 40) 
de legătură 

şi (3.41) există cunoscutele relaţii 

M1 
tgo =-· .; N 

i 

Cele 2n condiţii iniţiale, la timpul t = O, vor fi următoarele: 
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Prin înlocuirea condiţiilor in1·ţ1'ale 1'n (3 .41) se obţine: 

" 
xk. o =" <Iik. ,-M,., k I 2 L..J ' = . ' ... 11, 

i=l (3.42) 

n 

vA·.o = Ewt<I>k,iN;, /;:=I, 2, ... n. 
i=l (3.43) 

Dacă se multiplică expresiile (3.42) şi (3.43) cu m •. <I>k. ,· si · 
în raport cu GLD k = 1, 2, ... n, rezultă: • , apoi se sumează 

t mk <I\ .. ;X1:. o = t m,, <I>k j t <I\ .. Jf. 
k=1 k=l ' i=l ,1 l' 

" n 

N;w1 6 m1:<ll{ ;, 
k~1 

B m,.<l)A-. ,-v1:.o 
k=l 

din c_are se detern_iin_ă_ exp!esiil? generale ale constantelor de inte"rare în 
funcţie de caractenstic1le dmam1cc proprii "le .-ist0mului si dT·t · ·. '. 1 ale mişcării; · <, ·'-- c ~- con 1,11 e m1ţ1a c 

n 

~ 1111;<!\_.,iXk.O 
M, = k_-_1 ____ _ 

n 

6 1nk (!)k, ;VJ,-, O 
k-1 

n w, E m,..<l)L 
k-1 

(j=l,2, ... 11) 

(3.44) 

(3.45) 

ori ~x~re~ife g~~eral~ (3.44) şi (3.:5) permit eval1:1area răspunsului liber al 
Prl~narupal ts1!s elm. mamd1c :u nGLD, m care s-a neglijat influenta amortizării 

r cu anzare aca n - 1 se bt · t I d · ' - · 
zătoare sistemelor ~u 1 GLD~ ' o ,m constan e e e mtegrare corespun-

! 't t' ' 1:1 s1 ua,_1a m ~are ten_nenii care compun deplasarea totală (3 41) definesc 
~bser~e Founer, n_i1ş~ar~a h?eră va avea caracter periodic. în gen~ral vibratia 

era are o vanaţ1e m timp oarecare. ' · 

Se const~tă că ţn _cazul în vc~re ~ondiţiile iniţiale corespund unui anumit 
vect?r propnu, vanaţra deplasanlor mstantanee pe directia GLD · ·d 
conf1gurat1 f · ·· d 'b . , comCI e cu , a orme1 propru e v1 raţie respective. 
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Astfel, dacă se consideră numai condiţiile iniţiale 

xJO) = x0<l\. 1, ii:(O) = O, 

rezultă 

şi deci 
A1. 1 = x0 , tg ?; = oo, cp1 = TC/2, 

toate celelalte constante fiind nule. Introducînd în expresia (3.40) aceste 
constante rezultă că configuraţia geometrică a deplasărilor dinamice instan
tanee coincide cu vectorul propriu de ordinul j: 

xt(t) = x 0<l\.;J sin (wi + TC/2). 

Acest aspect particular al vibr:iţi_il?r lib~re st_ă la baza __ tehnicilor cxl?eri
mentale de identificare a caractenstic1lor dmam1ce proprn ale structunlor. 

Variaţia deplasărilor maxime modal_e, în i_nişcai:ea Ii:t>eră, se obţine prin 
multiplicarea ordonatelor <l\. 1 ale vectonlor ad1mens1onah (3.14) cu constanta 
Ai. 1, deci 

(i = 1, 2, ... n) 

rezultînd în dreptul ordonatei „pivot" <1> 1.; = 1 chiar valoarea efectivă a 
amplitudinii deplasării de referinţă, adică A1. ;• 

3.2. VIBRAŢII FORŢATE PRODUSE DE ACŢIUNI ARMONICE. 

RĂSPUNS FORŢAT TOTAL 

3.2.1. Utilizarea metodei matricei de flexibilitate dinamică [D] 

Se ,·a considera sistemul dinamic din figura 3.3 asupra căruia acţionează 
forţele perturbatoare, periodice şi ~incro~e, Fh(t) -: Fh_. 0 sin 0t ţh = 1, 2,_ ... ~) 
a\·înd amplitudinile Fh. 0 şi pulsaţia umcă 0. Acţmmle extenoare, vanabile 

mn 
n 
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Xn (t) 
Jn (t) __...--.,---.,-----, 

Fig. 3.3 

n--......,,_...iJ. li 

2 l---4~:,.....Q, 2 

i--.--b-......o' 1 

în timp, vor genera pe direcţia GLD deplasări, viteze şi acceleraţii, corespun
zătoare regimului forţat de solicitare. Rezultă deci, că îu orice moment 
al mişcării, în afara forţelor perturbatoare exterioare Fh(t), se manifestă 
asupra sistemului forţe de inerţie Jk(t), pe direcţia GLD k ~= 1, 2, ... n, care 
reprezintă decte dinamice suplimentare produse de aplicarea acţiunilor exte
rioare. 

Ecuaţiile de mişcare se obţin prin exprimarea condiţiei de compatibilitate 
a deformatei dinamice instantanee a sistemului, acţionat simultan de fortele 
de inerţie Jk(t) şi forţele perturbatoare Fh(t), în conformitate cu metode!~ de 
operare expuse în § 1.14. În consecinţă, rezultă: 

" m 
x,,(t) = :B 'o1;Jij(t) + :B 'o;.,.Fh(t), k = 1, 2, ... n, 

i~ 1 hsd 

sau în formulare matriceală: 

{x(t)}n.I = [D],,, 11 {J(t}}n.l + [DJn.m {F(t)}m.I· (3.46) 

În ecuaţia generală a vibraţiilor forţate (3.46), [D] reprezintă matricea de 
flexibilitate dinamică a_sistemului (exprimată în coordonate dinamice, adică 
pe direcţia GLD), iar [D] are c2.racteristica unei matrice de transfer a efectelor 
dinamice din coordonatele forţelor perturbatoare h = 1, 2, ... ni pc direcţia 
GLD k = 1, 2, ... n. Un coeficient al acestei matrice 'okA (de natura unui 
coeficient de flexibilitate) reprezintă deplasarea produs1 pe direcţia GLD k 
atunci cînd pe direcţia ha forţei p~turbatoare acţionează o forţă egală cu 
unitatea. Rezultă deci că mab:icea [D], cu coeficienţi dimensionali, se exprimă 
în coordonate mixte li= 1, 2, ... m (aparţinînd forţelor perturbatoare) şi 
k = 1, 2, ... n (aparţinînd sistemului discret). 

Ecuaţia (3.46) se poate explicita dad se substituie expresiile fortelor de 
inerţie şi perturbatoare: ' 

{J(t)} = - tJJJ {x(t)}; {F(t)} ~ {F0} sin Oi, 

rezultînd: 

[D] tAfJ {x(t)} + {x(t)} = [D] {F0} sin Ot. 

Se poate observa că produsul 

[.DJn.m {Fo}m,l = Po}n.1, 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

ddineşte vectorul deplasărilor statice pe direcţia GLD produse de acţiunea 
simultană a valorilor de amplitudine FA. 0 , corespunzătoare forţelor perturba
toare. Într-adevăr, rezultă din relaţia (3.49) şi din figura 3.3 că un element 
al v cctorului <leplasărilor are expresia: 

" 
~,,. o = E 'ok.lhFh. o· 

h-1 

În aceste condiţii ecuaţia (3.48) devine 

[D] tMJ {i(t)} + {x(t)} = {ll 0} sin Ot. (3.50) 

S-a obţinut astfel un sistem de ecuaţii diferenţiale de ordinul II şi coefi
cienţi constanţi, analog cu ecuaţia (2.41) din cazul sistemelor cu 1 GLD. 
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Soluţia generală (răspunsul dinamic exprimat în deplasări totale) a ecua
ţiei (3.50) este de forma 

{x(t)} = {xL(t)} + {xF(t)}. 

Soluţia ecuaţiei omogene x1,(t), care reprezintă mişcarea liberă tranzitorie 
a sistemului, poate fi neglijată datorită influenţei amortizării. Prin urmare, 
mişcarea sistemului va fi exprimată numai în regim forţat şi permanent. 
1n cazul acţiunilor armonice, răspunsul forţat al sistemului dinamic va avea 
caracter staţionar-stabilizat şi permanent, adică 

{x{t)} = {xF(t)}. 

Pe baza concluziilor din § 1.12 şi a identităţii formale existente între 
ecuaţiile (3.50) şi (2.41) răspunsul permanent al sistemului, la acţiuni de tip 
armonic, are totdeauna o variaţie armonică de forma: 

{x(t)} = {x} sin 6t, (3.51) 

unde s-a notat cu {x} vectorul deplasărilor dinamice maxime (în regim forţat), 
iar cu 6 pulsaţia mişcării (identică cu cea a acţiunilor). Substituirea soluţiei 
(3.51) în ecuaţia {3.50) necesită următoarele explicitări: 

{i(t)} = - 62 {x} sin 6t, 

{J(t)} = 62 PfJ {x} sin 6t = {]} sin 6t, 
unde 

{J} = 02 tJIJ {x}' (3.52) 

reprezintă vectorul forţelor de inerţie maxime, de amplitudine, cu caracter 
alternant. • 

Trebuie făcută precizarea că forţele de inerţie care se manifestă pe direcţia 
GLD în mişcarea liberă ( § 3.1) s-au notat cu Ik(t), în timp ce forţele de iner
ţie (pe direcţia aceloraşi GLD), produse în regim forţat şi permanent s-au 
notat cu J,,(t). Această ultimă categorie de forţe de inerţie pune în evidenţă 
efectul aplicării dinamice a acţiunilor exterioare. 

Prin înlocuirea expresiilor de mai sus în ecuaţia (3.50) rezultă o ecuaţie 
algebrică şi liniară de forma: 

(3.53} 

Rezoh-area problemei se Ya face în raport cu forţele de inerţie maxime care 
furnizează efectele maxime totale produse de acţiunea forţelor perturbatoare. 
Evaluarea răspunsului dinamic maxim sau instantaneu prin forţe de inerţie 
este specific metodei matricei [DJ, care se mai numeşte şi #metoda forţelor 
de inerţie". 

Din relaţia (3.52), prin premultiplicare cu _!._ tMJ- 1 lse obţine vectorul 
02 

deplasărilor dinamice maxime: 
1 

{x} = - tMJ-1 {]}. 
02 

(3.54) 

Expresia (3.54} pune în eYidenţă legătura existentă între răspunsul total 
maxim exprimat prin forţe de inerţie sau deplasări. Rezultă că operarea 
în raport cu forţele de inerţie sau cu deplasările dinamice reprezintă o problemă 
de opţiune. 
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înlocuind (3.54) în ecuaţia (3.53) se obţine: 

([D] - 6
1
2 tMJ-1 ) {]} + {~0} = {O}. 

Dacă se introduce notaţia: 

ecuaţia (3.55) devine: 

[D•] = [D] - _!._ tJJJ- 1, 
02 

{3.55) 

(3.56) 

Matricea [D*J, care Ya fi denumită matricea de flexibihtaft• corcct.1/â sau 
modificată, se obţine din matricea originală de flexibilitate în care numai 
coeficienţii aparţinînd diagonalei principale sînt astfel corectaţi: 

3Zk=3„k--1-. k=l,2, ... 11. 
mk62 

Inversa matricei de inerţie (a maselor) \"a fi tot o matrice diagonală ale 
cărei elemente sînt inwrsele celor din matricea originală, adică: 

- 1 

ZERO 

ZERO 

Prin rezolvarea ecuaţiei (3.56) se obţin valorile maxime ale forţelor de 
inerţie: 

{;1 = _ [D•i-1 r~1 = _ adj [D•j {.:l, 
1 " t 1 1 n·: 01 

(3.5 7) 

în relaţia (3.57) adj [D•] este adjuncta matricei [D•J. care se poate obţine 
prin metoda cofactorului, iar ID• I determinantul aceleiaşi matrice. 

Pentru ca efectele dinamice să rezulte cu valori finite este necesar ca va
loarea determinantului ID* I să fie diferită de zero. 

In situaţia în care efectele dihamice produc fenomene de amplificare (teo
retic tind către infinit deoarece s-a neglijat prezenţa amortizării), se produce 
feuomenul de rezonanţă, şi deci: 

. ID* I = j [D] - 612 tAfT1 I=! 62 [Dj tMJ - [IJ I = O. {3.58) 
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Fig. 3.4 

Condiţia de rezonanţă (3.58) este satisfăcută numai în cazul cînd 6 = <.,, 
(i = 1, 2, ... ), întrucît această condiţie coincide cu ecuaţia valorilor pro
prii (3.7). 

în concluzie, într-un sistem cu nGLD, acţionat de forţe perturbatoare 
armonice se pot produce n rezonanţe deoarece condiţia (3.58) este îndeplinită 
de toate valorile proprii ale sistemului, adică 8 = w1, 6 = w2, ••• 8 = w,, ... 
... 8 = (,) , dacă 6 ;;i: w,.. Deci în cazul sistemelor cu nGLD se poate p::oduce 
jenomem.:l de rezonanţă multiplă, aşa cum ·rezultă din va~iaţia ră~punsului 
maxim reprezentat în figura 3.-4. 1n rezonanţă, răspunsul srste!Ilulm est~ pu
ternic amplificat (teoretic infinit) indifere~t ţn ce mări~ ~pecifice ~e efl---pr~ă. 
!n realitate răspunsul în rezonanţă este _limitat ':1atontă mfluenţe1 favorabile 
a capacităţii de amortizare internă a s1stemulu1 (v. § 2.2.2). 

Răspunsul maxim total, exprimat prin deplasări din~ic~ x4 pe direcţia. 
GLD, se obţine din ecuaţia (3.53) în care se face substituţia (3.52): 

{x} = 82 [DJ PfJ {x} + {-10}, 

sau 

(3.59} 

avînd în vedere caracterul alternant al efectelor dinamice. Este evident că 
aceste deplasări sînt raportate la poziţia de echilibru static al sistemului. 

3.2.2. Utilizarea metodei m:atricei de rigiditate dinamică [R] 
. . 

Conceptul acestei metode a fost expus în: § 3.1.2. Sistemul dinamic; pre~ 
cum şi caracteristicile acţiunilor se menţin identice situaţiei analizate anterior 
şi reprezentate în figura 3.3. Sistemul de bază dinamic (SBD) _admis şi asupra 
căruia se operează se obţine. prin blocarea tuturor GLD (fig. 3.3). 

Ecuaţiile de mişcare, a diror semnificaţie este d~ echilibX:U dinamic in~tan
taneu, se obţin prin anularea reacţiunilor totale dm .~lO<:aJele SBD acţionat 
simultan de forţele de inerţie (generate de accel~aţule mstanta~ee}, forţeţe 
elastice (generate de deplasările instantanee) ş1 forţele exterioare de tip 
armonic. · 
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Rezultă deci: 

· R,.(t) = R1:,, (t) + R1:, ,(t) + R1:, F (t) = O (k = 1, 2, ... n) 

sau în exprimare matriceală 

{R(t)}n,l = {R,{t)},.,1 + {R,{t)}n,l + {RF(t}},.,l = {O} (3.60) 

Reacţiunile în blocajele GLD k produse de forţele de inerţie i, forţele 
elastice e şi forţele exterioare F au următoarele expresii: 

n 

Ri.,,(i) =E;rk/x/t), {Rr(t)}n,n = [RJn,n {x(t)},., 1 
j=l 

,n 

Rt,F(t) = E;rkhFh(t), {RF(i)},.,1 = [RJn,m {F(t)}m,l 
li=l 

Prin substituirea acestor expresii în ecuaţia (3.60) se obtine ecuaţia gene-
rală a vibraţiilor forţate sub forma: ' 

-{J(t)},.,l + [RJ,.,,. {x(t)}n.l + [R~n.m {F(t)}m,l = {O}. (3.61) 

In această ecuaţie [R] reprezintă matricea de rigiditate dinamică a siste
mului (ai cărei coeficienţi se exprimă prin reacţiuni unitare în SBD), iar [R] 
are semnificaţia unei matrice de transfer a efectelor dinamice produse de for
ţele perturbatoare raportate la coordonatele lt = 1, 2, ... m, pe direcţia GLD 
k = 1, 2, ... n. Se constată că mati,:icea [RJn, ,., ca şi matricea [.D],., m, se ex
primă în coordonate mixte. Un coeficient de tipul ru reprezintă reacţiunea 
care se manifestă în blocajul GLD k din SBD, cînd pe direcţia h a. forţei 
perturbatoare acţionează o forţă egală cu unitatea. Toţi coeficienţii care defi
nesc matricea [RJ rezultă negativi, deoarece forţele egale cu unitatea Fh. 0 = 1, 
aplicîndu-se asupra sistemului în sensul pozitiv al versorilor coordonatelor 
GLD (v. fig. 3.3), au asupra blocajelor SBD efecte mecanice de compresiune. 

Dacă se ţine seama de expresiile (3.47), ecuaţia generală a vibraţiilor for
ţate (3.61) se va exprima printr-un sistem de ecuaţii diferenţiale de ordinul 
II cu coeficienţi constanţi astfel: 

tMJ {x(t)} + [RJ {x(t)} + [R~ {F0J sin Ot = {O}. (3.62) 

Introducînd notaţia: 

în care 

m 

Rk. o= L r,.hFh.O 
h=I 

reprezintă reacţiunile în blocajele GLD din SBD produse de acţiunea statică 
simultană a Yalorilor de amplitudine Fh,o a forţelor perturbatoare, ecuaţia 
(3.62) mai poate fi scrisă sub forma: 

tJIJ {x(t)} + [R] {x(t)} + {R0} sin 8t = {O}. (3.63) 
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Răspunsul forţat (permanent şi staţionar) al sistemului, exprimat în de
plasări dinamice instantanee, fiind de forma (3.51 ), ecuaţia de mişcare (3.62) 
devine 

([RJ - f.!2 ['J1J) {x} + {R0} = {O}. (3.64) 

În acest caz rezolvarea problemei se va face în raport cu deplasările ma
xime (sau instantanee), această categorie de necunoscute fiind specifică 
metodei [R] care se mai numeşte „metoda deplasărilor dinamice". Forţele 
de inerţie pot fi determinate direct prin intermediul relaţiei (3.52). 

Dacă în ecuaţia (3.64) se substituie notaţia: 

[R*] = [R] - 02 ['MJ, 
rezultă: 

[R*J {x} + {R0} = {O}, (3.65) 

:'.\oua matrice [ R*J, numită matrice de rigiditate corectată sau modificată, 
derivă din matricea originală de rigiditate în care numai coeficienţii principali 
sînt corectaţi astfel: 

r;k = rk,, - mk02, k = 1, 2, ... n. 

Yectorul deplasărilor maxime, care defineşte răspunsul maxim total, se 
obţine prin rezoh-area ecuaţiei (3.65) adică: 

{x} = _ r R•1-1 {R } = _ adj [R*] s R 1. (3.66) 
L j o I R* I l OJ 

. I 

1n relaţia (3.66) s-a notat prin adj [J?*J adjuncta matricei [R*J, iar prin 
j R• / determinantul acesteia, a cărui valoare trebuie să fie diferită- de zero 
pentru ca efectele dinamice să rezulte limitate. 

în acest caz fenomenul de rezo11anţâ multiplă rezultă din condiţia: 

IR* I = I [RJ - 02 tJfJ l = O, (3.67) 

care este satisfăcută numai cînd pulsaţia excitaţiei 0 are valori ega}e cu una 
din pulsaţiile proprii ale sistemului w1, adică 0 = w1, 1· = 1, 2, ... n. In această 
situaţie ~ondiţia de rezonanţă (3.67) devine identică cu ecuaţia ,·aiorilor proprii 
(3.24). In § 3.2.1 au fost prezentate unele comentarii cu privire la fenomenul 
de rezonantă. 

Răspun~ul maxim total, exprimat prin forţe dinamice Fa pe direcţia GLD, 
se obţine din ecuaţia (3.64) în care se înlocuieşte expresia (3.52) 

{Fa} = [RJ {xa} = {]} + {R0}. (3.68) 

Se poate stabili o relaţie de legătură între matricele mixte [DJ şi [RJ. Dacă 
ecuaţia (3.61) se premultiplică cu matricea [D]n,n rezultă: 

- [DJ,..,. {J(t)}n, 1 + [DJ •. n [RJ,,, 11 {x(f)},,,l + [DJ,., n [R]n, m {F(f)} 111 , 1 = {O} (3.69) 

Ţinînd seama de proprietatea (1.69), adică [DJ[RJ = [(, precum şi de ob
servaţia anterioară cu privire la seninul negativ al coeficienţilor matricei [RJ, 
prin identificarea ecuaţiilor (3.69) şi (3.46) se obţine următoarea relaţie de 
legătură: 

[DJ,., m = [DJn, n [R],., m, (3.70) 

în care s-a făcut abstracţie de semne. Această relaţie este identică cu (1.74), 
demonstrată în § 1.14. 
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Dacă se postmultiplică relaţia (3. 70) cu vect·orul r · lFo} se obţine 

sau 
[DJ fFo} = [DJ [RJ {F0} 

{.1o} = [D] {N0}, 

ceea c_c dovedeşte că expresiile (3.59) si (3 68) . t . . . Prin It' 1· , · sm m,erse sau chnr . premu ip 1carca expresiei (3 71) [P' . .' 
reacţmnilor din blocajele SBD prod~se ~~ {/\~e poate cxphota 

(lj. 

{R0} = [R] {.10} 

(3.7 l) 

identice. 
vectorul 

astfel încît forţele dinamice (3.68) se pot exprima şi astfel: 

'F}-fjl 'rnJ{A1 l tt ~ t J ,LH '-'oJ• (J.72) 
în cazul în care fort ele pcrtu l t 1. - . = 1 2 . "R r ia oare se ap ica pc d1rcctia (;LI) l - I.· -
, , ... n, matncea [ ] se confundă cu mat · · ' _ · ' 1 -- ' .. _ 

= [I] şi în consecintă rclatia (3 70) d .· _dnce': umtaţe, deoarece [li] == 
1 . , , • e,me 1 entitate iar {R} rr, 

s:mnu mmus punînd în evidentă dectul mecanic re 1 ' , '-Io ~ - t 'o_J, SBD. · a asupra u oca3clor dm 

Expresia (3. 72) se poate obtine direct .·, . . . 
(3.59) cu [Rl ceea ce arat·\ d c'·c,Je 1 ._ pn.1 ,r1emult1phcarea relati•·i 
' - , ·' · · ' ' · -· c oua nwtoc,P t1tilizatc -· t · · mtruc1t matricele în raport c . , _ ' · · , sin 1nv1Ts", 

1 .u cau ~-a operat au accasF . 
n _ analiza vibratiilor proprii libe , • f t ' ' ' . ''. propnetatP. 

de simetrie structurală specifice ~istemrelşt l~r.ate_ se J?Ot ut1ltza proprietiiţde · t • . ' . e or c mam1cc In acc·t s . 1' -
s1me ne geometncă si simetrie clastică (în ca - . 1 · el I " ' cns, pc mga 
exterioare) sistemui trebuie să p el . re ~e 1_nc u. egătunlc interioare si 
lmţiei şi ~ărimii maselor) recu osc _e ~1mctnc I?~rţ1a_lă- (în P:ivinţa distri
simetrie sînt mai complexe' d~cît ,m Şti t~nnetnc d1s1_pativa. Deşi criteriile de 
, t 1 f l . · ms a 1ca structurilor avanta· 1 d 

sm a ~ _de miportante. Folosirea simetrici cond 'l, d •r l·JC c ce C<;~1rg 
de c<;1nd1ţ1~, în funcţie de natura necuno;:utelor u(iLi ~ -UJt) '.t:ca ccuaţn_Jor 
metnce) s1 de asemen ·t . .. sune ncc sau ant1s1-
jumătat~ de structură~a perm1 e ca operaţulc numerice să fie efectuate pc 

3.3. CAZUL PARTICULAR AL SISTEMULUI DINAMIC CU DOUĂ GRADE 
DE LIBERTATE 

Se consideră sistemul cu două grade de libertat -. din f . , - -
<leforţeleperturbatoarearmonice.F (t) siF ( 1 '-' , . 1;~ra~,'·;", a, acţwnat 
s~I~n}fica ţiile coeficienţilor de fle~ibiiîta tel)(. f n a{~eagi ngu_r:'., sm '. prcz_cn ta te 
ng1d1tatc (fig. 3.5, d, e). ig. ·~, , c) ŞI ,ocf1oenţilor de 

~Am,? 
~ 1 1 

F_, (I) m 

a 
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In conformitate cu relaţia (l.69) se poate stabili direct legătura dintre 
elementele matricelor {DJ şi [RJ, întrucît cele două1!liatric6 sînt inverse, adică: 

unde 

[R] = [Dr1 = adj [D] • 
!Dl· 

adj [D] este matricea adjunctă a matricei [D]; 

I Dl - determinantul format din elementele matricei [D]. 

Efectuînd operaţia (3. 73) se obţine: 

(3.73) 

[rll Y12J- 1 [ 822 - 821], (3.7-1) 
Yz1 Y22 811822 - 8f2 - 812 811 

relaţie care permite să se determine coeficienţii de rigiditate dacă se cunosc 
coeficienţii de flexibilitate sau invers. 

în egalitatea (3.7-1) toţi coeficienţii r şi 8 îşi conţin semnele rezultate prin 
calcul. Spre exemplu, în cazul concret din figura 3.5 toţi coeficienţii a sint 
pozitivi, coeficienţii r 11 şi r 22 sînt de asemenea pozitivi, iar coeficienţii r 12 = 
= r21 rezultă negativi. 

Toate expresiile de calcul privind caracteristicile dinamice proprii ale sis
temului (valori şi vectori proprii), precum şi răspunsul la vibraţii forţate 
{prin cele două metode e:\.'J)Use), se obţin prin particularizarea relaţiilor cu
prinse în § 3.1 şi 3.2. Este evident că analiza dinamică va fi substanţial 
simplificată datorită faptului că ecuaţia caracteristică este un poli9om de 
gradul doi. iar formele proprii rezultă dintr-o ecuaţie cu o singură necuno
scută. Răspunsul la vibraţii forţate se reduce la rezolvarea unui sistem de 
două ecuaţii algebrice liniare. 

în cadrul aplicaţiilor numerice este prezentată analiza completă a unui 
asemenea sistem cu două grade de libertate. 

3.4. APLICAŢII 

Aplicaţia 3.4.1. Să se determine pulsaţiile şi formele proprii de vibraţie ale 
sistemului oscilant cu două grade de libertate dinamică din figura 3.6, folosind 
metoda forţelor de inerţie (matricea de flexibilitate). 

Pulsaţiile proprii se obţin prin rezolvarea ecuaţiei caracteristice 

(.)2 j ~+<1>2,2=-0.32 

· q> :+1,00 
. ,,z 

Fig . .3.6. 
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i[DJ tMJ - i- [I][ = O, 

unde ).. = 1/c,:,2 • Deplasările unitare, care 
se calculează prin metodele staticii struc
turilor, au expresiile: 

E/811 = l3/24.; El322 = l3/3; 

E/812 . El321 = 5l3/-18. 

Ţinînd seama de aceste expresii . 
matricele de flexibilitat~ şi inerţie ,;offr~um ş1 de faptul că m1 = m2 = m, 

[D] = [811 8121- /3 [2 51 
821 a22 -48EJ 5 16 ' 

~MJ = [~1 ;J= m[~ ~]• 
astfel încît ecuaţia caracteristică va avea forma: 

1--.!!!!._[2 51[1 
, 48EJ 5 16 o 

Prin . dec.tu_ area operaţiilor matriceale 
P nt 1 f corespunzătoare ş1· 1'nt od • d e ru s1mp l icarea calculului notaţia: r ucm 

'4.BEI 
OC=--t. 

m/3 ' 

,'ecuaţia caracteristică devine 

/ (2 - oe) 
I 5 

5 I 

'=o 
(16-oc)I · 

Dezvoltînd acest determinant, bt" se o ,me ecuaţia 

a2 - 18oc + 7 = O, 

de unde rezultă 

'4.8EI 
IX1 = 17,6 = -- ;_1 

ml3 ' 

'4.BEI 
IX2 = 0,'4.0 = -- ,_2 

ml3 ' 
şi deci 

W1 = 1=;: = 1,65 --3' (.,)2 = .~ = 10,95 EI__ 1 VEI v-
, 1 ml vi-.2 mia 

Yectorii proprii de vibraţie se obţin din ecuaţi (3 13) • 
l?Cui succesiv valorile proprii obţinute mai sus / 1 : d • m ca~e se vor în
nle a, ecuaţiile vectorilor proprii se reduc la ·sis~~S:::: m contmuare valo-

(2 - cx,)<I>1,, + 5<1>2,, = O} . 
5<1>1,, + (16- «t) <1>2,, = o (i = 1, 2) 

Intrucît se va considera <I> - <I> - 1 · · 
înlocuirea succesivă a valorilor pr~prii :· 2=1i6 •?° (valon arb1tra;e), pr~n 
toarele ordonate ale celor doul forme ide vibrafie( - 0,-40 se obţm urma-

<1>2, 1 =...., 3,12, <1>2,2 = - 0,32. 
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Pentm verificare se va folosi condiţia de ortogonalitate (3.34): 

~ Eml <l\,1 <l\.2 °= m(+ 1,00) (+ 1,00) + nt{+ 3,12) (-0,32) = o. 
k 0"I 

Aplicaţia 3.4.2. Pentru cadrul cu trei niwluri din figura 3.7 se cerc srt se de
termine valorile şi vectorii proprii prin metoda deplasărilor dinamice instan
tanee (matricci de rigiditate). Se considerrt că riglele cadrului au o rigiditate 
mult mai marc decît cea a stîlpilor. Teoretic se presupune că riglele sînt per
fect rigide astfel încît cadrul va dectua numai oscilaţii orizontale (laterale). 
Dc--oarece în cazul cadrelor etajate se admite ipoteza concentrării maselor la 
fiecare nivel, rezultă că din punct de vedere dinamic sistemul oscilant Ya 

;ffca trei grade de libertate. 
Determinarea pulsaţiilor proprii se face cu aiutorul ecuaţiei caracteristice 

i [R] - (u2 L'.MJ i = O. 

Coeficienţii de rigiditate, sau reacţiunile unitare, a căror semnificaţie a fost 
datrt în cuprinsul§ 1.5.3, s-au obţinut în urma unor operaţii statice simple 
pc haza schemelor prezentate în figura 3.7. Aceşti coeficienţi au rezultat; 

r 11 = 156 El/h3, 

1'21 = -60 El/h:l, 

r 12 = -60 El/h3, 

Y22 = 96 EI/h3 , 

Y32 = -36EI/h3 , 

r23 = -36EI/h3, 

r33 = 36El/h3• 

A vînd în vedere aceste expresii, precum şi mărimile maselor corespunzătoare 
fiecărui nivel m1 =2m, m2 = 2m, m3 = m, matricelc de rigiditate şi cfe inerţie 
vor a Yca forma următoare: 

r ,,. ,., ''} 12El[ ~': -5 -~]· [Rj = 1'21 Y22 Y23 ft3 
8 

1'31 1'32 1'33 . 0 -3 3 

[ ... o 
~ 1- m I~ o 

;] tMJ = o 1112 2 

. o o m3 O o 

0,51 l 2m· I 0.51 

I 1,51 2m 1,5'1 1 

21 21 Zl 21 
..... .,.~ .... .,, 

. )Fig. 3.î., 
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Dacă se introduce notaţia 

mh3 •• 
a.= --w·, 

IZEI 

ecuaţia caracteristică se reduce astfel 

(13 - Zx) ."i 

-5 [ 
13 -5 

8 
-3 

ol [2 o ol -3 - oc O 2 O = -5 (8 -- Zoc) 

' o 3 O O 1 o 
Prin dezvoltarea determinantului rezultă ecuaţia 

4x3 - 54oc2 + 187cx - 120 = O, 

ale cărei soluţii sînt: 

mh3 • 
CX1 = 0,827 = -- Wi, 

12EI 
- 4 366 - m/,3 ~ CC2 - , - -- w„ 12EI _, 

-3 

o 
-- 3 cc. o. 

(3 -- oc) 

În baza acestor relaţii se deduc următoarele valori proprii (pulsaţii) ale 
sistemului oscilant: 

11 El 
W1 = 3,151 -- , 

I 111/z3 
(ilz = 7,2381/ E.I , w3 = 9,9861/ El 

' mfi3 m!i3 

':cctorii proprii se deduc di1: ecuaţia generală (3.25) care aplicată cazului 
analizat se transformrt într-un sistem algebric de trei ecuaţii şi anume: 

(13 - Zcx;) <1>1 , 1 - 5<1>2 . 1 = O l 
- 5<!>1, i -t- (8 - 2cx;) <l>2. i - 3<1>3_, =c o u ~= 1, 2, 3) 

- 3<1>2. i + (3 - cx1) <1>3 , I = 0 

, Dacă s_e admite că <I> 1_._ 1 = <1>1, 2 = <1>1 , 3 = + I.OOO prin înlocuirea succesivă 
m acest s'.stem de ecuaţ11 a ~oluţiilor determinate mai sus x1 = 0,827, a-,l ,=, 

= 4,366 ş1 oc3 = 8,307, se obţm ordonatele formelor proprii de vibraţie 

<l>2,1 = 2,269, <1>2,2 = 0,853, <I>2_3 = -0,723; 

<D3, 1 = 3,134, <I>3•2 = -l,8Î3, <f>3 .3 ~~, 0,408. 

Condiţiile de ortogonalitate ale vectorilor proprii sînt verificate, adică 

3 

I:mt <1>1-,1 <I>,., 2 = 2m(+ 1) (+ 1) + 2111(+ 2,269) (+ 0,853) + 
k-1 

+ m(+ 3,134) (- 1,865) = O, 

3 I:mt <l>t,2 <l>u = Zm(+ 1) (+ 1) + 2m(+ 0,8.'13) (-- 0,723)-;-
•-1 

+ 111(- 1,865) (+ 0,408) = o, 
3 

I:mt <l>t,a <l>t, 1 = 2m(+ 1) (+ 1) + 2111(- 0,723) (+ 2,269) --j-
k=t 

+ m(+ 0,408) (+ 3,134) = O. 
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F(t)=Fsin9t 
o 

m2=m 

r----::::.:__...L--7"i~+20 
+/1,0 -·· _ .'\J 
I 7.11 lfm 

(75,6 kNm) 

; · ·s 42 tlm 
I· 16.29 trn\ ! (53.1 kNm) 

_ Mmin (159.S kNm) A11ÎftJ:b,-, 

~ ' 
(.ioJ kNm} 

Fig. 3.8. 

Dacă se notează cu 

În figura 3. 7 sînt reprezentate 
grafic cele trei forme proprii de vi-
braţie ale cadrului. . 

Aplicaţia 3.4.3. Să se anahz~ze 
vibraţiile proprii şi forţate ale grm
zii din figura 3.8 prin metoda fo~
ţelor de inerţie (matricea de flexi
bilitate). 

Coeficienţii de flexibilitate (de
plasările unitare)'rezultă: 

EH11 = l3/48, EI'S22 = 513/192, 

~Elaui = EH21 = - 13/64. 

Fiind determinate prin calcul de
plasările unitare şi întrucît m_1 ~- 2m, 
m2 = m, matricele de flexi:ţnhtate 
şi de inerţie vor avea expresule: 

l3 l 4 -3J 
[ D] = 192El - 3 5 ' 

[ 2 01]· [-MJ = m 0 

192EI 
ex= ---A, 

la 

ecuaţia caracteristică (3.8) devine: 

-31 (5 - ex) = O, 

sau prin dezvoltarea detenninantului 

ex2 - 13ex + 22 = O. 

Solutiile acestei ecuatii vor fi: . ' 

192EI 
exl = 11 =--- A1, . .· ml3 

192El 
ex2 = 2 = --- A2, 

ml3 

de unde se determină e:iq>resiile pulsaţiilor proprii 

eu = 1 = 4,18v EI' c..i2= ,~ = 9,81 l/ El~. 
1 .J'A1 ml3 '1/Az m 

Ordonatele formelor proprii de vibraţie se obţin prin rezolvarea 
torului sistem de ecuaţii: 

(8 - ex;} <1>1,, - 3<1>2,, = O, 

-6<1>1,, + (5 - ex,} <1>2,, = O. 
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urmă-

Prin înlocuirea valorilor cx1 şi cx2 se vor obţine ordonatele 

<I>1,1 = +1,0, <I>1,2 = +1,0, 

<1>2, l = -1,0, <l>2, 2 = +2,0, 

care _cara~~erizează formele proprii de vibraţie reprezentate în figura 3.8. 
V1braţn_le f~rţate se vor _studia prin intermediul sistemului de ecuaţii (3.56) 

care permit sa se determme forţele de inerţie pe direcţia maselor m1 şi 1112 
~roduse de forţa p~rturba_toare F(t). 1n cazul concret reprezentat în figura 3.8' 
sistemul de ecuaţu va f1 ' 

a;i11 + a1212 + .11. o = o 
a2i11 + a;d2 + .12. o = o 

unde 

a;l = all - J/m/J2, a~; = a22 - J/m/J2, 

Â1,o = -Fal3/64El, .12, 0 = 5Fol3/192El. 

1n scriere matriceală, ecuaţiile de mai sus au forma {3.56) 

[D•] {]} + {il0} = {O}. 
unde 

[D•] = [DJ - _!_ ['MJ. 
()2 

. Ţi~în~ seama_ de expr_esiile coeficienţilor de flexibilitate, matricele 
mtervm m ecuaţia de mai sus se pot scrie astfel: 

[D.] = [ a;l al2] ·- l 3 
[ {4 - 1/2m62) - 3 1 

a21 a;2 - -192El - 3 {5 - !/mfJ2) = 

_ l3 [ (4 - ~/2) - 3 ] 
192El - 3 {5 - ~) 

unde s-a introdus notaţia: 

,, _ 192El 
r' - ml36 2 • 

1n această situaţie, ecuaţiile mişcării forţate devin: 

. 19~
3

El [ (
4 = ~2\5 = ;) ]{ ~: }+ 19~~1 {- ;;: } ={ ~ }• 

care 

iar prin rezolvarea lor se determină cele două forţe de inerţie 11 şi 12• 

Pentru a exemplifica numeric analiza teoretică de mai sus se vor considera 
următoarele date Q =mg= 4 tf {39,24 kN), F 0 = 1 tf (9,81 kN), El= 
= 5 OOO tfm2 (49 OOO kNm2), 6 = 35 rad/s, l = 8 m. 

Prin substituirea acestor valori în expresiile pulsaţiilor se vor obţine 

eu1 = 20,45 rad/s. eu2 = 47,95 rad/s. 
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f ntrncît rczultrt ~ ~-= 3,75, ecuaţiile mişcării forţate vor avea forma 

4,2511 - 612 - 6 = o 

- 311 + 1,2512 + 5 = o. 
Rczolvind acest sistem de ecuaţii se determină mărimile forţelor de inerţie 

11 = 1,775 tf (17,4 kN), J2 = 0,260 tf (2,55 kN). 

Avînd în vedere caracterul alternant al forţelor F 0 , 1 1 şi 1 2, precum şi 
prezenţa încărcărilor gravitaţionale Q1 = 2Q şi Q2 = Q, au fost stabilite 
diagramele de momente încovoietoare, minime şi maxime (fig. 3.8). 

Aplicaţia 3.4.4. Srt se studieze vibraţiile proprii şi forţate ale cadrului de 
beton armat din figura 3.9 acţionat de încărcările perturbatoar(; laterale, 
F1(t) şi Fit) aplicate fiecărui nivel. Caracteristicile geometrice ale structurii 
sînt date direct în figura 3.9. 

Încărcările gravitaţionale, concentrate la cele două niveluri sînt Q1 = Q = 
~-~ mg= 60 tf (588,6 kN), şi Q2 = 0,75 Q = 0,75mg = 45 tf(441 kN). Forţele 
perturbatoare au caracter armonic, adică F 1(t) = F 1, 0 sin 0t şi Fit) = F 2_0 

sin 6f, unde F 1 , 0 = 2 tf (19,62 kN), F 2, 0 = I tf (9,81 kN), iar 6 = 10 rad/s. 
Caracteristicile clastice ale structurii s-au raportat la secţiunea de 30 X 40 cm 
căreia îi corespunde momentul de inerţie I= 16 · 10-4 m4 • Considerînd un beton 
de marcă B 250, modulul de elasticitate longitudinală va fi E = 290 OOO kgf/ 
cm2 (284 OOO daN/cm2), încît rigiditatea secţională de referinţă rezultă EI= 
= 4 640 tf m 2 (45 500 kN m 2). De asemenea, lungimea de referinţă s-a con
siderat egală cu înălţimea etajelor, deci l = 3,50 m. 

Rezolvarea acestei probleme se va face atît prin metoda matricei de flexi
bilitate, cit şi prin metoda matricei de rigiditate. 

a. Metoda matricei de flexibilitate. Pe baza datelor de mai sus, avînd în 
vedere proprietăţile de simetrie geometrică, elastică şi inerţială ale structurii, 
a rezultat pentru matricea de flexibilitate forma 

[DJ = [a11 a12 ]- z3 [2,569 3,100] 
821 a22 lOOEI 3,100 8,194 

Matricea de inerţie este dată prin relaţia: 

[Jf.J = l 1~
1 m: 1 = m[_ ~ ~,75] 

Î;;-, 30•50 0,75m 30•50 "2,;r------'----r---------.-1 
1,000 1,000 

30~35 30•45 30•35 

G)i---_.;;.30;...•.;;;;60"--'""m-'+-_ _;:3.;;.o"_;:60=--~ 

30•50 30•40 I =35m 

1 2 = 39,544 racl/s. 

-!---6,30m~--6,30m--l 
Fig. 3.9. 
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Prin introducerea acestor expres1·1· 1'n ecuaţ1·a t · · carac enshcă a valorilor 
proprii, 

I [DJ[MJ - ,.[I] i = o, 
se obţine: 

) [2,569 
I 3,100 

oJl=l (2,569 _ a) 2,325 1 _ 0 
1 3,100 (6,1155 - a) -

sau 

a2 - 8,71fa + 8,580 = O, 

unde s-a notat prin a raportul 

lOOEI 
a=---/\. 

ml3 

Prin rezolvarea ecuaţiei caracteristice rezultă următoarele soluţii: 

Dacă se introduc valorile numerice corespunzătoare, pulsaţiile, frecvenţele 
şi perioadele proprii vor fi : 

1 v-100El 
W1 = r,- = -7-- = 15,275 rad/s, / 1 = 2,431 Hz, T 1 = 0,111 s 

" "i ,58ml3 

uJ2 = 1 __ = V lOOEI = 39,544 rad/s, r?_ = 6,294 Hz, T O 1 '-9 s 
,,/,.2 l,13ml3 ;: 2 = , J 

Ecuaţiile vectorilor proprii devin: 

(2,569 - a;) <1>1, i + 2,325 $ 2, 1 = O 

3,100<1>1, l + (6,145 - a;) <l>2, i = 0 

prin rezolvarea cărora se deduc ordonatele celor două forme proprii de vibratie 

<I>1.1 = 0,464, <1>1,2 = -1,617 

<1>2,1 = 1,000, <1>2.2 = 1,000 

Formele proprii, care verifică proprietatea de ortogonalitate: 

2 Bm,, $1<,l <I>.t, 2 = m(0,464) (- 1,617) + 0,75m(l,OOO) (1,000) = o 
k=I 

sînt reprezentate în figura 3.9. 
Răspunsul forţat şi staţionar, exprimat în forţe de inerţie maxime, se 

determină din sistemul de ecuaţii: 

a;i11 + a1J2 + Â1,o = 0 

a2if 1 + a;212 + Â2. o = o 
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Ţinînd seama de rezultatele obţinute anterior, precum şi de datele numerice 
ale problemei, coeficienţii şi termenii liberi din acest sistem de ecuaţii au 

expresiile: 
a;l = all - l/m/J2 = 2,569l3/100EI - 1/m62

, 

a2; = a22 - l/111262 = 8,194l3/100El - 1/0,75m62, 

1>12 = 1>21 = 3,100l3/100El 

~I.O= i>11F1,o + a12F2,o = 8,238l3/100El 

~2.0 = l>21F1,o + 1>2J2,o = 14,39413/lOOEl 
Prin multiplicarea sistemului cu 100El/l3 şi substituind mărimile 

tO0El - I 7 694 lOOEI = 23 592 
ml362 - ' ' 0,75ml362 ' 

(deoarece 6 = 10 rad/s), se vor obţine: 
- 15,12511 + 3,10012 + 8,238 = O 

3,10011 - 15,39812 + 14,394 = O 

de unde se determină mărimile forţelor de inerţie maxime 
1 1 = 0,768 tf (7,534 kN) 

12 = 1,089 tf (10,687 kN) 

Se obţin astfel valorile maxime ale forţelor dinamice: 

Fd, 1 = Fi, o+ 11 = 2,768 tf (27,15 kN) 

Fd, 2 = F2, o+ 12 = 2,089 tf (20,49 kN) 

precum şi ale deplasărilor laterale: 
X1 = i>uFa, 1 + i>1Ja, 2 = 0,125 cm, 

X2 = 1>21Fa, 1 + 1>2Jtt, 2 = 0,237 cm. 
Diagrama momentelor încovoietoare, precum şi variaţia deplasărilor ma

xime, rezultate prin aplicarea dinamică a forţelor F 1(t) şi F 2(t), caracterizate 
de pulsaţia 6 = 10 rad/s, sînt date în figurile 3.10 şi 3.11. 

0,237cm 

2,41, 4,82 tfm 2,41 

Fig. 3.10. 
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o., 

o 
4 8 12 

a.n· ..... 
li 

a 52 5b 1/J 

-~ ,în rad/s 

-o., 1---,-J~r:__---\+l---~_J 

-0_3 ..__ ___ _J_.J...l._-=--:----Jll----_j 
Fig. 3.11. 

Se observă că pentru 6 = w si O = . ., 
b. Metoda matricei de ri<,.idita~e • l\Iatr1·cw! dapa~c. fl~n.o:nc.nul de rczonanţ:i.. 

Ş . . . o . . ea P na1a1ta•c care s t l . 
l prm mversarea matricei de flexibilit t - . '"i 1 ' . ' c roa e o Jţrnc 

ca această proprietate matriceală să fi ~{ st:, ca cu at mdepcndcnt urmînd 
de calcul. e u I iza a pentru ,·cnficarea operaţiilor 

.. Î~ urma efectuării operatiilor n · ng1d1tate următoarea formă': umence s-a obţinut pe:ntru matricea de 

[R] = EI [ · 71,638 
13 -27,111 

-27,lllj 
22,465 

D~că în ecuaţia caracteristică a va.lorilor proprii 

[ R] - w2 t JD = o . . ' 

se înl~>euiesc matricea de rigiditate si m. t . d . . notaţia , a neca e merţ1e, ţinînd seama de 
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se obţine în final unnătoarea ecuaţie algebrică: 

I (71,638 - ~) - 27,111 \ = ~2 _ 101,591 + 1165,788 = O 
_ 27,111 (22,465-0,75~) 

Rezolvînd această ecuaţie rezultă: 
ml3 ., 

A - 88 404 = -(l);; 
" 2 - ' El -

ntl3 " 
~l = 13,187 = El (l)i, 

se determină mărimile celor două 
iar prin substituirea datelor numerice 
pulsaţii: 

c,)1 = 15,275 rad/s şi c,)2 = 39,544 rad/s 

rezultate care coincid cu cele precedente. 
ln ecuaţiile fonnelor proprii 

(71,638 - ~l) <1>1, l - 27,ll l <f>2, i = Q 

_ 27,111<1>1,i + (22,465 - 0,75~,) <l>2,i = O 

v • ·1 A • A obţin ordonatele formelor proprii 
introducînd succe~iv ~an~i e "1 şi "2' s:rminate anterior. 
de vibraţie :are smt 11dentlce_ cu c~:t:;:ă. act. iunilor perturbatoare F iU) şi 

Deplasănle latera e maxime, . .. . 
F2(/), se obţin prin rezolvarea sistemului de ecuaţn. 

(r11 - m102) X1 + r12X2 + R1, 0 = O 

r21X1 + (r22 - m262) Xz + R2. o= O 
. . . 1 · d m i sus se determină astfd: 

Coeficienţii şi tennenii liberi a1 sistemu u1 e a 

• _ r _ m 62 = 71 638El/l3 - m62, r11 - 11 l • 

• 62 _ 22 465El/l3 - 0,75m02, 
r22 = r22 - 11½ - ' 

r _ r = - 27 111 El/l3, 
12 - 21 ' 

1, F R2,o = - F2,o '-1,0 = - l,O• 

Prin înlocuirea datelor_numeri~e efective şi rezo!Yarea sistemului de ecuaţii 
rezultă deplasările dinanuce maxime, 

Xi = 0,125 cm şi Xz = 0,237 cm, 

. t d matricei de flexibilitate. 
deci aceleaşi rezultate determinate_ pnn me ~ a 

Forţele dinamice maxime se obţm cu relaţia 
{F} = [ R]{ x} şi anume 

Fd, 1 = 2,761 tf (27,09 kN) 

Fd, 2 = 2,091 tf (20,522 kN} 

regăsindu-se valorile forţelor dinamice stabilite în cazul analizat mai înainte. 
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4 
DINAMICA SISTEMELOR DISCRETE 
PRIN UTILIZAREA METODEI SUPERPOZIŢIEI MODALE 
ANALIZA MODALA A RĂSPUNSULUI DINAMIC 

în capitolul 3 a fost expusă analiza vibraţiilor sistemelor liniare, discrete 
(nGLD) şi în absenţa amortizării, care a permis evaluarea răspunsului liber 
şi a răspunsului forţat la acţiuni cu caracter armonic sau periodic. Condiţiile 
de mişcare s-au caracterizat prin sisteme de ecuaţii, cu necunoscute cuplate, 
în care intervenea răspunsul total al sistemului, exprimat în raport cu coor
donatele dinamice. 

Analiza modală a răspunsului dinamic (liber srn forţat) constă în expri
marea ecuaţiilor de condiţie prin intermediul unui sistem de n ecuaţii inde
pendente în care intervin în exclusivitate caracteristicile dinamice proprii 
ale fiecărui mod de vibraţie 1· = !, 2, ... n. În felul acesta, ecuaţiile generale 
de forma celor stabilite în capitolul 3 se decuplează, cxprimîndu-sc prin 
coordonate independente, specifice fiecărui mod propriu de vibraţie, numite 
şi coordonate modale ( decupla te). 

Avantajele analizei modale sînt numeroase. Dintre acestea se menţionează 
posibilitatea punerii în evidenţă a participării şi contribuţiei fiecărei com
ponente modale în estimarea răspunsului dinamic total, precum şi trj~rca 
acestora în funcţie de importanţa lor calitativă şi cantitati,·ă. 

în acest sens, răspunsul total instantaneu xk(t) se va determina prin super
poziţia liniară a răspunsurilor modale instantanee x.- . .-(t) astfel: 

" 
xk(t) = E xt. ;(!), k = 1, 2, ... n, ( 4.1) 

t=J 

în care k precizează GLD, iar i = !, 2, ... 1t modurile proprii de vibraţie ale 
sistemului studiat. 

Din relaţia (4.1), fundamentală în analiza modală a răspunsului, rczuWi 
denumirea de metoda superpo::zţiei modale. 

Se vor trata în continuare două situaţii distincte cu privire la caracteristicile 
acţiunilor, la care sînt supuse structurile plane de tipul celei reprezentate în 
figura 4.1, modelate dinamic printr-un sistem discret cu nGLD,dcfinitinerţial, 
disipativ şi elastic. Prima categoric de acţiuni, de tip di"rect (fig. 4.1, a), se 
defineşte prin forţe oarecare Fk(t) care se aplică pc direcţia GLD, iar a doua 
categorie, de tip z·ndfrect (fig. 4.1, b), se caracterizează printr-o deplasare 
oarecare uo(t) care se manifestă asupra bazei de rezemare a sistemului. 

Datele de intrare în analiza modală a răspunsului liber sau forţat, siste
matizate în figura 4.2, sînt următoarele: 
~ caracteristicile primare de definire ale sistemului dinamic (matriccle 

de inerţie, de amortizare şi de rigiditate): 

[JJJ •.•. [CJ,,, •. [RJ •.• : (4.2) 

caracteristicile dinamice proprii' (matriccle spectrală şi modală): 

'tD.J •.•. [$],,,. = [{$}1 {$}2 ... {<D}; ... {<D}.J; (4.3) 
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Fig. 4.1 

acţiunile exterioare (directe sau indirecte oarecare): 

{F(t)}n. 1, 1to(t); 

- condiţiile iniţiale ale mişcării: 

q, i.• 

MODUL „i" 

w. ,. 

(4.4) 

(4.5 t = o, {x(O)},.,l = {xo}n,l• {x(O)}n,l = {voL,.1· 

Cu excepţia matricei de amortizare, celel~lte au f_o~t. definite în ~apitol~le 
1 si 3. Analiza se va face în raport cu matricea de ng1d1tate, cuplata elastJC, 
ai' cărei coeficienţi au semnificaţia de reacţiuni în blocajele SBD. Datorită 
particularităţilor sistemului dinamic (mode~ dis~ret simpl~ficat), matrice~ de 
inerţie rezultă diagonală ['.MJ (decuplată merţ1al). Matricea de. amort1rare 
(v. § 1.5.2) a cărei exprimare generală este de forma 

[C~ = oc[':lfJ + MRJ, 

se poate considera diagonală, în cazul sistemelor cu amortizare vîscoasă 
liniară slabă, deoarece ~ :::: O. 

Prin analogie cu expresia (2.23) se Ya obţine: 
(4.6} 

unde v este fracţiunea din amortizarea critică (v. § 2.1.2). 
Acestor date fundamentale de intrare în analiza modală li se mai asoc1aza 

condiţiile de ortogonalitate ale vectorilor proprii (3.34), (3.37) şi (3.38), cu 
precizările care se expun în continuare: 

(4.7) 
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WJ ~r·- C; __ i:J (4.8) 

{<l>)f[ RJ{<I>), ~ 1 :. := ;- ~ R'J ~ r R; - R; __ J- (•-•) 
fn. aceste relaţii s-au. int!odus următoarele notaţii şi noţiuni: 
M; - masa generali::ata, corespunzătoare modului i de viLratie (masă 

modală); ' 

ANALIZA MODALĂ 
A RĂSPUNSULUI DINAMIC 

• 

ACŢIUNI VARIABILE ÎN TIMP 

DIRECTE {F(t)} 

CARACTERISTICILE SISTEMULUI DINAMIC 

MATRICE PRIMARE 
DE OE FIN I RE 

MATRICE CARACTERISTICE 
DINAMICE PROPRII 

INERŢIALĂ DISIPATIV.A ELASTICĂ GENERALIZ. 

~MJ [CJ IR} 

RĂSPUNS DINAMIC MO O AL 

ABSOLUT 

o·E PLA s·Ă R I 
. {x }i 

VITEZE 
{ ic }i 

Fig. ~.2 

RELATIV 

ACCELERATII 
( x }; ' 

#,. :l * 
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R: - rigiditatea generalizată, corespunzătoare modului i de vibraţie 
(rigiditate modală); 

c; - amortizarea generalizată, corespunzătoare modului i de vibraţie 
( amortizare modală) ; 

Totalitatea acestor noi caracteristici modale definesc matricele generalizate 
de inerţi"e [-111\j, de amorti"zare [-C.J şi de rigiditate tR"J. Pe baza relaţiilor 
(4.7), (4.8) şi (4.9) rezultă următoarele proprietăţi: 

[(J)f [:-M.J [<I>]= [-M".J, [(J)f t'C.J [(J)J = tC"J, [(J)f [R] [<I>]= ('R".J (4.10) 

Se observă că toate matricele generalizate rezultă diagonale ca urmare a 
proprietăţilor de ortogonalitate. . • • 

Se face precizarea că iniţial va fi analizat răspunsul forţat iar apoi, prin 
particularizare, răspunsul liber. 

4.1. VIBRAŢII FORŢATE PRODUSE DE ACŢIUNI DIRECTE. 
RĂSPUNS MODAL TRANZITORIU SAU· PERMANENT 

4.1.1. Cazul acţiunilor oarecare 

Se va considera situaţia din figura 4.1, a în care forţele perturbatoare 
Fk(t) se aplică direct pe direcţia GLD (k = 1, 2, ... n). 

întrucît se operează cu matricea de rigiditate, ecuaţiile de mişcare rezultă 
din condi~ de echilibru dinamic instantaneu a tuturor forţelor efective 
(inerţiale, disipative, elastice şi exterioare) asociate fiecărui GLD. Dc'Ci 
ccuaţiz"le de condi'ţie, exprimate în coordonate dinami"ce k = 1, 2, ... 11. vor 
avea următoarea formă generală: 

{F(t)}a-+ {F(t)}, = {F(t)}, + {F(t)}, (4.11) 

în care, forţele de inerţie (i), de amortizare (a) şi elastice (e) au expresiile 
cunoscute: 

{F(t)}, = - ('M.J {x(t)}, {F(t)}. =,;: rq {x(t)}, {F(t}}. = [R] {x(t)}. 
Prin înlocuirea acestor expresii în ernaţia (4.11) rezultă: 

('M.J {x(t)} + tC.J {.x(t)} + [R] {x(t)} = {F(t)}, (4.12) 

deci o exprimare identică cu (1.72) şi (3.62). 
Se mentionează faptul că variaţiile deplasărilor :rk(t), ,·itezelor xk(t) şi 

acceleraţiil~r xk(t) caracterizează răspunsul forţat total (k = 1, 2, ... n), pe 
timpul istoric al aplicării acţiunilor Fk(t), e,·aluat în mări"mi absolute. 

In vederea expri·mării răspunsului decuplat în coordonate modale 
i = 1, 2, ... n, conform relaţiei generale (4.1), se admite următoarea trans
formare liniară 

x,., ,(t) = (J)~-. ;Y),(t), (4.13) 

unde x„ 1(t) este deplasarea modală 1·1fsta11ta11ee, <l>k. 1 --::- ordonata vectorului 
propriu i, iar "lli (t) se numeşte coordo11ată gmeralizată, · coordonată normală, 
coordonată principală sau coordonată modală şi este specifică fiecărui mod 
propriu de vibraţie. · · 

Deplasarea totală instqntanee (4.1) devine: 

" 
x,,(t) = B cI>t. 1-,,,(t), k = 1, 2,' ; .. tt, ( 4.14) 

i=l 

l.76 

iar vectorul deplasărilor totale (absolute) pe direcţia GLD 

{ x(t)} = [<I>] { r,(t)}. (4.15} 

Prin derivări succesive se obţin vectorii ,·itczclor şi acceleraţiilor totale 
(absolute) 

{.x(t)} = [(J)J {ri(t)}, {i(t)} = [<I>] {-ij(t)}. (4.16) 

Substituind transformările (4.15) şi (4.16) în ecuaţia (4.12) se obţine 
crnaţia generală de cond1lie exprimată în coordonatele modale ale sistemului 

tM.J [<I>] {r;} + tC.J [<I>] {·i;} + [R] [<I>] {'ri} ·= {F(t)} ( 4.17) 

In vederea decuplării acestui sistem de ecuaţii difcrcntialc ordinarL\ se 
va premultiplica cu [<I>{ astfel: ' 

[(J)J7' ('.M.J [<I>] {li}+ [<I>Y t'C.J [<I>]{+.}+ [<I>/ [RJ [<I>) {·,i} = [<I>l {F(t)}. (4.18) 

Dacă se ţine seama de relaţiile (4.10), ecuaţia (4.18) devine: 

t.M".J {'tj(t)} + ('C".J {"W)} + t-R·.J {·r,(t)} = {F*(t)}, (4.19) 

în care {F*(t)} reprezintă vectoml for/dor generalizate 

(4.20) 

iar 
F;(t) -..'.. {<I>}f {F(t)},. (4.21) 

forţa generalizată corespunzătoare modului i de vibraţie. 
Forma (4.19), în care toate· matricele care intervin sînt diagonalizate, 

pune în evidenţă decuplarea (separarea) sistemului de ecuaţii iniţial (4 .12), 
exprimat în funcţie de coordonatele dinamice totale. Prin operaţia de decu
plare s-a obţinut un sistem de n ecuaţii independente, în funcţie de noile 
coordonate modale, care depind numai· de caracteristicile modurilor proprii 
de vibraţii, aşa cum rezultă din relaţiile (4.7), (4.8) şi (4.9). Din punct de 
vedere formal, ecuaţia generală (4.19), precum şi oricare ecuaţie din sistem, 
este identică cu ecuaţia (2.3) care caracterizează mişcarea sistemelor cu I GLD. 
Intr-adevăr, ecuaţia independentă corespunzătoare modului i de vibraţie 
rezultă din (4.19) sub forma 

(4.22) 

iar dacă se consideră i = 1, 2, ... n se obţine întregul sistem de ecuaţii. Intrucît 
toate ecuaţiile din sistemul decuplat sînt identice ca exprimare, în urma 
integrării se va determina o soluţie cu caracter general, prin particularizarea 
căreia se obţine expresia coordonatei generalizate pentru fiecare mod propriu 
de vibraţie. 

Forma integrabilă a ecuaţiei modale (4.19) se obţine prin premultiplicarca 
acesteia cu ;inversa matricei de inerţie generalizată ('.M".J-1, .deci 

t-M"i1 t-M".J {;ii(t)} + tM•~-1 r-c.J {-i;(t)} + r-Jrr 1 L R·= {·r,(t)} = 

= ('JI".J-1 {F"(t)} , (4.23) 
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Pentru simplificarea exprimării acestei ecuaţii se vor efectua unele trans
formări. Avînd în vedere relaţiile (4.3), (4.6), (4.10), precum şi forma generală 
a acuaţiilor proprii (3.26) rezultă: 

tM*J-1 tM*J = [I] (matricea unitate), 

şi 

sau 

De asemenea, se obţine: 

t1lf*J-1tR*J = tM*J-1 [<l>f [R] [<I>]= t.M*J-1 [<I>f tJIJ [<I>] tilJ, 
sau 

tM*J-1 tR*J = tJrJ-1 t 11'/*J t.QJ = t.QJ. 
deoarece ecuaţia (3.26) mai poate fi scrisă şi sub forma compactă 

[RJ [<I>J = tMJ [<I>] tilJ 
iar prin premultiplicare cu [<I>? astfel 

tR"J = tM*J tnJ. 
Cu aceste transformări ecuaţia modală devine: 

(4.24) 

[I] {Yj(t)} + t2vwJ {1J(t)} + t!lJ {'IJ(t)} = tM*J-1 {F"(t)}. • (4.25) 

adică un sistem cu n ecuaţii independente (decuplate) de forma: 

.. • ( ) 2 ( ) F;(t) · 1 2 (4 26) 'l)i(t) + 2v1w1'YJ, t + 6>,l), t = 111; , i = , , •·· n. · 

Se atrage atentia asupra faptului că pentru a introduce influenţa amorti
zării s-a apelat la• relaţia simplificată (4.6). Se poate obţine însă decuplarea 
modală a sistemului de ecuaţii (4.23) dacă se consideră exprimarea ~enera!ă 
a matricei de amortizare sub forma [C] = ixtMJ + ~[R] dată anterior. Prm 
premultiplicare cu [<l>f şi postmultiplicare cu [<I>] rezultă: 

[<l>f [CJ [<I>] = [<1>]2' (ix[·MJ + ~[RJ) [<I>], 

iar dacă se ţine seama de (4.10) şi (4.24) 

tC-J = /l([<l>f tMJ [<l>J + ~[<1>]2' [RJ [<I>]= cxtM"J + ~tR0J. 
sau 

tC*J = ixtM*J + ~tM"J t.QJ. 
Premultiplicînd ultima relaţie cu t.i\.f*J-1 se obţine: 

tMT1 tC*J = ixt.WJ-l tM*J + ~tM*J-l tJf"J t.QJ 
şi deci 
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(4.27) 

lntrucît toate matricele care inten-in în relaţia (4.27) sint diagonale, 
decuplarea sistemului de ecuaţii (4.23) este asigurată. Pentru a obţine însă 
o formă identică cu sistemul (4.25) se poate admite unr.ătoarca relaţie de 
echivalenţă: 

tZvwJ =ex[[]+ ~t.QJ, (4.28) 

din care rezultă expresia fracţiunii din amortizarea critică 

ex+ ~w1 v, = -'--'----' (4.29) 
2w1 

Se constată dî atunci cînd ex = O matricea de amortizare este proporţio
nală cu matricea de rigiditate, în care caz modelarea disipării sistemului 
rezultă prin amortizare relativă între etajele structurii de tipul celei din 
figura 4.1. Dacă ~ = O, matricea de amortizare devine proporţională cu 
matricea de inerţie, astfel încît modelarea disipării se obţine prin amortizarea 
absolută în raport cu baza fixă a sistemului. 

Revenind la ecuaţia modală (4.26), răspunsul modal se poate obţine direct 
prin analogia existentă cu aspectele tratate în § 2.8. 

Astfel, răspunsul modal liber, cu caracter tranzitoriu, va fi descris de 
soluţia omogenă a ecuaţiei (4.26), adică: 

·1)1. L(t) = e-••"'•1 ( ·iJ,(O) +6>tw,1Ji{O) sin w;t + 'IJ,(O) cos c.i;t], (4.30) 

în care ·l)i(O) şi ·iJ,(O) reprezintă deplasările şi vitezele iniţiale modale, care se 
obţin din condiţiile iniţiale în deplasări şi viteze, exprimate în coordonatele 
dinamice ale sistemului, aşa cum se arată în continuare. Dacă se premultiplică, 
relaţia (4.15) cu {<l>}f tMJ şi se ţine seama de (4.10) se obţine: 

{<l>}f tMJ {x(t)} = {<I>}[ tMJ :<1>= {-,;(t)} = .11;-'l,(t), 

de unde 

{<l>}f tMJ {x(t)} 

' M; 
Cunoscînd condiţiile iniţiale în coordonatele dinamice la timpul t = O 

adică x1,(0) = xu şi Xi.: (O) = vk. 0 , k = 1, 2, ... n, se obţin condiţiile iniţiale 
în coordonate modale astfel: 

J,t,,) T f. 'fl rv l ., (O)= ,"'f; L1, -,i, oJ. 
•i .u; 

(i = 1, 2, ... 11) 

Răspunsul modal forţat, soluţia particulară_ a ecuaţ~ei (·t~6), ~-a fi definit 
de funcţia modală (cu caracter permanent) m care mtervme mtegrala de 
superpoziţie sau de convoluţie (Duhamel): 

'l)i. F(t)= +. (' P(-.) e-v,w,k' sin w;(t - -:-) d-:-, (4.31) 
Jf,w,Jo 

(i=l,2, ... 11) 
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Răspunsul modal instantaneu rezultant se obţine prin intermediul coor
dona tei generalizate obţinută prin coroborarea soluţiilor {4.30) şi (4.31) 

"tl,(t) = ri,,dt) + "tl1,p(t), i = 1, 2, ... n. (4.32) 

Deplasările instantanee modale se det'ermină în final prin superpoziţia 
componentelor modale, pe baza relaţiei (4.15), astfel: 

sau 

. l"tl1{t)l "t)a(t) 

{x(t)} = [{'1>}i {'1>h ... {'1>}, •.. {<I>}.J ~i(t) , 

"tln(t) 

{x(I)} = {'1>}1 ·1J1(t) + {'1>h·1Ja{l) + •·· {'1>}i "t)i(t) + •·· {<I>}u ·l),.(t). 

.întrucît 

{x(t)} = {x(t)}i + {x(t)h + ... {x(t)}i + ... {x(t)},. 

(4.33) 

(4.34) 

rezultă că variaţia deplasărilor instantanee modale are aceeaşi configuraţie 
geometrică cu vectorii proprii de vibraţie. Această observaţie se menţine şi 
pentru variaţia vitezelor şi acceleraţiilor modale instantanee (4.16). Depla
sările, vitezele şi acceleraţiile instantanee totale pe direcţia GLD, pot fi 
evaluate deci prin următoarele relaţii de superpoziţie: 

n • n • 

X,t(I) = >' '1>k. 1"1l1(t), :i:k(t) = E '1>k. ,·ij,(t), X.1:(t) = E '1>1-. /~i(t.,. (4.35) 
~ i==1 1-1 

Râspzmsul instantaneu exprimat în forţe elastice se obţine ţinînd ~ama 
de relaţiile (4.15) şi (4.24) astfel: 

{F(t)},1 = [R] {.x(t)} T [R] [<l>J{~(t)}. 

sau 

4.1.2. Cazul acţiunilor armonice 

Se va considera cazul particular în care pe direcţia GLD acţionează un 
sistem de forţe sincrone şi de aceeaşi pulsaţie, avînd forma F1:(t)=F1:.-0 sin 6t 
(k = 1. 2, ... n); ·unde F, .. 0 ·reprezintă' valorile de amplitudine ale acestora. 

În acea.stă situaţie, expresia forţei generalizate (4.21) devine: 
. ~I .. .· . . 

F;(t) = {'1>}Ţ {F(t)} = {<l>}f {F0} sin Ot = F;, 0 sin 6t, (4.36) 
' ' 

(4.37) 
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unde 

" 
F;,o = {'1>}T {Fo} = ,EF.t,o<l>.t.,, 

.l=I 

" 111; = {'1>}T tMJ {<I>},= _E m.1:<I>L. 
A-l 

lntrucît se Yor considera următoarele condiţii iniţiale: 

{x(O)} = {O} şi {x(O)} = {O}, 

('US) 

(4.39) 

se va determina răspu11sul permanent şi staţionar utilizînd expresia (4.31). 
Se observă însă că este mai convenabil a se adopta direct soluţia de forma 
(2.66), datorită analogiei matematice existente între ecuaţiile (4.37) şi (2.57): 

() F;.o • . O 4 • . 6 Tii t = -q- µ, sm t = . ,µ, sm /, 
(,);11,f; 

(4.40) 

unde A;, avînd semnificaţia de amplitudine modală, are expresia: 

(4.41) 

deoarece din relaţia ('1.24) rezultă că R; = (,)1M;, iar 

• 1 

µ. = V[ ( o )2J2 ( o ) 2 · 1- - + 4v1 -

(,)I (,)I 

(4.42) 

Expresia (4.42), similară cu (2.62), reprezintă coeficientul dinamic sau 
factorul de amplificare dinamică modală (FADl\I), corespunzător deci fiecărui 
mod propriu de vibraţie. 

Deplasările modale instantanee se obţin pe baza relaţiei (4.34). 
Astfel, pentru modul i de vibraţie se va obţine: 

{x(t)h = {<I>h A,µ; sin 0/, 

unde 

xt. 1(t) = <1>1:. ,A#; sin 61, 

iar pentru deplasările modale maxime: 

{xh = {<I>h A,µ;, 

în care 

x,., i = X.1:, ;(t)l-., = <I>,., 1A, µ~ • 

(4.43) 

(4.44) 

Se constată că atît deplasările modale instantanee, cit şi cele maxime au 
o variaţie identică cu configu1aţia vectorilor proprii (formelor proprii de 
vibraţie). 

181 



Răspunsul total instantaneu rezultă prin superpoziţie liniară 

X1:(t) = ţ xt, 1(t) = [ t. Cl>t, 1A 1 µ;] sin 6t, k = l, 2, ... n, (4.45) 

iar pentru răspunsul total maxim tot prin superpoziţie liniară, datorită carac
terului particular al acţiunilor 

• 
Xk = xk(t)lmaz = E Cl>t.,A,p.;, k = 1, 2, ... n. 

,-1 
(4.46) 

În situaţia în care se studiază răspunsul tranzitoriu, este necesar ca expre
siilor (4.45) şi (4.46) să li se aso:ieze soluţiile vibraţiilor libere de forma celor 
analizate în capitolul 2. 

Din expresiile (4.45), (4.46) şi (4.42) se pune în evidenţă într-o formă ~u~t 
mai explicită decît în capitolul 3, apariţia fenomenului de ~ezqnanţă multipl~. 
Într-adevăr, cînd pulsaţia 6 a forţelor perturbatoare comcide cu una dm 
pulsaţiile proprii ale sistemului, FADM atinge valoarea maximă. Astfel, 
cînd 6 = 61; (z" = 1, 2, ... 11) rezultă: 

• l . 1 -2 µi. maz = - , i = , , ... n 
2v1 

(4.47) 

În cazul neglijării amortizării (v = O), expresii!~ de calcul core~punzătoare, 
se obţin direct prin 'particularizarea celor demonstrate anterior. 

4.2. VIBRAŢII FORŢAtE PRODUSE DE ACŢIUNI INDIRECTE. 
RĂSPUNS MODAL TRANZITORIU SAU PERMANENT 

4.2.1. Cazul acţiunilor oarecare 

Actiunile cu caracter indire~t se manifestă asupra structurilor prin inter
mediui unei mişcări, cu caracter forţat, la care este supusă ba~a de _rezemare 
(fundaţia). Acest tip de excitaţie este specific _e:v~nimentelor ~mall?-1ce -trans
mise -prin mediul de pr?pagai"e de surse artif1c_1al.; _(prov_emţe dm pro~ese 
industriale sau trafic) ş1 de surse naturale (m1ş::anle seismice puternice~. 
în acest paragraf vor fi .. expuse nu~ai aspectefo . te~reti_c~ al~ P.robie:11ei, 
urmînd ca în partea a II-a a lucrăm, consacrată mgmerie1 se1sm1ce, sa se 
facă referiri concrete cu p:ivire la aplicarea practică a rezultatelor obţinute: 

în vederea evaluării răspunsului modal instantaneu a unei structuri 
pline de tipul celei din tigura 4.1, b, se va comidera că baza structurii (pre
supusă perfect rigidă) est_e supusă unei mişcări 1e tr~nslaţi<: în:,Plan orizovn!al, 
caracterizată prin funcţia u 0(t). În această _s1tuaţ1e, variaţule deplasanlor 
xk(t), vitezelor . .xt(t) şi acceleraţii!or xk(t) se vor exp~ima Î?; mărimi ~elati:ve, 
raportate la mişc:area de corp ng1d (de transport) a mtregu structuri, adică 

{x(t)}ab, = {l} U0(t) + {x(t)},c„ I 
{x(t)}ab, = {1} Uo(t) + {x(t)},,1, (4.48) 
{x(t)}.,b, = {l} Uo(t) + {x(t)},..,,. 

Ecuaţiile de condiţie, -exprimate t1i' coordonate dinamice (k = ţ, 2, ... n) 
vor ;:ţvea o formă asemănătoare cu (4.12). Forţele perturbatoare „ech1valente", 
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de natura unor forţe de inerţie generate de mişcarea u0(t) a bazei structurii, 
rezultă: 

{F(t)} = -tM~ {1} ii0(t), (4.49) 

unde s-a notat cu {1} vectorul unitate sau identic, iar prin ii0(t) - variaţia 
acceleraţiilor imprimate bazei structurii. Deoarece mişcarea bazei are un 
caracter alternant, se poate face abstracţie de semn în relaţia (4.49), astfel 
incit ecuaţia generală de echilibru dinamic instantaneu va fi: 

tMJ {x(t)} + tCJ {x(t)} + [R] {x(t)} = tMJ {1} u0(t). (4.50) 

Pe baza transformărilor (4.15) şi (4.16), precum şi a celorlalte operaţii 
prezentate în § 4.1.1, se obţine următoarea formă pentru ernaţii1e de condilz'e 
exprimate în coordonate modale (decupla te): 

(4.51) 

în care intervine vectorul factorilor de participare modali 

{P*} = [Cl>f t.M~ {1}. (4.52) 

Factorul de participare modal corespunzător modului propriu ide vibraţie 

P; = {Cl>}f tMJ {1}, (4.53) 

pune în evidenţă „participarea" cantitatiYă a acceleraţiei, care se manifestă 
la baza structurii, în fiecare ecuaţie modală. întrucît P; dimensional repre
zintă o „masă modală", produsul P;u0(t) are semnificaţie de forţă de inerţie 
modală. 

Operînd în mod asemănător cazului acţiunilor directe ecuaţia (4.51) 
devine: 

(4.54) 

Ecuaţiile modale independente, aparţinînd sistemului (4.54), au urmă
toarea formă generală : 

:;.,(t) + 2v1{,)1-iJ,(t) + 6li'1l1(t) = P: ii0(t) = A,u0(t) (i = 1, 2, ... n). (4.55) 
M, 

Prin integrarea acestei ecuaţii se obţine soluţia specifică răspunsului 
modal liber (cu caracter tranzitoriu) de forma (4.30) şi de asemenea expresia 
corespunzătoare răspunsului modal forţat, prin intermediul integralei de 
superpoziţie sau de convoluţie (Duhamel): 

'1)1, y(t) = ( p:) ·-!_ \1 u0 (-.) e-v,.,,c,-~, sin {,)j(t- 't') d't', 
.711, 6), • o 

(4.56) 

(i = 1, 2, ... n) 

sau 

(4.57) 
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unde s-a introdus notaţia 

n 

A. = p; := {<D}f ~MJ {I} - ~ m/1\.; 
' M.; {<l>}f ~ MJ {<l>}i ff 

E mt<I>z. , 

( 4 .58) 

k~I 

Expresia (4.58) reprezintă o cantitate adimensională şi defineşte, conform 
semnificaţiei pe care o are ecuaţia (4.55), distribuţia excitaţiei, exprimată 
prin variaţia acceleraţiilor -ii:0 (t), în raport cu coordonatele modale ale siste
mului dinamic. Din acest motiv A, s-a denumit factor modal de distribuţie 
a accelera/iei care se manifestă la baza structurii, întrucît se poate scrie pro
pricta tea fundamentală: 

ff 

b A, == 1, 
i=l 

(4.59) 

-care rezultă în urma unor prelucrări adecuate a ecuaţiilor (4.50) şi (4.54). 
Pc baza relaţiilor (4.53) se poate evalua răspunsul relativ instantaneu 

total pe direcţia GLD. 
Astfel, deplasarea relativă i'nstantanee pe direcţia GLD k, corespunzătoare 

modului propriu i de vibra ţie rezultă : 

sau 

X1;, ;(t) = <Pi,Jl);(l) = A1<l>,.,; ~ (' u0 (,) e-''1"' 111-s} sin w;(t - -:-) d-:-, (4.60) 
W; Jo 

Xi,, ;(t) =A;~(' -ii:o(,} e-v,w,(I-~} sin w;(t - -:-) d-:-, 
W; )O 

(i, k = I, 2, ... 11) 

(4,61) 

in care 
( 4 .62) 

Deoarece factorul de distribuţie A 1 este o constantă modală, din cxpresi,~ 
(4.62) se constată că Ak. 1 variază direct proporţional cu ordonat~le _vectorul1;11 
propriu de vibraţie, astfel încît va fi numit coeficz'ent de formă (".anaţ1a '.1-cest;11a 
defineşte o configuraţie geometrică identică cu forma proprie de vibraţie). 

Aspectele teoretice expuse prezintă o importanţă particular~ în analiza 
.seismică a structurilor întrucît funcţia de excitaţie ·ii 0(t), care mtcrvine în 
ecuaţiile de condiţie, reprezintă variaţia acceleraţiilor ca:e ?e manifestă la 
baza construcţiilor pe timpul cutremurelor. Deoarece funcţia u o_(t) care car~c
terizează actiunea seismică nu poate fi modelată prin funcţn matemati~e 
continue, ev~luarea integralei de superpoziţie (Duhamel) se va realiza prm 
tehnici de calcul specifice analizei seismice. 

4.2.2. Cazul acţiunilor armonice 

Se va admite cazul particular al mişcării bazei structurii, conform unei 
legi armonice de variaţie, i10(t) = u0 sin 6t, unde u 0 reprezintă amplitudinea, 
iar 6 - pulsaţia mişcării. 
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În aceste condiţii ecuaţia (4.55) se va exprima astfel: 

.. (t) 2 . () " r 
'l'J1 + V;W;'fJ; t + w;-r, 1(1) = --• u 00~ sin 0t 

M; ( 4 .63) 

(în care s-a introdus membrul drept al ecuaţiei în valoare absolută). 
. Datorită idcntităţii,Y.<l!n J?Unct de ndcrc matematic, între ecuaţiile (4.63) 

ŞI (2.57), pentru deplasa.rile mstantancc relative modale x. -(t) se va obtinc 
următoarea formă simplificată: A.' • 

sau dacă se foloseşte notaţia (2.116) 

unde 

x •. ,;(t):::::110A,..,;i,i:(sin Ot - e-,,.o,t~ sin w:1), 
(,); 

iar ,u: care reprezintă F..\Dl\I, are expresia (4.42). 

(4.64) 

Răspunsul pernianrnt exprimat în deplasări instantanee rclatiYc mo<lak 
rezultă: 

x,.., ;(t) = 110--4 ,.., 1µ:; sin 6/. 

Valoarea maximă a răspunsului permanent va fi 

( 4 .65) 

Răs~1;1nsul relati:' total se obţine prin superpoziţie liniară, în conformi ta te 
cu relaţule (4.45) ş1 (4.46). 

In privinţa posibilităţii apariţiei fenomenului de rezonanţii multiplă 
rămîn valabile observaţiile expuse în § 4.1.2. 

4.3. RĂSPUNS LIBER ÎN CONDIŢII INIŢIALE DA TE 

Analiza :7iţ>r_~ţiilor_ libere a sisteme~or_cu nGLD a fost cxpus{t în § 3.1.4, 
pe baza def1m:u clasice a răspunsulm dinamic în condiţii iniţiale date. În 
cele ce urmeaza, rezolvarea se ,·a efectua în sensul analizei modale a răsuun
sului, ceea ce permite generalizarea aspectelor teoretice care intervin. ' 

Ecuaţia vibraţiilor libere (3.23), corespunzătoare componentei i· a răs
punsului liber, se poate exprima astfel 

{[R] - w;tMJ) {x(t)}; = {O}. 

Dacă se ţine seama de transformarea (3.12), solutia acestei ecuatii de 
forma (3.4) defineşte variaţia în timp a răspunsului liber'exprimat în depiasări 

{x(t)h = {A}i sin ((,)l + 9;) = A1. 1{<D}; sin (w/ + ?;)- (4.66) 
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Exprimarea răspunsului liber prin intermediul coordonatelor modale i 
se obţine prin particularizarea ecuaţiei generale (4.25) 

[I] {rj(O)} + [!lJ {-1J(t)} = {O}, 

sau 

:~;(t) + WÎ"IJ;(t) = 0, i' = 1, 2, ... n, 

rezultînd astfel vectorul deplasărilor modale: 

{x(t)}1 = {<I>}, ll,(t). 

Prin identificarea relaţiilor (4.66) şi (4.67) se obţine: 

·r;;(t) = A1. 1 sin (w;i + q,,), i = 1, 2, ... n, 

(4.67) 

(4.68) 

rezultat care reconfirmă concluzia că fiecare componentă modală a răspunsu
lui liber este o funcţie armonică şi staţionară. 

1n condiţiile iniţiale cunoscute 

t = O, {x(O)} = {x0}, {x0(0)} = {v0}, 

şi exprimate pe direcţia GLD k = 1, 2, ... n, rezultă condiţiile iniţiale modale 
de forma celor care au intervenit în relaţia (4.30), adică lJ1(0) şi iJ1(0). 

1n această situaţie, din expresia (4.68) se obţin următoarele condiţii: 

"IJ;(0) = A1,, sin q,;, ·r, 1(0) = eu1A 1., cos?; 

şi deci cele 2n constante modale 

A 1. 1 = ·1J1(0) + ( 11:~) r şi tg q>; = ~~:~;~~), (4.69) 

(i = 1, 2, ... n). 

Cum era de aşteptat, condiţiile modale 'IJ;(0) şi 'Î),(O) sînt ideritice cu 
relaţiile (3.44) şi (3.45). 

4.4. RĂSPUNSUL SISTEMELOR CU COMPORTARE NELINIARĂ 

Evaluarea răspunsului forţat în ipoteza comportării neliniare a sistemelor 
dinamice cu nGLD este asemănătoare situaţiei expuse în § 2.10. 

Ecuaţiile de condiţie, care exprimă echilibrul dinamic incremental, ana
loage cu ecuaţia (2.145), rezultă: 

- {LlF,(t)} + {LlFa(t)} + {LlFc(t)} = {M(t)}. (4.70) 

Forţele incrementale, de inerţie (i}, de amortizare (a) şi elastice (e), care 
intervin în ecuaţia (4.70) au următoarea exprimare: 
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{LlF1(t)} = {F,(t + Llt)} - {F1(t)} = - [MJ {Llx(t)}, } 
{Ma(t)} = {Fa(t + Llt)} - {Fa(t)} = [C(t)] {Llx(t)}, 
{M,(t)} = {F.(t + Llt)} - {F,(t)} = [R(t)] {Llx(t)}, 
{LlF(t)} = {F(t + Llt)} - {F(t)}. 

(4. 71) 

I 
Se va considera că matricea de inerţie nu se modifică pe durata aplicării 

acţiunii. Codicienţii care definesc matricele de amortizare şi de rigiditate 
variază în intervalul incremental de timp Llt în aceeaşi manieră cu reprezen
tările din figura 2.30. 

Ţinînd seama de relaţiile (4.71), ecuaţia incrementală a mişcării va avea 
forma generală 

[MJ {Llx(t)} + [C(t)] {Llx(t)} + [R(t)J {Llx(t)} = {F(t)}. (4.72) 

Integrarea sistemului de ecuaţii· (4.72) se va face prin metoda „pas cu 
pas" (sfep-by-step), în conceptul expus în § 2.10. Se va utiliza şi în această 
situaţie metoda variaţiei liniare a vectorului acceleraţiilor, rezultînd pentru 
vectorul vitezelor o variaţie parabolică pătratică, iar pentru vectorul depla
sărilor o variaţie parabolică cubică. 

Analog relaţiei (2.157) se obţine în final 

[ R(t)J { Llx(t)} = { M(t)}, (4.73) 
unde· 

~ 6 3 
[R(t)] = [R(t)] + - tAIJ + - [C(t)J, 

Llt2 j,j 
(4.74) 

[M'(t)] = [ilF(t)J + ( ~t {x(t)} _ _!_,_ 3{x(t)}) tll1J + 

+(3{x(t)} + ~ {x(t)})[C(t)J. (4.75) 

Ecuaţia (4.73) este specifică rezolvărilor statice ale structurilor în raport 
cu matricea de rigiditate. Efectele dinamice intervin în matricea de rigz'ditate 
incrementală (4.74) prin introducerea influenţei inerţiei şi disipării. 

Rezolvarea ecuaţiei (4.73) se face prin premultiplicare cu [H(t)r1 , obţi
nîndu-se vectorul deplasărilor incrementale 

{Llx(t)} = [R(t)r 1 ~::\F(t)}. (4.76) 

Dacă se are în vedere relaţia (2.153), rezultă direct expresia vectorului 
vitezelor incrementale 

{Llx(t)} = ~ {Llx(t)} - 3{.i:(t)} - Llt {x(t)}. (4.77) 
!::i.t 2 

La sfîrşitul intervalului incremental de timp Llt, vectorii dcplasrtrilor şi 
vitezelor incrementale 

{x(t + Llt)} = {x(t)} -'--{!::i.x(t)},} 
{x(t + Llt)} = {x(t)} + {Llx(t)}, 

-,,, ,.. . ' 

(4.78) 

d1;vip. condiţii iniţiale pentru următoarea etapă (sau pas) de operare . 
• Vectorul acceleraţiilor, la sfirşitul incrementului de timp Llt, se obţine 

p.dn _extinderea relaţiei .din capitolul 2, adică: 

{x(t +M)} = tMT1 ({F(t + Llt)} - {F0 (t + Llt)}'- {F,(t + ilt)}). (4.79) 

: Relaţia (4.79), în. care intervin vectorii for-ţelor de la sfîrşitul intervalului 
incremental Llt, poate constitui o condiţie de verificare a rezultatelor obţinute 
în fiecare pas al procesului iterativ. , •.... , .. __ . 

187 



4.5. CONDENSAREA MATRICE! DE RIGIDITATE 

ln analiza siste1!1-el_o~ ~iscrete s-:iu utilizat. modele dinamice simplificate 
(care_ corespund ma1ontaţ1~ ~truc~unlo_r reale) m care s-au neglijat inerţia de 
rotaţi~ (mase punctuale) ş1 mcrţ1a axială a elementelor (bare inextensibile). 
Datorită caracterului particular al modelului dinamic admis, totdeauna matri
cea de inerţie va fi diagonală şi alcătuită din masele asociate fiecărui GLD. 
Rezultă deci că ecuaţiile de mişcare se exprimă numai în raport cu coordo
natele dinamice de translaţie ale sistemului, ceea ce permite reducerea substan
ţială a numărului de GLD. în aceste condiţii, este necesar ca matricea de 
rigiditate a sistemului să fie exprimată tot în coordonate de translaţie. De 
aceea influenţa rotirilor elastice 6 ale tuturor nodurilor structurii (reale sau 
artificiale) se va include în translaţiile elastice x, care coincid cu direcţiile 
în raport cu care se definesc ecuaţiile de condiţie. Această operaţie, care se 
baze:i~ă _pe un proces de eli°':inare a componentelor de rotaţie (din matricea 
de ng1d1tate), poartă denumirea de condensare elas#că sau de condensare a 
coordonat,elor (deoarece scade numărul acestora). 

ln consecinţă, forţele clastice pot fi exprimate prin intermediul matricei 
de rigiditate [R] a sistemului, partiţionată în funcţie de natura coordonatelor, 
astfel: · · 

(4.80) 

deoarece, în vectorul forţelor elastice generalizate, s-au considerat nule com
ponentele corespunzătoare rotirilor de nod, adică {Fo} = {O}. 

Operînd asupra relaţiei (4.80) rezultă: • 

[R:r:rJ {x} + [R„9] {6} = {FT}, (4.81) 

[Roz] {x} + [R0oJ {0} = {O}. (4.82) 

Prin premultiplicarea ecuatiei (4.82) cu [Rour1 şi eliminînd vectorul 
rotirilor {6} din ecuaţia (4.81): se obţine matri'cea de rigiditate condensată 
sub forma 

(4.83) 

întrucît forţele clastice, corespunzătoare coordonatelor de translaţie, pot fi 
exprimate astfel: 

{F.,} = [R.,] {x}. (4.84) 

Este evident că în ecuaţiile de mişcare va interveni matricea de rigiditate 
condensată (4.83), definită printr-un număr mai redus de coordonate, cores
punzătoare numai translaţiilor, deoarece rotirile au fost eliminate. Prin urmare, 
condensarea matricei de rigiditate conduce implicit şi la condensarea coor
donatelor sistemului, ceea ce reprezintă un avantaj substanţial în analiza 
numerică. 

Matricea de rigiditate (4.83) obţinută prin metoda condensării se mai 
numeşte de „translaţie" sau „laterală", în cazul structurilor etajate (v. fig.-4.1). 

Reducerea matricei de rigiditate a sistemului [R], cînd ordinul acesteia 
este ridicat, la matricea de rigiditate condensată [RzJ, se poate realiza prin 
operaţii matematice elementare. Aceste operaţii se efectuează asupra liniilor 
matricei [R] pînă cînd în locul submatricei [Rze] se obţine o submatr•ce nulă. 
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4.6. APLICAŢII 

Aplicaţia 4.6.1. Să se determine răspunsul dinamic permanent şi neamor
tizat e:\.-primat în deplasări, al cadrului de beton armat din figura 4.3, a, 
acţionat de încărcarea perturbatoare directă F(t), prin analiză modală, utilizînd 
metoda matricei de rigiditate. Caracteristicile geometrice ale structurii sînt 
date direct în figura 4.3, a. încărcările gravitaţionale, concentrate la cele 
trei niveluri sînt Q1 = 150 tf (1471,5 kN),Q2 = 150 tf (1471,5 kN) şi Q3 = 100 tf 
(981 kN). Forţa perturbatoare arc caracter armonic şi este F(t) = F 0 sin Ot, 
unde F 0 = 4 tf (39,24 kN), iar 0 = 16 r;,.d/s. fonsiderînd momentul de inerţie 
de referinţă I, corespunzător unei secţiuni de 40 X 40 cm, rezultă EI = 
= 6400 tfm2 (62 784 kN · m2). 

Structura acoperişului poate fi considerată rigidă în raport cu celelalte 
elemente. Deoarece cadrul este sim0tric din punct de vedere dinamic, iar 
GLD au un caracter antisimetric, operaţiile numerice pot fi conduse pc semi
structura antisimetrică. 

Sistemul de bază dinamic (SBD) al acestei semistructuri, obţinut prin 
blocarea GLD, este reprezentat în figura 4.3, b. 

Matricea de rigiditate a scmistructurii, exprimată prin reacţiuni, se obţin~ 
pe coloane, acţionînd succesiv SBD cu cîte o deplasare laterală egala cu 
unitatea. 

Avînd în vedere faptul că riglele peste parter şi etajul 1 sînt clcfonnabilc, 
deplasarea unitate s-a impus sistemului cu nodurile blocate la rotire într-o 
fază iniţială şi deblocate 'ulterior prin iteraţie. 

I~ o0 

® -~r '.:l;. 
o ,,.,-

@ - . 1 rn-
2,5 I 2,51 2,5 I gi 

,..,; 
F(tl __ ... L rn. 

(D 2,51 2,51 2.51 I 
o 

21 21 21 "' 2! -3- ~ 

... '.___~,Q_L--Î- . §2Q~. 6,00 _ !- 6,00 __ 3,C2_ 

b a 

fQ,466 

1,0C9 

1,000 

MOD 1 MOD 2 MOD 3. 
C 
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Reacţiunile unitare (rigidităţile) se obţin din forţele tăietoare de la extre
mităţile stîlpilor, exprimînd echilibrul celor trei rigle. 

A rezultat următoarea matrice de rigiditate: 

[
. 805,6 

[R] = 10 -527,6 
57,7 

-527,6 57,7] 
718,3 -265,8 (tf/m) 

-265,8 215,2 

Întrucît masele sînt concentrate la nodurile celor trei rigle, matricea de 
inerţi€ a semistructurii rezultă ca matrice diagonală 

LMJ = 10 [
0

'
764

~,7645 ] (tf s2/m) 
0,5097 

1n figura 4.3, c sînt prezentate cele trei moduri proprii de vibraţie. Matricefe 
spectrală şi modală sînt: 

[
(,)1 l l8,49 l LilJ = w2 = 23,63 (rad/s) 

Cil3 42,25 

[<I>]= [{<I>}i {<I>}z {<I>}aJ = rl,~53 
2,141 

1 

0,571 
-1,356 

Vectorul forţelor exterioare ce acţionează asupra semi structurii este: 

Deoarece pulsaţiile proprii sînt distincte, vectorii proprii sînt ortogonali 
în raport cu tMJ şi [RJ şi matricele de inerţie şi de rigiditate generalizate re
zultă diagonale : 

[
5,189 l 

tM"J = [<I>:T tJ1J [<I>J = 10 1,951 
1,652 

[
375,7 l 

LR"J = [<I>? [R] [<I>]= 10. 1088,5 
2950,2 

Yectorul forţelor generalizate rezultă: 
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Din sistemul decuplat de ecuaţii diferenţiale 

L.M"J {'ti} + tR•J {"IJ} = {F"(t)} 
prima ecuaţie modală va fi 

M;ri 1 + R;"'i1 = F;, 0 sin 6t, 

adică 

5,189'tj 1 + 375,71j1 = 2 sin 16!. 

În regim permanent răspunsul modal are forma: 

1)i(t) = µ1Ll1, ST sin 6t 

unde: 

1 -(~J = 1 -(8~:9r = -0.394; 

_ F~.1_ 2 _ -3 Ll1 <"T ______ - 5,324.10 
. . R~ 375,7 

şi deci 

Y;1(t) = - 2,099 · 10-3 sin 16 t. 

în mod analog se obţin celelalte două răspunsuri modale: 

7;2(t) = 3,395 · 10-3 sin 16t; 

r,3(t) = 7,914 · 10-4 sin 16t. 

Răspunsul dinamic permanent în deplasări se obţine revenind la coor
donatele iniţiale: 

{x(t)} = [<1>]{-r,(t)} = !-~:;~;) · 10-4 sin 16t (m) 
,-8,,28 

Aceleaşi rezultate s-au obţinut prin analiza directă a răspunsului dinamic 
permanent. 

Aplicaţia 4.6.2. Să se determine variaţia deplasărilor laterale relative a 
cadrului din figura 4.4, raportate la deplasarea u0(t) = 11 0sin 2,d (acţiune de 
tip indirect) la care este supusă baza fixă (terenul) . .Mişcarea care este impri
mată bazei cadrului se consideră numai în interYalul de timp O ~ t ~ 0,5 s. 

3 

2 

1 

I 

1,21 

1,51 
",, 

m 

1,2m I 

1,6m 1,2 I 

1,5[ 
,. " 

x/t) 2.SJ 
-Î 

-0.99 

I xi(t) l 
- +---

1.2 I ~) i .1 

1.5 I 
,: " 

uJt) l " -+ ...... , 
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Pentru t > 0,5 s, u 0 (t) = O. Riglele cadrului se presupun perfect rigide, 
astfel încît deplasările laterale se datorează numai deformabilităţii stîlpilor. 
Datele numerice ale problemei sînt următoarele: Q = mg = 25 tf (245 J.::N); 
El = 4 500 tfm2 (44 100 kN m 2), l = 2,8 m. 1t 0 = 1 cm şi e = 2r. (pulsaţia 
corespunzătoare excitaţiei exterioare). Pentru rezolvarea acestei probleme 
se va folosi analiza modală (se va face abstracţie de prezenţa amortizării, 
V= O). 

Întrucît la aplicarea analizei modale se consideră cunoscute caracteristicile 
proprii de vibraţie, este necesar să se calculeze în prealabil valorile şi vectorii 
proprii care corespund structurii din figura 4.4. 

Efcctuînd operaţiile de calcul necesare, rezultă pentru matriccle de rigidi
tate şi de inerţie expresiile: 

-43,2 

79,2 

-36 

o l [ 1.6 o ol -36 , [·JfJ = m O 1,2 O · 

36 O O 1 

Cu datele numerice precizate în 
vectori proprii: 

enunţ, se obţin următoarele pulsaţii şi 

cu 1 = 18,636 ra<l/s, cv2 = 45,642 rad/s, w3 = 65,775 rad/s; 

11.00l 
{$}i = 1,94 , 

2,53 
l 1.00 l 

<<1> 1 -- o_ 39 l J2 - , , 

-0,99 
1 1.ool 

{<Dh = -1,61 · 

0,85 

Formele proprii de vibraţie sînt reprezentate grafic în figura 4.4 şi .1:erifică 
condiţia de ortogonalitate. 

Pentru obţinerea variaţiei deplasărilor relative laterale produse de mişcarea 
armonică imprimată bazei 110 (t) = u 0 sin 0t (u 0 = 1 cm, 0 = 2r:), şe va utiliza 
relaţia: 

Se vor aplica relaţiile: 

şi 

Coeficienţii din expresia deplasărilor relative modale au următoarele ,·alori: 

A 1 = 0,517, 

0/<01 = 0,3372, 

(O/w1) 2 =0,1137, 

l-l.1 = 1,1293, 

A 2 = 0,388, 

O/cv2 = 0,1377, 

(O/w2) 2 = 0,0190, 

µ2 = 1 ,O 194, 

A3 = 0,095, 

O/c,)3 = 0,0955, 

(6/w3)2 = 0,0091, 

µ3 = 1,0092. 

Tinînd scama de aceste ,·alori, coordonatel_e principale 
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au expresiile 
·r,1(t) = 0,0662 (sin 2rd - 0,3372 sin 18,636 t), 

"i'Jz(t) = 0,0076 (sin 2r:t - 0,1372 sin 45,642 t), 

·1)3(t) = 0,0009 (sin ht - 0,0955 sin 65,775 t). 

Deplasările laterale relative au expresiile: 

sau 

X1(t) = <l>1,1"1J1(f) T <l>1,2·,;2(t) + <l>1.3·')3(t), 

X2(t) = <l>2,1"1J1(t) -i- <D2,2·r,2(t) + <l>2,3Y,3(t), 

X3(t) = <l>3.1"1J1(t) + <Da.2·fi2(t) + <J>3,3"1)3(t), 

x 1(t) = 0,0747 sin Ot - 0,0233 sin <•li/ - 0,00104 sin wzl - 0,0001 sin w3t 

x2(t) = 0,1299 sin 6t - 0,0433 sin cv1t - 0,0004 sin w2t - 0,0001 sin w3t 

x3 (t) = 0,1607 sin Ot - 0,0564 sin wif - 0,0010 sin w2t - O,OOO(sin waf, 

în care 6, c.)1, w2 şi w3 au valorile numerice cunoscute, iar timpul variază în 
intervalul O~ t ~ O ,5 s. 

în figura 4.5 sînt reprezentate grafic variaţiile deplasărilor laterale relative 
x 1(t), x2(t) şi x3{t) în funcţie de timp. 

Aplicaţia 4.6.3. Se va aplica procedeul condensării matricei de rigiditate 
pentru structura analizată Î1: capitolu_] I, aJ?lic.aţia 1.1_5.1, unde sint evaluate 
numeric cele patru submatnce care mtervm m relaţia (4.80). Inversa sub
matricei [ R66] rezultă 

, R __ 1 _ [ 0,2962 
L oaJ2,2 - -0,0846 

-0,0846] 1 
0,3253 E/ 

Matricea de rigiditate condensată în raport cu translaţiile (4.83) se va 
exprima astfel 

în urma efectuării operaţiilor de ţ 0.12 

calcul s-a obţinut 

,R .. l • -r _ EI[ 0,1458 
C X,Z," -0,0452 

-0,045:] · 
0,1311 

Se constată că prin eliberarea ro,i
rilor de nod (coordonatele 3 şi ,J din 
figura 1.36), translaţiile (coordonatele 7 
şi 2) devin cuplate elastic, concomitent 
cu reducerea rigidităţilor principale. 
~Iatricea de rigiditate [R]u s-a condei> 
sat la [Rx] 2, 2, simultan cu condensa
rea corespunzătoare a coordonatelor. 

Verificarea s-a efectuat în baza 
următoarei proprietăţi 

[R,.]i;i = [D.,,,]2.2· 

f 
-~ 0,10 

~ 

o 
t.in s__.. 

Fig. '1.5 
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5 
DINAMICA SISTEMELOR CONTINUE, 
SISTEME CU UN NUMĂR INFINIT DE GLD 

Sistemele dinamice analizate pînă acum au fost considerate cu mase discrete, 
avînd deci un număr limitat de grade de libertate. _Există totuşi cazuri cînd 
transformarea unei structuri într-un sistem cu mase concentrate nu reflectă 
în suficientă măsură comportarea sa reală. Analiza vibraţiilor libere sau 
forţate în aceste condiţii poate conduce la rezultate mult prea aproximative 
sau chiar eronate. Este evident că prin mărirea numărului de grade de liber
tate, aproximarea poate fi îmbunătăţită substanţial, iar rezultatele ce se obţin 
să se apropie mai mult de cele exacte. Cu toate acestea, în anumite situaţii 
apare necesar să se ţină seama de distribuţia reală a maselor d(?-a lungul 
barelor unei structuri, încît sistemul oscilant rezultat va fi un sistem cu o 
infinitate de grade de libertate. Soluţiile unui asemenea sistem vor fi funcţii 
continue care vor depinde. direct de modul de distribuţie al maselor, precum 

~e variaţia rigidităţilor sistemului. Coordonatele mişcării, care definesc 
poziţia sistemului oscilant la orice moment t, se raportează totdeauna la 
poziţia de echilibru static. 

în acest capitol vor li examinate cîteva tipuri de sisteme cu masă con
tinuă (bare drepte şi plăci), acordîndu-se o atenţie deosebită determinării 
caracteristicilor proprii de vibraţie (valori şi vectori proprii), care prezintă 
cea mai mare importanţă practică. 

5.1. VIBRAŢII LIBERE TRANSVERSALE (DE ÎNCOVOIEREt 
ALE BARELOR DREPTE CU SECŢIUNE CONSTANTA. 
IDENTIFICAREA CARACTERISTICILOR DINAMICE PROPRII 

ln analiza vibraţiilor libere ale barelor drepte se va considera că oscila
ţiile se produc în planul principal de încovoiere. ln acest sens, se vor studia 
,·ibraţiile barei drepte din figura 5.1, omogenă, izotropă şi perfect elastică, 
avînd secţiunea constantă şi masa uniform distribuită. 

Se ,·or introduce următoarele notaţii: 

p greutatea proprie a barei pe unitate de lungime; 
F densitatea specifică a materialului (p = ,/g); 
A aria secţiunii transversale ; 

µ. = pf g = pA masa proprie a barei pe unitate de lungime; 
I momentul de inerţie al secţiunii transversale în raport cu 

E 
o 
<> 

axa neutră; 
modulul de elasticitate longitudinală (modulul lui Young); 
acceleraţia gravitaţiei. 

La un anumit moment tal mişcării se produce încovoierea barei, iar defor
mata dinamică va fi caracterizată de două nriabile independente şi anume, 
abscisa x şi timpul t, adică v(x,t). De asemenea, eforturile secţionale din bară 
vor fi funcţii de aceleaşi variabile x şi t. 
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. Pe~~r~ a stabili ecuaţia generală a 
mişcăm libere, se va izola un element 
infinit mic (fig. 5.1) care va fi acţionat 
de fo~ţele de legăti~ră corespunzătoare 
(M ŞI Q), precum ş1 de forţa de inerţie 
proporţională cu acceleraţia mişcării. 

Făcî~d abstracţie de prezenţa for
ţelor rez1st~nte (de amortizare), asupra 
elementului de bară dx vor acţiona 
forţele ~lasti"ce. (care se manifestă prin 
tfo~tun~e secţionale .M şi Q) şi forţa 
de merţ1e 

dj(x, t) = - µ. o2v(:r, t) dx. 
jj/2 

(5.1) 
Fig. 5.1 

. Echilibrul dinamic instantaneu se va exprima prin următoarel<.> două ecuatii 
m care s~au_ neglijat !nfi?iţii mici de ordin superior: < ' 

- ecuaţia de pr01ecţ1e pe direcţia normalei la axa barei, 

cQ(x, t) 
~-'---'-dx + dj(x, t) = O, ax (5.2) 

- ecuaţia de mom~1te în raport cu centrul de greutate al secţiunii 2-2, 

oJf(x, t) 
ax dx - Q(x, t) dx = o. (5.3) 

Pr~n derivarea ecuaţiei (5.3) în raport cu x şi avînd în vedere ecuaţia (5.2) 
se obţme: 

o2M(x, t) 
--0-'-x2--'- dx + dj(x, t) = o. (5.4) 

Din rezistenţa materialelor se cunoaste ecuatia diferenţială a fibrei medii 
deformate ' ' 

M(x, t) = -EI c2.:(x, t), 
cx2 

(5.5) 

ca~e e~te valabilă şi în acest caz deoarece studiul se face în domeniul micilor 
oscilaţu. 

Prin înlocuirea relaţiilor (5.1) si (5.5) în ecuaţia (5 4) rezult" t· d"f · 1 • ' · ,t ecua Ia I e-
l~e~ţ1: ă cu derivate parţiale a mişcării libere a barelor drtpte cu corr:portare 
m1ara 

EI ih(x,t) , c2v(x, t) 0 
--- I !l = (5 6) 

ax4 · 2t2 • • 

~cuaţia (~.6) fiind o ecuaţie diferenţială liniară, soluţia generală poate fi 
ex~nmaiă_ P:mtr-,o su~rapunere liniară de soluţii particulare independente 
avmd variabilele m x ş1 t separate. 
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5.1.1. Valori şi vectori proprii de vibraţie. 
Utilizarea matricei de transfer 

O soluţie p1rticulară a ecuaţiei (5.6) se va putea exprima prin produsul 
a două funcţii, una depinzînd numai de abscisa x, iar alta numai de timpul t. 
Deoarece, formele proprii de os:ilaţie ale unui sistem elastic sînt unde staţio
nare indep~ndente de timp, este convenabil ca funcţia în x să reprezinte 
chiar forma proprie principilă a sistemului, <l>(x). Rezultă deci că funcţia 
în t va avea caracterul unei coordonate generalizate (principale) -r;(t), aşa 
cum a f.>st definită în cap:tolul 4. Aş1dar soluţia particulară va fi: 

v(x, t) = <ll(x) 7i(t), (5.7) 

iar soluţia general~ se _va obţi~e ~~ o sumă infinită 1e soluţii de t~p (5.7), 
întrucît sistemul dmam1c are o mfm1tate de grade de libertate. Sduţ1a parti
culară (5.7) va caracteriza o formă oarecare de oscilaţie (i = 1, 2 ... ao). 

înlocuind soluţia (5.7) în ecuaţia (5.6) se obţine o ecuaţie cu variabilele în 
x şi t separate, adică 

EI <1>1v (x) ;i;(/) _ ---· = - -- = <,)2 (constant). 
µ <I>( x) ·r,(t) .. 

(5.8) 

Pentru a exista egalitate între cei doi termeni, care depind de cele _două 
variabile independente, este neces1r ca fiecare ~fi:_Clgal cu_ aceeaşi_const~ntă 
care s-a notat prin c:u2• Această constantă reprezmta pulsaţia proprie a siste-
mului oscilant. 

în concluzie, se observă că ecuaţia diţ~e:,itială _(5.6), care clepiride ;atţt de 
x, cît şi de t, s-a transformat în două ecuaţu d1ferenţ1ale omogene cu v.trtabtlele 
sep1rate (5.8), deci: 

(5.9) 

şi 

Ecuaţia (5.9) este identică din _p:.m_ct de vedere matem~tic, cu ecuaţia vi
braţiilor p:0prii (2.10), încît s'.lluţ1a e1 \'a avea fJrma clasică 

·r,(t) = Jf sin colt + S cosc:ut,. - {5.11) 

unde M şi N sînt constante de i:1tegr_are cori~~.i~ţ~t?are _unei forllle _ oar~
care i de vibraţie, care se determmă d11~ cond~ţ,i,ile 1ni/i1le: iar c:u est_e P!dsaţia_ 
proprie coresp-inzătoare formei respecttv_e. Nu Ş,~a _miu mtrodus m_d1ţele i 
care marchează modul propriu de vibraţie, cu $,COJ>Ul de a nu com;()b~a :rel~
ţiile ce se obţ1~• ;S-a precizat deja că soţuţfa(S.?)ar~ c'!-racte: de ~oluţ1e pa,rtt~ 
culară a ecuaţ1e1, deci corespunde unui mod prt,pr~µ:t de v1br.tţ1e. 

Dacl se introduce notaţia ·· · · 

(X~ = ~. (1)2., 
EI 

ecuaţia (5.10), ·care.este funcţie numai d~ ab~eisa 1,_devine 

<J>IV(.t} _ o:44>(x) =:()°, 
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(5.12) 

(5.13) 

Integrînd ecuaţia (5.13) se obţine soluţia generală ca o combinaţie liniară 
de funcţii trigonometrice sin o:x, cos o:x, sh cxx şi eh o:x, adică 

<l>(x) = A eh o:x + B sh cxx -;- C cos o:x + D sin o:x ( 5.14) 

Cele patru constante de integrare din soluţia (5.14) se detennirll. din co11-
d1'ţii la li'mită, adică din condiţiile de rezemare ale barei la cele dot:ll. extre
mităţi. Pentru fiecare extremitate există cite două mărimi elastice cunoscute, 
caracteristice rezemll.rii Efective a barei. 

În vederea simplificării operaţiilor de calcul, în locul funcţiilor circulare 
~i hiperbolice din relaţia (5.H) se utilizea2ă combinaţii ale acestor funcţii. 
Astfel, dacă se consideră un nou grup de constante C!. C2, Ca şi C4 legate 
de constantele A, B, C şi D prin relaţiile 

I 
A = - ( C 1 + Ca), 

2 

1 
B = - (C2 + C4), 

2 

soluţia (5.14) se transformă astfel: 

<l>(x) = C1F 1(cxx) + C2Fh.x) + CaFa(o:x) + C4Fir1.x). (5.15} 

:Cuncţiile care intervin în relaţia (5.15) au fost introduse de AS. Krîlov 
şi prezintă avantajul că aduc simplificări importante la determinarea con
stantelor de integrare. Expresiile acestor funcţii rezultă : 

1 F1(o;x) = - (eh o;x + cos r:1.x); 
2 

1 
F3(o:x} = - (eh o;x - cos o:x); 

2 

Fh.x) = ~ (sh o:x + sin o;x); l 
(5.16} 

F4 (r1.x) = _!_ (sh o;x - sin o;.r): 
. 2 

Valorile funcţiilor (5. I 6) pentru di,·erse mărimi ale argumentului o:x sînt 
in gţneral tabelate. 

Efectuînd derivarea succesivă a fancţiilor (5.16) în raport cu x se obţine: 

F~(o;x) = o:Fio:x); F;(o:x) = :1.2F3(:x.r); F;''(r:1.x) = o;3F 2(o:.r); l 
F;(o:x) = o;Fi(ocx); F;(o:x) = :t.2F 4(:xx); F~}r:t.x) = :x3Fhx); (S. I?) 
F;{ocx) = o:F2(ocx); F;(o:x) = :1.2Fi(:xx); Fa (:xx) = oc3F4(:xx); 
F~(o:x} ,ac, oi:Fa(ocx); F:(ocx) = :t.~Fh.x); F;"(o:x) = oc3F 1(o;x). 

Derivatele (5.17), car~ ~u~ în_ ~Yidenţă periodicitatea funcţiilor (5.16), 
servesc la expnmarea Yanaţ1e1 rotmlor 6(x), momentelor încoYoietoare 1'f(x) 
şi forţelor tăietoare Q(x). Pornind de la relc.ţia (5.15) nzultă: 

IX>'(x) = 6(x) = o:[C1F4(0:x) + C2F1(:t.x) + C3F 2(0:x) + C4F3(ocx):. (5.18) 

<l>"(x) =- i;) = o:2[C1Fa(«x) -'- C2F4(:xx) + C3Fi(O(x) + C4F 2(o:x)], (5.19) 

<l>'"(x)=-ţ;> = oc3[C1F 2(0:x) + C2Fa(o:x) + C3F4'0:x) + C4F1(r:t.x)] (5.20) 



Dacă se introduc aceşti vectori în relaţia (5.22), după efectuarea unor 
operaţii matematice elementare, se obţine următorul sistem de ecuaţii: 

1 1 -
-1 o --Fa(rx.l) --Fii7.l) <l>(l) o 

17.2EJ 17.aEJ 

1 1 6(l) o -1 --F2(!7.l) --F3(!7.l) o 
17.EJ 17.2EJ = (5.25) 

o F1(!7.l) 
1 

Mo o - F2(!7.l) o 
17. 

o o !7.Fi!7.l) F 1(!7.l) \ Qo o 
S-a obţinut astfel un sistem de ecuaţii algebrice şi omogene avînd ca 

necunos~te <l>(l), 6(l), M 0 şi Q0• Ca să admită soluţii diferite de zero, deci ca 
bara să oscileze, este necesar şi suficient ca determinantul matricei de transfer 
să fie egal cu zero. Se obţine astfel o ecuaţie în funcţie de parametrul 17. care 
reprezintă o valoare proprie a sistemului, datorită relaţiei de legătură (5.12). 

Dezvoltînd acest determinant se obţine ecuaţia caracteristică a sistemului 
oscilant sub forma: 

~(17.) = Fr(al) - F2(17.l) Fii7.l) = O. 

Prin înlocuirea funcţiilor F 1 , F2 şi F4 cu expresiile (5.16) ecuaţia caracte
ristică devine: 

cos 17.l eh «l = -1. 

Rădăcinile acestei ecuaţii sînt următoarele: 

«ii= 1,875; !7.2l = 4,694; !7.3l = 7,855, 

şi în general. pentru i;;;,, 3 

«l~(i - }}r. 

(5.26) 

lJtilizînd relaţia (5.12), pentru pulsaţia vibraţiilor proprii rezultă formula: 

(J); = 17.7 V E: = (!7.;l) 2 V!~: (5.27) 

care, aplicată cazului concret analizat conduce la 

(i = 1) VEI 
<,)1 = 3,52 µl4; 

(i = 2) VEI 
W2 = 22,0 µl4; 

(2i- 1)2 .. ·VEI 
W; = 4 . r,• µJ4 • 

Forma proprie i se obţine din relaţiile (5.21) 
1 , . . . 1 

<l>/x) = - -. -F3{17.;X) M0 - --· .. F4(17.;X) Q0, 
«îEI «fEI 
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sau 

"' ( ·) Jlo [ . 1 Qo ( ·)] -v1 x =--.,- F3(o:1.,)- - -_ - F4 o:;X • 
tJ:;EI o:1 M 0 

Din a treia sau a patra ecuaţie din sistemul (5.25) rezultă identitatea: 

9o F1(0:;l) 
--= 0:----, 
JI0 'Fh1l) 

care înlocuită mai sus conduce la ecuaţia formei proprii 1:, de vibraţie: 

<I>1 x) = .4 1 F 3 (o:;:,) - --- 4 o:1x , ( _ . [ . _ F 1(0:J) F ( )] 
F 2(o:1l) 

(5.28) 

unde A 1 este o constantă arbitrară. Configuraţiile geometrice ale formelor 
proprii de oscilaţie sînt date în figura 5.2. 

Substituind în expresia (5.28) relaţiile (5.16) şi considerînd A, = 1 se 
obţine variaţia vectorului propriu i de forma 

'1>1(x) = eh (o:1x) - cos (o:1x) - c~s (o:/)+ eh (o:,l) [sh (o:1x) - sin (o:,x)J. (5.29) 
sm ( o:;l) + sh ( o:i) 

1n tabelul 5.1 sînt prezentate caracteristicile de vibraţie (pulsaţii şi forme 
proprii) ale barelor cu o singură deschidere şi diverse tipuri de rezemare, avînd 
deci condiţii la limită (de legătură) diferite. Barele fiind de secţiune constantă, 
adică EI = const. şi µ = const. tabelul Ya conţine numai caracteristica proprie 
tJ.i care ddineşte pulsaţia proprie în conformitate cu formulele (5.12) sau 
(5.27). 

Pentru cazurile sintetizate în tabelul 5.1, ecuaţiile caracteristice şi varia
ţiile formelor proprii ce se obţin sînt redate în forma finală în ţabelid 5.2. 

TABELUL 5.2 

i~I I 
ECUAT,IA CARACTERISTICĂ 

TIPUL DE BARĂ 
EXPRESIA FORMEI PROPRII DE \"JBRAŢIE ll>1(x) zu 

1---x Fl(:1.11J - Fl(:1.;l) = o ~ sh (J(jl sjn «1l = O 

L1~ 1 c~x) sin 1 
-

pt(:1.;/) - F2(:1.;l) F 4(:x;I) = O 
1 - cos()(;/= 

- eh ()(1/ 
2 

, 
,J cos{«,·!)+ eh(()(;/) , . 

ch(::i:;x) - cos(o:1x) - . . . ) h( l) [sh10<;X) - sm((J(;X)] 
sm(oc;I +s (J(l -

F 2(()(11) F.,(()(1/) - F1(/J(1IJ F4(/J(11) = O - tg ()(;/ = th ()(1/ 

3 1 ~ ch(oc;I) - cos((J(,I) ·.. . 
ch((J(;x) - cos(o:1x)- 1 { · I) . _ . ( I) [sh((J(1x) - sm((J(;x)] 

Sl(J(j -StnCXj 

1 
J1(a.1/) - F.((J(tl)Fh-1!)= O--. cosa.tl =Ţ7 

1 1 ~ 
• . . ..... ·.· . ·... C /J({ 

cos(i10 -,.. ch(«,l) .. _ -· . · . . . 
ch(:;(1x) - cos((J(ix}- • . ( I) ·. _ h( I) (sb((J(cX) -,-. sm((J(1x)] sm CXi · -s o:, 

.· , ·. .. , ._·.•·. 1 
J1(a.il) - F 2(a.11) F,((J(t/)= O -+ coso:11 = h7 

5 
C (J(j 

ch((J(1X) + cos((J(1X) -
ch(«il) - cos(a.1!) . . . 
sh((J(il) _ sin("'ll) [sh((J(tX) - sm(CXjx)] 
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( ex l), în radia ni -
Fig. 5.J 

Rezolvarea ecuaţiilor caracteristice în for d v , 
face pe cale grafică utilizînd curbele din figu~\.3~ta m tabelul 5.2 se poate 

5.1.2. S~luţia g~nerală a vibraţiilor libere. 
Raspuns liber în c.ondiţii iniţiale date 

Vibraţiile libere ale oricărui tip de b v · • 
soluţiilor particulare corespunzătoare fiecă~"t se d ~bdţm _prm. suprapunerea 

mo i e v1braţ1e (5.7), adică: 
o, co 

v(x, t) = i=B, ... vi(x, t) = i=k <l\(x) ru(t). (5.30) 

Dacă se ţine seama de soluţia (5.11), relaţ~a·(~.30) devine 
co 

v(x, t) = ._ E <I>,(x) [M1 sin w;t + N,. cos w.tl ( 
1-1,2,... I-" 5.31) 

în care funcţiile proprii <1>. ( x) caractefrt' . . 
expresii.le din tabelul 5.2.' · ' ~ ice tipului de bară considerat, au 

Din relaţia (5.31) se observă că teoretic exi r d , . . . 
stante care se determină d1"ntr o dublv . t· ·ts_a o ubla mfm1tatc de con-, - a m m1 ate d d·c ... 
mate m deplasări şi viteze. Rezultă deci că r bl e con 1,11 m1ţ1al_e: expri-

Astfel, dacă se folosesc datele din t b 1 f o ema este rezolvabila. 
ambele capete, solutia vibraţiilor libere va eu 5f.2, pentru bara artz'culată la 

· a avea orma 

v(x, t) = i=t. ... sin( i";x) [Afi sin wit + N, cos w;t]. 

Se vor considera următoarele condiţii iniţiale (t = O): 

v(x, O) =J(x); ~: (x, O)= g(x), 

(5.32) 

. Dacă funcţiile j(x) şi 1;(x) satisfac drl 1 , .. 
intervalul O"' x"' l aceste functit au coi: ţ1„u e Ul D1:r:_1chlet, adică dacă în 

' o vana Ie monotona pe porţiuni, iar Ia 



I 
I I. 

limitele acestora nu există discontinuităţi, constantele M, şi N, se obţin cu 
ajutorul formulelor_ Four~er. Astţel, int:oducînd cele două. condiţii iniţ~ale 
în expresia (5.32) ş1 folosind apoi proprietatea de ortogonalitate a funcţnlor 
trigonometrice se va obţine 

i="f. .. : N 1 sin ( i·:x) = j(x), 

. E 11,f1w, sin ( i'-rl.x)= g(x), 
t=l,:t:, ..• 

şi deci 

M, = l~, ~: g(x) sin{i:x) dx}. 

},i1 = ~ (' /(x} sin/ ir.x) dx 
· l J0 \ l 

(5.33) 

Se constată că, răspunsul liber exprimat prin ecuaţia (5.32) este o mişcare 
periodfră avînd perioada egală cu perioada fundamentală a barei . , 

2„ 212y-;-
T = T1 ==~=7 EJ' 

deoarece, conform datelor din tabelul 5.1 

'"1 = 7:y~. 
5.1.3. Proprietatea de ortogonalitat, 

a vectorilor proprii de vibra;,ie 

.(5.34) 

Proprietatea tle ortogonalitate a vectorilor propriise poate stabili extin
zînd rezultatele obţinute în § 3.1.3 pentru cazul sistemelor oscilante cu masă 
distribuită. Condiţia de ortogonalitate se poate deduce însă direct prin apli
care.-. teoremei reciprocităţii lucrului mecanic yirtual (teorema lui Maxwell
Betti) pentru caracteristicile dinamice ale celor dou.ă m9duri; de vibrMie 
,: şi j independente (i :/- j). Deoarece1<· fiecare. forpiă, de ,~1b1"aţ1e reprez_mtă 
o stare de echilibru dinamic instantaneu sub.acţiunea ·fotţeloi: de inerţfo r~s
pective. teorema lui Maxwell-Betti va avea în acest caz ur:măJoarea foţ,tn,u
lare : lucrul mecanic virtual produs d_e forţe!~ de il'.l.etJfe din mo4u1 i de_ vibr_a
ţie, parcurgînd deplasările corespunzătpar~ di~_fq~lltÎ1 este• ~s-al cu luc1:11 
mecanic virtual produs de forţele de inerţi~ ijÎŢt înodi.:ll;~. pat~ur~illd depla~rile 
corespunzătoare din forma i. Deci: · · · · · · · · ·· · · · · 

(' [wfµ(x) <I>,(x)] <I>,(x) dx ('rJ1w(xi~}(;>lii(;){i. 
Jo Jo · · · ·· 

sau 

Intrucît 

'"1 "F '"' (i "F j), 

rezultă condiţia generală de ortogonalitate pentru două fJrme proprii diferite 

~: <l\(x) <I>,(x) ~(x) dx = O, (i°#- j). (5.35) 

În cazul part~cular al sistemelor cu masă uniform distribuită cînd µ (x) este 
constant, se obţme: 

\
1 <l>;(x) <f);(x) dx = O. (i:1-j). 

•O 
(5.36) 

5.1.4. Sisteme formate din bare drepte cu masă continuă 

An~li:a vibraţiilor li~ere. ale. structu_rilor complexe {grinzi continue, cadre 
etc), ţm~nd seama de d1stnbuţ1a dectn•;i. a maselor pe toate elementele de 
r~rstenţa co~~onente, teoretic nu comp.xtă dificultăţi de formulare a ecua
ţn_lor de ~condiţie: Se pot utiliz_a _ _rezulta~el~ obţinute anterior, valabile pentru 
o_nce bara ~eapt~ avmd c~nd1ţule Ia limită (de capete) determinate. Pentru 
f~ecare bara a unei structun complexe se poate scrie O relatie de forma (5.22) 
ş1 anume: ' 

unde 
{5.37) 

{V}sT este ~ectof1:11 ~e s~are al cap:'ttului stîng al barei, conţinind funcţiile 
· mcovoteru dm secţiunea respectiv~i; 

{V}oR - vectorul de ~~an: al cară!~lu_i din ~reapta, conţinind de ase
menea funcţule mcovo1em dm secţiunea respecti,-ă. 

_Maţ~icea de transf~r va avea semnificaţia expusă anterior, iar forma va 
fi identică cu expresia (5.24). 

S~ .~criu a~tf~~ rel~ţii de forma (5.37) pentru toate barele structurii, iar 
con~ţ11!e la limită (cite patru pentru fiecare bară) rezultă din conditiile de 
~ontmmtate ale deformaţiilor şi de echilibru dinamic, exprimate în se~tiunile 
m care barele structurii se consideră asamblate. ' 

. -~pre e~eI?plu,_ pent1;1 porţiunea de grindă continuă din figura 5.4, con
d1ţule la hm1tă dm secţiunea k (în număr de patru), care exprimă legătura 

Fig. 5.i 
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dintre n·ctorii de stare ai barelor (k - 1, k) şi (k, k + 1) vor fi următoarele: 

<l>(Xk-1fx =I = 0, • 1·-1 1·-1 

<I>(xk)J,,, =0 = O, 

d<l>(xk_1) j = d<l>(xk) I , 
dx,._1 ,,, =, dx.. x =O 

,. J.-1 A·-1 ,,,, 1' 

d2<l>(xk-1) I - d2<1>(xk) I . 
dxL1 ",._,=,,_, dx: .. 1-0 

5.1.5. Sisteme cu masă continuă fi mase concentrate 

Există situaţii în care, pe lîngă masa uniform distribuită, sistemul oscilant 
posedă şi mase concentrate. Din punct de vedere teoretic problema se tratează 
în mod similar cazului sistemelor continue cu observaţia că în dreptul maselor 
concentrate, cele patru condiţii la limită, dintre elementele de bară, vor ana 
următoarele semnificaţii: 

- deplasarea relativă este nulă; 
- rotirea relativă este nulă; 
- momentele încovoietoare sîn t egale; 
- forţa tăietoare va avea un salt egal cu forţa de inerţie corespunzătoare 

masei respective. . . . .• . . .. 
În tabelul 5.3 sînt date expresiile de calcul 8:le pulsaţ1e1 fundamentale 

pentru barele cu masă uniform distriţ>uită µ. şi sec.ţiune const:mtă, avînd 
ataşată o masă concentrată m. Pulsaţia fundamentala se va detemupa cu 
formula 

VT 
(()= --. 

ni,c„ 
(5.38) ., 

unde s-a notat m,c1„ masa concentrată echivalentă a .sisţe~ului osci,lant cu 1;1~ 
singur grad de libertate. Se observă, .că în această s1tµaţ1e, expresia pulsaţiei 
fundamentale este identică cu formula (23}. 

2G6 

TABELUL 5;3 

i ..; PULSAŢIA ' VT 
' O: Fl'XD.UIEXtALĂ.. w,,.· -, -

u TIPt:L SISTEMl'Ll"I · mec• 
ic,: 
iz 

"t:-11~-1i2~ 
i- '--------
! 

'mtch. 

m+ 0,49µ1 

k 

48!.!.., 
/3 

3!!_· 
1n + o,2◄µl ia ',, 

i2 1r/J ~ 
! ___ .·_-_-_: -_-_·•-_-i _ _, --,,.---,---,-'--,--......... , 

i 1 . '; r!-' ➔-. ·o ·,·· . 110!! i 3 -- li2-+-i12..:!" m + O;i µ ··•· · tf' 

i-
i 1 
i 

rrt ,u 
' • .. r 
+-II 2-+- I /2_; 

5.2. INFLUENŢA FORŢEI AXIALE ASUPRA PULSAŢIEI PROPRII 
ÎN CAZUL VIBRAŢIILOR TRANSVERSALE ALE BARELOR 

Dacă asupra unei bare drepte acţionează o forţă axială (de întindere sau 
compresiune), pulsaţia proprie a vibraţiilor transversale va depinde, în afară 
de caracteristicile proprii ale barei, şi de mărimea şi sensul acestei forţe. Este 
evident că prezenţa unei forţe de întindere va contribui la majorarea rigi
dităţii transversale a barei în timp ce o forţă de compresiune va micşora 
această rigiditate. De aceea, valoarea pulsaţiei proprii, care se exprimă direct 
prin intermediul rigidităţii, va creşte sau se va diminua în raport cu pulsaţia 
proprie din situaţia în care nu există forţă axială. Totdeauna, tensiunile care 
rezultă în bară, ca urmare a solicitării axiale, trebuie să se afle în limita de 
elasticitate a materialului. 

Se vor analiza în continuare vibraţiile libere ale barei simplu rezemată din 
figura 5.5, cu secţiune constantă şi masă uniform distribuită, acţionată de o 
forţă de întindere constantă N. 

Pentru a obţine ecuaţia de mişcare, ţinînd seama şi de forţa axială de 
întindere N, se va proceda ca în paragraful precedent, exprimînd echilibrul 
dinamic instantaneu al elementului de bară infinit mic dx. 

În acest sens se vor utiliza relaţiile anterioare (5.1) ... (5.4) cu menţiunea 
că ecuaţia diferenţială a fibrei medii (5.5) în cazul de faţă de,·ine: 

o2v(x, t) .• 
-EI-- = M(x, t) - i\ i-(x, t), 

ox2 

de unde 
_ f;2v(x, t) , ... . .l\,f(x, t) --El---''---'-,.\ 0-(.1, t). 

cx2 
(5.39) 

Jnlocuind relaţiile (5.39) şi (5.1) în ecuaţia (5.4) şi efectuînd unele transfor
mări, se obţine 

o4v(x, t) _ 1V o2v(x, t) ..L ..::_ c2v(x, t) = 0 
ox4 El ex~ ' El ct2 

(5.40) 

Alegînd o soluţie particulară de forma (5.î) cu Yariabilele separate, ecuaţia 
(5.40) se va reduce la o ecuaţie diferenţială de ordinul II depinzînd numai de 
timp (5.9), precum şi la o ecuaţie diferenţialft de ordinul I\', funcţie numai 
de :r, care în acest ca?: va avea forma 

• iV •;. 
<l>11 (x) _.:_ <J)"(.r)- <v2 -'--<l>(.r) = O. 

EI El 

Se observă că pentru :.V= O se obţine ecuaţia (5.10). 

Fig. 5.5 

N ... 

(5.41) 
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F~~1cţiile partic~la~e <l>(x) care_ satisfac ecuaţia (5.41) v_or fi chiar funcţiile 
proprn (fonnele prmc1pale) <I>1 (i = I. 2, ... oo) ale barei dublu articulată 
(tabelul 5.2). Aşadar, se va putea considera următoarea soluţie: 

i1tx 
<l>;(x) = sin-, (i = 1, 2, ... oo). 

l 
(5.42) 

Prin substituirea funcţiei (5.42) în ecuaţia mişcării (5.41) se obtine ecuaţia 
caracteri'sti'că a sistemului ' 

(5.43} 

un?e s-a notat prin w1 pulsaţia barei cînd se ţine seama de prezenţa forţei 
axiale. 

Din ecuaţia (5.43) se deduce pulsaţia proprie de ordinul i, cînd se ia în 
consideraţie efectul unei forţe axiale de întindere 

Se constată însă că 

(,)-=--- 1-'----. 2 1'.4„4 EI [ Nl2 ] 

' z2 µ ' i21t2EJ 

·2 2EJ 
\7 ·=~ 
• cr, ' z2 

reprezintă forţa critică de flambaj pentru bara din figura 5.5, cunoscută din 
rezistenţa materialelor (formula lui Euler), iar 

(,) = (ir.) 2VEI 
' f2 µ. , 

este pulsaţia proprie a barei dublu articulată în absenţa forţei axiale N 
(tabelul 5.1). 

Pe baza acestor observaţii, expresia pulsaţiei proprii în cazul unei forţe 
de întindere, devine 

- l{ N (•); = W; I I + -.-, 
lv cr, i 

(5.44) 

Dacă bara este solicitată de o forţă de coinpresi·une, pulsaţia proprie va 
avea expresia 

- lf N -<r>, = c.i 1 / 1 - ~· 
1'cr. t 

(5.45) 

Din compararea formulelor (5.44) şi (5.45) rezultă că acţiunea unei forţe 
axiale de întindere măreşte rigiditatea transversală a barei (w1 > w,}, iar 
acţiunea unei forţe axiale de compresiune măreşte flexibilitatea_ transversală 
a barei (~, < w1). 

In cazul modului fundamental (z' = 1}, de fapt singurul care prezintă 
interes practic direct, prin particularizarea formulelor (5.44) şi (5.45), rezultă: 

- cînd forţa axială este de întindere 

- V N Wl = W1 J + -i\i' ; 
1 cr 

(5.46) 
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cînd forţa axială este de compresiune 

(5.47) 

unde 

este forţa critică minimă de flambaj (i = 1). 
Fonnula (5.47) arată că în situaţia în care forţa de compresiune A" se 

apropie de forţa critică minimă, pulsaţia tinde către zero, iar mişcarea barei 
pierde caracterul oscilatoriu. Această concluzie poate sta la baza determinării 
pe cale experimentală a forţelor axiale dectiYe din elementele unei structuri, 
formate din bare drepte, supuse la forţe axiale de compresiune importante 
(grinzi cu zăbrele, stîlpii inferiori la construcţiile în cadre multietajate etc.). 

Cînd N-,. N,r, iar w-> O, ecuaţia (5.9) devine 

;i,(1) = O 

a cftrei soluţie este 

ri(t) = JJ + Nt . 

Acest rezultat 3.rată că mişcarea este nelin:itată în timp. Situaţia de faţă 
caracterizează un caz elementar de 1·11stab1hlate d1·11ami'că, iar sistemul dinamic 
are o comportare neliniară. 

5.3. VIBRATIi FORTATE ALE BARELOR DREPTE 
CU MĂSĂ CONTINUĂ. RĂSPUNS FORŢAT 

Studiul răspunsului dinamic al barelor dnpte cu ma~ă continuă, la vibraţii 
forţate, se va face utilizînd anali'za modalii în maniera în c2-re a fost expusă 
în capitolul 4. Se va putea determina astfel deplasarea dim~mid în raport cu 
formele proprii (principale, normale) ale barei, deplasarea totală obţinîndu-se 
prin aplicarea principiului superpoziţiei. 

Se va considera că asupra barei din figura 5.6, a, cu secţiune constantă 
_şi masă distribuită acţionează forţele perturbatoare distribuite p(x,t) în 
Intervalul O~ x ~ l. Xeglijînd pre-
zenţa amortizării, ecuaţia de mi~- ~(x,t)dx 
care se va obţine prin exprimarea 
echilibrului dinamic instan tancu al a O l=====::=i•=====~ - x 
elem_ entului de bară ir.finit mic dx ~ 
(fig. 5.1), asupra căruia, pe lîngă lv F(t) F(t} F(t) 
forţele considerate în § 5.1 va mai 1 k m /J(X ),EJ 
acţiona forţa p(x, t) dx (fig. 5.6, a\. b 
În consecinţă, ecuaţia vibraţiilor 1---- xk - ---1 
forţate va rezulta sub forma: tF(t)=~sin9t ,1-1,El 

EI ih(x, t} + ( ) ih(x, t) p( ') C "'..----------,ci_ u.x -~-= .t',,. """"" J_ -
0x4 ' 0t2 i-- l/2 -- - l/2 - --, 

(5.48) :Fig. 5.6 
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Dacă se consideră o soluţie generală de tipul (4.6), adică 
GO 

v(x, t) = . I:; <I\(x) Y)i(t), 
1"""'1, ... , •.• 

prin substituire în ecuaţia (5.48) se obţine 

00 d4<I> (x) 00 d2 (t) 
EI. E T,- 'tJlt) + µ(x) E <I>,(x) _'fJ_, - = p(x, t). 

i=l,:1,... X i=l,l,... dt2 

Din ecuaţia vibraţiilor libere (5.10) rezultă însă 

d4<I>,(x) = µ(x) w~<l> (x). 
dx4 EI • ' 

(5.49) 

(5.50) 

(5.51) 

P_rin înlocuirea relaţiei (5.51) în ecuaţia (5.50) se va ajunge la următoarea 
exprimare 

(5.52) 

Toţi termenii ec~aţiei (5.52) se vor înmulţi cu <I>ix), j#i, şi se vor inte
gra de la O la l. Ţmînd seama de condiţia de ortogonalitate (5.35) ecuatia 
vibraţiilor forţate devine ' ' 

[ ~I µ(x) <I>Hx) dx] d;;It) + wr[\1 µ(x) <I>}(x) dx] r,,(t) =f1 P(x, t) <I>;(x) dx. 
o t . o · Jo 

Se constată însă că s-au obţinut, analog analizei făcute în capitolul 4, 
următoarele caracteristici ale sistemului oscilant: 

- masa generalizată corespunzătoare modului i 

Af; = (1 µ(x)<I>Hx) dx; 
Jo . (5.53) 

- forţa generalizată corespunzătoare modului i 

F:(t) = \1 p(x, t) <I>i(x) dx. 
•O 

(5.54) 

Folosind aceste notaţii. ecuaţia vibraţiilor forţate n avea o formă ana
loagă cu ec~aţia (4.26), cu menţiunea că s-a neglijat termenul corespunzător 
forţelor rezistente, 

(5.55) 

. În cazul unor forţe perturbatoare concentrate Fk(t), k = l, 2, ... m 
(fig. 5.5, b), forţa generah::ată va avea expresia 

"' 
F;(t) = EFk(t) <I>;(x,J, 

k=l 
(5.56) 

unde <l>lxk) reprezintă ordonata formei principale i· din dreptul punctelor 
de aplicaţie k ale forţelor perturbatoare. 
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Soluţia ecuaţiei (5.55), care reprezintă răspunsul permanent al sistemului 
(vibraţia liberă considerîndu-se atenuată), va avea deci expresia 

Se va analiza în continuare cazul particular al acţiunii 1111n· forţe pertur
batoare armonice F 0 sin fJt, aplicată în mijlocul deschiderii unei bare simplu 
rezemată cu masă uniform distribuită (fig. 5.6, c). Conform tabelului 5.2, 
ecuaţia formei proprii rezultă 

( ) . i'î:x 
<1>1 x = sm -- , 

l 
(5.57) 

şi deci 

"'(l) . fr: 
"' 1 l = Slll Z • 

În consecinţă, masa generalizată şi forţa generalizatii Yor fi 

(5.58) 

F • F . in . 0 , = 0 sm -sm t, 
2 

(559) 

iar ecuaţia (5.55) se transformă astfel 

.. ( ) ~ ( ) 2F O • 1'.;;; • fJ 
"I); t + W;''I); t = --Slll - S111 f. 

µl 2 
(5.60) 

Soluţia ecuaţiilor (5.60) se determină direct bazaţi pc analogia dintre 
această ecuaţie şi ecuaţia (2.41) 

. 1:-r: 
sm-

2F0 2 . 
·r,;(t) = -----:;z c,,2 _ 02 S111 0!. 

' 1 

(5.61) 

Soluţia generală se obţine prin aplicarea principiului superpoziţiei (5.30), 
avînd în vedere relaţiile (5.57) şi (5.61) 

. ir: 
sm-

) 2F0 • fJ ~ 2 . i';-;x 
v(x, t = - 1-sm t. 4 w~ _ 02 sm-1-_ • 

µ t=l,-',··· • 

Dacă se ia în consideraţie expresia pulsaţiei proprii (ta belul 5 .1) 
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soluţia generală mai poate fi scrisă sub forma 

( ) 2F 0l3 • 6 ~ 1 . i1t . i1tx 1 
v x, t = - 4-Sln t .t..., ~ sm-sm- 6 2 , 

1t El i-t, 3, 5, ... i I 2 l 1 - ( ,,J (5.62) 

în care este pus în evidenţă coeficientul dinamic (2.48). Se observă de ase
menea, că în relaţia (5.62) apar numai termenii pentru i impar, care corespund 
deci formelor proprii simetrice, datorită caracterului particular al aplicării 
forţei perturbatoare (pe direcţia axei de simetrie a sistemului). 

O formulă aproximativă a deplasării dinamice se obţine considerînd 
numai primul termen al seriei (pentru i = 1) 

( ) 2F ,P 1 . n-x . 6 
v1 x, t = 1t4EI · 1 -(:J2 • sm - 1-sm t. (5.63) 

Yaloarea maximă a deplasării dinamice, ,se va obţine în mijlocul grinzii, 
pentru x = l/2 

deoarece 
~ - FJ8,., 2FJ3, 
. S'l' - 48El - ilEI · 

,(5.64) I 

reprezintă săgeata statică produsă ele ac.ţiµnea forţei F0• Se constatl't astfel că 
s-a ajuns la o exprimare a deplasării dinamice maxime (5.64) identică cu 
formula (2.53). . . . ··.. . . 

Dacă se ţine seama. şi de influenţa vil)raţHlor libere, expresia (5.63) va 
avea o formă analmigă cu relaţia (2:50:),aţlică · 

iar în mijlocul deschiderii 

,,, ( ~ , I) - t>,, I _ (i(sllţ 6t - ~' sin M,t) • ( 5,66) 

Relaţia (5.62) pune în evidenţă posibilrtiteă apariţiei fenomen:uluj de·, 
rezonanţă multiplă în cazul în care fl = 0>({i == 1, 3, 5, "'.. ,oo ). . · 

5.4. VIBRAŢII LIBERE ALE PLĂCILOR ,PLANE 
OE GROSIME CONSTA.N.TĂ .. . 

Pentru stabilirea ecuaţieî de mişcare . a unei plăci plane rectan~ 
gulare, acţionată dinamic· normal pe ~l!lnu1 median, se admit aceleaşi 
ipoteze simplificatoare din teoria statiţă elementară. Se porneşte de la 
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ecuaţia diferenţială a plăcilor plane de grosime constantă stabilită în teoria 
elastici tă ţii 

(5.67) 

unde 

w(x, y), reprezintă deplasarea suprafeţei mediane a plăcii pe 
direcţia normalei (fig. 5.7); 
rigiditatea cilindrică a plăcii; D = Eh3/12(1 - Y2) 

p(x, y) încărcarea normală pe planul median al 
plăcii; 

h 
\J 

grosimea plăcii, considerată constantă; 

coeficientul de contracţie transversală 
(Poisson); 

. operatorul biannonic (dublu Laplace-ian), 
care în coordonate rectangulare este 
de forma 

V' = ţ:'2ţ72 = (~ + ~) ( 02 + L) = 04 + 2 __E__ + _ o4 
• 

ax2 ay2 cx2 cy2 ax• cx2oy2 ay4 

!n regim dinamic de solicitare a plăcii, în ecuaţia diferenţială (5.67) intervin: 
. . h 02,.<RJ(x, y, t) 

- forţele de inerţie, - p · ; a2 
- forţele perturbatoare, p(x, y, t); 

unde s-a notat prin p densitatea specifică a materialului. 

Ecuaţia diferenţială a vi'braţiilor forţate va rezulta 

-r-,4 ( t) + ph o2w(x, y, t) p(x, y, t). 
v w x,y, , • D 

D ct-
(5.68) 

în cazul vibraţiilor libere, cînd p(x, y, t) = O ecuaţia mişcării se reduce astfel 

V4w(x y· t) + r:,li • c2,.<iJ(x, y, t) = o. (5.69) 
, • D a2 

Se admite pentru ecuaţia (5.69) o soluţie particulară de forma 

w(x, y, t) = w(x, y) sin (wt + qi), (5.70) 

.în care <,) reprezintă pulsaţia proprt'e a 

plăcii, 
Prin înlocuirea soluţiei (5.70) în ecuaţia 

(5.69)se obţine: 

v•w(x, y) - <,)2 ph w(x, y) = o. 
D 

...................... ___ _ 

---------- X ----a-----
Fig. 5.7 
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Dacă se introduce notaţia: 

ecuaţia de mişcare dedne 

V4w(x, y) - (34w(x, y) = O, 

sau, s::risă în formă de operatori 

(v'4 - (31) w(x, y) = (V2 + (32) (V2 - (32) w(x, y) = O. 

(5.71) 

(5.72) 

(5.73) 

Pentru rezolvarea ecuaţiilor (5.72) sau (5.73) se vor alege soluţii care 
satisfac condiţiile la li'mt"tă ale plăcii (în funcţie de condiţiile de rezemare pe 
contur), ca în cazul încovoierii statice a plăcilor. 

Astfel, dacă se analizează vi·braţiz'le libere ale unei plăci dreptungMulare, 
avînd laturile a şi b (fig. 5.7), se p:>ate admite pentru amplitudinile mişcării 
o soluţie de tipul 

(5.74) 

care satisface condiţiile la limită (pe c<>ntut) şLund.~'ni şi n sînt numere întregi, , 
Înlocuind soluţia (5.74) în ecuafia(,5.72) t~uită: · · 

[ ( m2 n2)2. 1·. ·. 
;:4 - + - - A4' A ' == o a2 !J.2 "" . ~" · • 

Condiţia ca sistemul să oscileze este ca aniplitu~ittea să fie diferită q:e zero. 
Punînd această condiţie se obţine ~cuaţia. carăcieristică, prin intermediul căreia 
se determină spectrul pulsaţiilor plăcii · · 

(5.75} 

Avînd în vedere relaţia (5.71) şi expresia rigidităţii cilindrice, ecuaţia 
(5.75) permite să se determine pulsaţia proprie de ordinul (m, n): 

(5.76) 

Ecuaţia form&i' propr# de ordinul (m, ~) . va. avea aceeaşi configuraţie 
geometrică cu soluţia (5.74), care va fi raportată l:iamplitudinea arbitrară 
Âmn = 1 

(5.77} . 
' ,,' ' , 

1~ figura 5.8 sînt reprezentate cîte.ya n:fod,1;1t1 ii~ \l',tbraţie ale plăcii drept-
unghmlare plane din figura 5.7~ .. .\ · · ·· · 
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f • l ,, 
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j 
~ 

/Y /Y 
,--,.....,--,--,--.--,.....,.-, 

m= 1 1--,~-,....._,,.,.-7"..,.e:<'--1 m = 1 

n=l ~--f---,'--J n:2 
-.i...... ............................ ....,~ ___ .......,....,. __ _._.._,_x 

/Y /Y ~:itfll!ll ill!Jll,_,,......,....,._,,...,....,...,,.....,~ 

Fig. 5.8 

1n modul fundamental, rezultă m = n = l, astfel încît pulsaţia şi forma 
proprie, obţinute prin particularizarea relaţiilor (5.76) şi (5.77) vor fi 

şi 

. r.x . T.Y b) 
<1>1,1 = sm-; smb, (0..;x..;a, O..;y..; . 

în cazul unei plăci pătra~e, avînd ~:3-tura a, ~3:că_ se con~ideră ~~ relaţiile 
(5.76) şi (5.77) b == a, se obţm expresule pulsaţ1e1 ş1 formei propru 

. mr.x . n'll."V 
<l>m,.(x, y) = sm--sm-~-, 

a a 

iar în modul fundamental 

2 2V Eh2 - -2 
eu1.1 = 1t 12a4p(l - vi) - •• 

Eh2 

',, (5. 78) 

(5. 79) 

(5.80) 

(5.81) 

Soluţia vibraţi'ilor libtJre pentru placa cu cont?r !ectangular se dete~i~ă 
prin superpoziţia soluţiilor particulare (5.70) ş1 ţmînd seama de variaţia 
amplitudinilor (5.74) 

a, o, 

w(x, y, t) = E E wm,.(x, y) sin (eu.,,,.t + 9mn), 
m•l n-1 

sau 
~ . mnx . m:y . ( t + ) w(x, y, t) =EL./ Am„ sm --sm--s1n Wmn ·'Pmn 

.,. n a b 
(5.82) 
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Cele două constante Âmn şi C?mn se obţin în baza condiţii'lor iniţi'ale (t = O). 
În Yederea introducerii acestor condiţii este mai convenabil să se scrie expresia 
(5.82) în următoarea formă echivalentă 

w(.x, y, t) = E E sin mrcx sin nrcy [Mmn sin "'mi + N mn cos "'m,.tJ. {5.83) 
m „ a b 

Determinarea noilor constau te M 111„ şi N 111„ se face considerînd următoarele 
condiţii iniţiale 

aw · · 
w(x, y, O) = f(x, y); - (x, y, O) = g(x, y). . at 

Procedînd în mod analog cazului studiat în § 5.1.2 (vezi expresia 5.32), 
rezultă expresiile celor două constante 

4 \a \b . 1nTCX . n11:y 
]1,fmn = -- g(x, y) sm--0 sm--. -dxdy 

abCi)mn. o• O a b_ 

N 4 [" [bi( ). . m11:x . n1ty d d mn=-,' X,y Slll--Slll-- X y 
ab, 0 , 0 · a b 

{5:84) 

în tabelul 5.4 sînt date expresiile pulsaţiei fundamentale de vibraţie pentru 
plăcile dreptunghiulare avînd diverse rap:>arte între laturi şi tipuri de rezemare. 
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TABEl,UL Ş.4 

Ci\RACTERlSTICA . PULSAŢIEI 
FUNDAMENt:4Lli: i;, 

j MODULAD:J~f1ElllARE ..,, ., t,./Eh'J12~a~(l-v') !:' 
• DREPTUNGHIULARE ------'--"-__,.....;..;:.,.. ____ _ 

R~PO'.RT.t;l, :i:.J).TURILOR b/a. 

I f:c:~~l 19.74 14.26 12.34 11.4j 110.97 9,87 
•-···- Cl --. .. .. I 

--1---··---
23,65 18,90 17,fr 16,63 16,26 15,43 

., '>,:: .· ' 
--,..------1---t---'I...,._...._,_~ ~ --. -

j 

Tabelul 5.5 cuprinde expresiile pulsaţiilor proprii pentru primele cinci moduri 
de vibraţie, în cazul unor plăci circulare şi pătrate. Liniile întrerupte mar
chează laturile simplu rezemate. Tabelul 5.6 conţine expresiile de calcul ale 
pulsaţiilor proprii de vibraţie pentru plăcile plane în formă de triunghi echi
lateral, stabilite de M. Bârsan prin metoda fişiilor finite [14]. 

TABELUL 5.5 

I, 
CARACTERISTICA PULSAŢIRI 

!:; MODUL „i" DE V!BR.qIE ~, 

NR. MODUL DE REZEMARE A w, = ~î ,YEh2/12pa'(1-v1 ) rad/s 
PLĂCILOR CIRCULARE 

CR-;". ŞI PĂTRATE MODUL DE VIBRATIE 

I 1 I 2 I 3 I 4 I 5 

i I 
1 0 20,H - - - -

I 
, I --

2 e 41,01 85,26 139,98 1.59,83 3j7,22 

--
' ' 19,74 124.45 I ' I 49,40 79,05 98,80 

3 ' :a : I I 
L i 

(! .-! ---- ---------- ---· 

4 Oa 23,6.5 .'.'1,7j .58,72 86,22 100,42 a I -- I -------- - . ------: 
I 

102,331 5 Oa 28.95 54,80 69,39 9·1. 71 

I a ·------1 -- ----

Oa 6 
3,49 8,j5 21,44 27,-iG 31,17 

a 
--

7 Oa 6,96 24,08 26,80 48,0j 63,H a --
8 Oa 35,98 73,41 108,27 131,64 135,22 a 
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ii<: MODUL DE REZEMARE 
'-' A PLĂCU = TRIUNGHIULARE 
z 

I 

1 ~ 
Q 

r \ 

I 

2 ~ 
a -

3 Ll 
a -

4 6 a 

5 ~ a 

61 ~ 
Q 

11 
I I 

I I 

TABELUL 5.6 

CARACTERISTICA PULSAŢIEI lN MODUL „i" 
DE VIBRAŢIE I;, 

w; = t:1JEh1/12pa'(l-v')~ s 

MODUL DE VIBRAŢIE 

I i 2 I 3 I 4 I 5 

t 

51,02 117,30 122,53 207,87 221,18 

92,33 li6,89 181,23 284,88 297,70 

73,75 152,37 156,41 25-i,46 265,95 I 

66,37 138,36 Hi,73 23-1,68 250,42 

3i,13 91,4Z 93,51 167,64 182,26 
' 

21,61 6-1,57 68;20 129,64 145,55 

I 

6 
METODE NUMERICE P~NTRU EVALUAREA VALORILOR 
ŞI VECTORILOR PROPRII 

Din capitolele anterioare a rezultat că determinarea caracteristicilor proprii 
de vibraţie ale structurilor reprezintă o problemă fundamentală în dinamica 
construcţiilor. Prin caracteristici dinamice proprii se înţelege totalitatea 
pulsaţiilor şi formelor proprii, corespunzătoare modurilor de vibraţie pe care 
le posedă o structură, transformată în sistem oscilant cu un număr limitat sau 
infinit de grade de libertate. Aceste caracteristici se mai numesc valori ş.i, 
vectori proprii, în sensul expus în capitolul 3. In cuprinsul acestui capitol 
se vor folosi ambele denumiri. 

Calculul direct al valorilor şi vectorilor proprii prin utilizarea ecuaţiilor 
generale (3.15) şi (3.26) prezintă în cele mai multe cazuri dificultăţi de ordin 
matematic. Dacă ecuaţia caracteristică este dată sub formă de polinom, rădă
cinile acesteia, adică valorile proprii, se pot obţine prin utilizarea subrutinelor 
unui ,calculator electronic digital. In general, calculul exact al caracteristicilor 
proprii de vibraţie ale unei structuri, prin metodele matematice tradiţionale 
de rezolvare, este extrem de laborios, mai ales în situaţia în care numărul 
gr;idelor de libertate aJ sistemului este ridicat. 

Metodele numerice prezentate în acest capitol permit determinarea pulsa
ţiilor şi formelor proprii de vibraţie, fie pornind de la relaţiile de identitate 
{3.17) sau (3.27), care depind de matricele [D] şi [R], fie direct, fără a mai fi 
necesar calculul coeficienţilor şi scrierea ecuaţiilor de condiţie. 

Majoritatea metodelor numerice prezintă avantajul substanţial că pot fi 
programate la calculatoare electronice, ceea ce face ca operaţiile complicate 
şi uneori repetitive pe care le implică aceste metode să nu constituie un im
pediment de ordin matematic. Elaborarea unor asemenea programe de 
obicei comune, nu reprezintă o problemă dificilă în practica utilizării calcu
lului automat. 

Unele din metodele aproximative ce vorfi expuse au în general un domeniu 
de aplicabilitate limitat, referindu-se în special la determinarea caracteristici
lor dinamice ale modului fundamental. Aceste metode au însrt avantajul că 
sînt accesibile aplicaţiilor concrete, iar rezultatele ce se obţin cu sufrcientă 
rapidiJate, conţin erori ce pot fi controlate. 

în general, toate metodele numerice se bazează pe aproximarea formelor 
proprii de vibraţie şi corectarea lor succesivă printr-o operaţie de triere. 
Alegerea unei anumite metode depinde în mare măsură de tehnica de calcul 
d.e care se dispune şi în general de tipul şi importanţa structurii analizate, 
numărul gradelor de libertate, gradul de precizie impus, precum şi de numărul 
modurilor de vibraţie ce urmează a se determina. 

6.1. METODA RAYLEIGH. METODA ENERGETICĂ 

Metoda elaborată de Rayleigh are la bază legea conservării energiei, şi se 
foloseşte în special la determinarea pulsaţiei fundamentale a unui sistem 
oscilant cu un număr limitat sau infinit de grade de libertate. 
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In principiu această metodă se bazează pe aproximarea prealabilă a for
melor de vibraţie cărora urmează să li se determine pulsaţiile corespunzătoare. 
Deoarece aproximarea deformatelor dinamice ale unei structuri pentru mo
durile superioare prezintă dificultăţi însemnate, metoda lui Rayleigh se aplică 
cu succes la calculul pulsaţiei fundamentale de vibraţie. 

Pentru elaborarea şi justificarea acestei metode Rayleigh a formulat urmă
torul principiu, numit şi principiul lui Ra:ylei'gh: pulsaţia proprie a unui 
sistem conservativ, care vibrează în jurul poziţi"ei de eclzilibru, are o valoare 
staţionară în vecinătatea modului propri·u corespunzător. Această valoare sta
ţionară este totdeauna minimă pentru modul fundamental. 

In vederea stabilirii expresiei pulsaţiei fundamentale, se aplică legea con
servării energiei şi anume: energia totală a unui sistem conservativ (în care 
nu există disipare datorită ·absenţei forţelor de amortizare) este constantă 
pe tot timpul mişcării, adică 

E 1 = E.(t) + E:,,(t) = constant, (6.1) 

unde 

E.(t) reprezintă energia ci·netică; 

E:,,(t) energi·a potenţială a sistemului .dinamic. 

Dacă un sistem oscilează după un anumit ni.od de vibraţie, toate masele 
sale efectuează mişcări simple armonice cu o frecvenţă ce corespunde modului 
respectiv. 

La determinarea energiilor cinetice şi potenţiale este uecesar ca deformata 
dinamică corespunzătoare modului fundamental să fie compatibilă cu lm-ă
turile reale ale sistemului, adică Să respecte coridfţiile la limită (de margine). 
Dacă această deformată coincide cu forma reală de vibraţie, valoarea P.ulsaţiei 
ce se obţine va fi identică cu valoarea exactă a pulsaţieifun,damentale. lntrucît 
deformata dinamică fundamentală nu este cunoscută, îri funcţie de modul 
în care se aproximează această curbă va depiµde exactitatea ni.etodeilui 
Rayleigh. O aproximare satisfăcătoare a formei funq.amenta:le o constituie 
de obicei deformata statică, produsă d.e acţiuneatîncărcăţllor gia_vitaţionale mg 
aplicate pe direcţia GLD ale sistemului.. . .. · • 

1n cazul unui si·stem discret cu n grade de ltbertl.tte (fig. 6.1, a) ale cărui 
mase m1, m2, ... , m1:, ... mn efectuează mişcările x1(t), x2(t), ... x,.(t), ... x,.(t) 
pe direcţia GLD expresiile energiilor cinetică şi potenţială rezulfft: 

E,(t) = _!_ t,mkx1(t), 
2 .1-1 

(6.2) 

(6.3) 

unde Q" = mkg(k = 1, 2, ... n) reprezintă încărcările gră.vitaţionale cores,.. 
punzătoare maselor sistemului. · · . . . 

Pentru forma fundamentală, funCţî11: de tim,p avînd o foi:mă. amtonică 
simplă, deplasările sistemului vot putea .fi exprim.âle astfel: 

x1:(t) = x„ sin (c.>i + q,1), · (k= h Z,. , . n), 

în care Xi. este amplitudinea deplasării. 
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(6:4) 

1 
I 

a 
Fig. 6.1 

Substituind· soluţia (6.4) în expresiile energiilor (6.2) şi (6.3) se obţin 

(6.5) 

(6.6) 

în timpul oscilaţiei, _cî1:d sistemu~ trece prin poziţia de echilib:u (:poziţi~ 
iniţială), energia pot<:nţ:ala es!e nula (Ep_ = O), i~ tnnp ce ,;~~e~ia cmehca 
atinge valoarea maxima egala cu energia totala. (Ec, = E. .- E1). Cî:t:d 
sistemul trece prin poziţia extremă ţcind de~la~ănle_ smt m~x1:_11e), en~gia 
cinetică este nulă (Ec = O), iar energia potenţiala devme 111:~x1m~ şi eg~la cu 
energia totală (E:,, = Er;a-• = E1). În baza ace~tor observaţn, prm aplicarea 
-relaţiei (6.1) se ajunge la următoarea concluzie 

E1 = O + E~•• = E~•-• + O, 

iau 
(6.7) 

Relaţia (6.7) care fundamentează teor:eti~ metoda_ lui Rayleigh, justifică 
denumirea de metoda energetică ce se atnbme acestm procedeu de calcul al 
pulsaţiei fundamentale. .. 

Dacă se înlocuiesc valorile maxim<": ale encrgulor (6.5) şi (6.6) în relaţia 
{6.7) se obţine: 

şi deci 

(6.8) 
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Expresia pulsaţiei fundamentale (6.8) poartă d;numirca de formula lui 
Raylcigh sau cîtul lui Rayleiglz. În general, cîtul lui Rayleigh se exprimă în 
funcţie de cele două energii astfel: 

(6.9) 

notîndu-se prin E;""'x, energia cinetică de referinţă (cînd w1 = 1). 
. în. cazul în care variaţia amplitudinilor Xi ale deformatei dinamice, care 
mtervme în formula (6.8),- are aceeaşi configuraţie geometrică cu forma proprie 
fundamentală, pulsaţia care se obţine coincide cu pulsaţia fundamentală 
~e:il_ă. Deoarece variaţia modului fundamental trebuie estimată (propusă) 
m1ţ1a1, rezultatul va fi cu atît mai exact cu' cît această curbă se apropie mai 
mult de forma reală. 

Principiul lui Rayleigh enunţat anterior arată că valoarea cîtului R(x) 
este staţionară cînd deformata admisă pentru modul fundamental se află 
în ,·ecinătatea formei proprii reale. Astfel, dacă vectorul propriu fundamental 
conţine o eroare de ordinul I, cîtul lui Rayleigh (6.9), deci valoarea proprie 
corespunzătoare, rezultă cu o eroare de ordinul II. Această constatare permite 
să se asimileze forma fundamentală cu deformata statică a strµcturii, produsă. 
de acţiunea încărcărilor gravitaţionale corespunzătoare maselor sistemului 
(Q,. = nt,.g), aplicate pe direcţia GLD (fig. 6.1, b). Folosirea deformatei sta
tice conduce la rezultate satisfăcătoare din punct de vedere practic deoarece 
pulsaţia obţinută prin aplicarea formulei (6.9) este, fr. general, cu O ... 5% 
mai mare decît pulsaţia exactă [90]. 

În concluzie 

(6.10) 

şi de obicei rezultă 

(6.11} 

ceea ce reprezintă o bună aproximare a pulsaţiei fundamentale. 
Prin introducerea unui vector propriu care nu coincide cu cel exact, în

seamnă că sistemul oscilant a fost impus să vibreze în modul fundamental 
după o formă diferită de cea reală, ca şi cum sistemului i s-au introdus legă
turi (constrîngeri elastice) suplimentare. În acest fel sistemul s-a rigidizat 
şi de aceea pulsaţia dedusă prin aplicarea formulei (6.8) este mai mare decît 
valoarea exactă (6.10). Cu alte cuvinte, deformata dinamică propusă conţine 
într-o anumită măsură şi contribuţia modurilor superioare de vibraţie. 

Folosind notaţia 
n 

EQkxi 
x;T = _k=~'--

i:, QkXk 

(6.12} 

k=I 

expresia pulsaţiei fundamentale (6.8) poate fi adusă la forma simplă cunoscută 
din capitolul 2, care corespunde sistemului cu un singur grad de libertate~ 

(6.13} 
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Notaţia (6.12) ar? semnificaţi~ 
unei săgeţi staţice echivalente a ~mm 
sistem cu un smgur grad de liber
tate a cărui pulsaţie este egală cu 
pulsaţia fundamentală a sistemului 
cu n grade de libertate. 

În cazul unui sistem cu masă co11-
ti'nuă (fig. 6.2, a), stabilirea fo_rmulei 
lui Rayleigh se face în acelaşi mod. 
Considerînd pentru deplasările sis
temului oscilant funcţia v(x,t), 
energia cinetică va avea expresia 

1 r1 . [ov(x,t) ]2 • ( Ec(t) = z)
0
µ(x) - 0-t- dx, 6.14) 

iar energia potenţială înmagazinată de sistem 

Fig. 6.2 

Ev(t) = _:_ (' El(x) [ c2v(:,t) f dx, 
2 )o ex J 

(6.15) 

unde µ(x) este masa distribuită, iar /(x) - momentul de inerţie al oricărei 
secţiuni transversale x. 

Mişcarea sistemului în modul fundamental fiind armonică, rezultă 

·v(x, t) = v(x) sin (w1t + 71). (6.16) 

obţinîndu-se pentru cele două energii (6.14) şi (6.15) expresiile 

Ec(t) = 2_ Wi cos2 (wrf + qi1) \
1 µ(x) v2(x) dx, 

2 ~o 
(6.17) 

E (t) = 2- sin2(w1t + ?1) (
1 El(x) [ dZv(.~) ] 2 dx. 

P 2 \ dx-
(6.18) 

Înlocuind valorile maxime ale acestor energii în relaţia generală 
(6.7) se obţine următoarea formulă pentru pulsaţia fundamentală: 

,-z 
\ 1--1-(x}t1(.r) d.r 
• o 

(6.19) 

întrucît energia potenţială a sistemului se po:ite exprima pri_n _ intenncdiul 
lucrului mecanic de deformaţie al forţelor extenoare µ(x)g, acl1ca: 

(6.20) 

sau 

(6.21) 
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formula (6.19) devine 

\
1 µ(x) t•(x) dx ~1 q(x) v(x) dx 

., ..c':...:o _____ = g • o • 
Wi,11 =g 

\
1 µ(x)v2(x) dx \1 q(x) v2(x) dx. 

• o • o 

(6.22) · 

S-a obţinut astfel o formulă analoagă cu (6.8) care este mult mai uşor de 
aplicat şi furnizează rezultate cu un grad de exactitate ridicat. . 

Ca şi în cazul precedent, deformata dinamică corespunzătoare modului 
fundamental poate fi aproximată prin deformata statică produsă de încăr-:
cările q(x) = µ(x) g (fig. 6,2, b), în care caz rezultatele Sţ găsesc în limitele 
stabilite prin relaţiile (6.10) şi (6.11). 

Dacă sistemul cu n grade de libertate are masele· egale, iar cel cu o infinitate 
de grade de libertate masa uniform distribuită, fonnulele (6.8), respectiv 
(6.22), se simplifică substanţial. 

Citul lui Rayleigh (6.9) poate fi exprimat în formă matri'ceală explicitînd 
energia potenţială maximă E';"'" şi energia cinetică _de referinţă E;"'"· 

Admiţînd pentru mişcarea sistemului cu n grade de libertate soluţia 
(6.4), cele două energii maxime rezultă: , · 

1 E;a" = 2 {xf [R] {x}, (6.23} 

E:max = ~ {xf tMJ {x}, (6,24) 

unde matricea de rigi~itate [ R] şi matricea_ ma~eţor t~iţJ au ffst deja definite; 
{x} reprezintă maţrrcea c.oloa.nă. a a~~htudm1lo~, ia: fx} . este transpusa 
acestei matrice (fiind deci matr1cea. lime a amphtudm1lor). 

Înlocuind (6.23) şi (6.24) în formula. (6.9} se o:l,ţi~e pentru cîtul lui Rayleigh 
următoarea formă generală · 

., R( .) {l'}f,[RJ{oţJ. ·.· w- = X = ·. . • 
{xf C-M~ {x} 

(6.25) 

Întrucît vectorii deplasărilor dinamice max:îme, _în fiecare mod de Yibraţie, 
sînt proporţionali cu ordo!latele formelor proprii <l>, formula generală se 
transformă astfel 

(6.26) 

A .:antajul esenţi'al al exprimării pe cdle tiJ'a,trice4il a citului .lzei Rq.yleig/1 
conslt'i fn faptul că formula (6.26) ojeriite · : atea determitţ,ări'(tµluror 
modurilor proprii de vi'braţie (~âlori ş(.· . .... , ··•··,· •· .'·.·•··· 1ii:t 1i1evt<1,i ~f,ţi"nere~ 
modului ftmdamental, c1mi rezulta dinfo~1Alelt 4,ilt/ţfoţzre (6.8} ş1 J~:22). 

Forma proprie şi pulsaţia coresptînţăt~i.se .9bţin>printr-o op$iaţte. d~. 
triere a vectorilor proprii propuşi; ţinînd' seaţri.,a. de·c~atteristicjle configuratie1 
geometrice a formei căutate. ·. .·. •· .•... · .. \. . .··.· ,, , ·•· · ... · .... · ·.· · ·•· 

Citul lui Rayleigh permite determi:tiarea.pu)saţiei fµndamentale cu multă 
precizie chiar şi în cazurile în care vectorul1:ut1:dam:enfaleste definit C'.ll destulă 
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.. 
aproximaţie. Pentru modurile superioare, soluţia nu este totdeauna stabilă 
şi de aceea se efectuează o operaţie de triere a vectorilor proprii combinînd 
metoda Rayleigh cu una din metodele ce vor fi expuse în continuare. 

Relaţia (6.26) arată că pentru orice vector propriu real, se obţine valoarea 
proprie exactă corespunzătoare acestuia. Astfel, introducînd vectorul modu
lui i se va obţine valoarea proprie asociată acestui vect,or 

{ <l>}f [ RJ{ <I>}' • 
{<I>}ftMJ {<I>}, 

(6.27} 

în conformitate cu principiul lui Rayleigh, pulsaţia (6.27) are o valoare 
staţionară în vecinătatea unui vector -propriu; O eroare în aprecierea acestui 
vector va introduce o eroare de orditJ. inferior la determinarea valorii proprii. 
Dacă în expresia (6.26) se introduce un vector arbitrar (oarecare), valoarea 
proprie care se obţine va fi cuprinsă între valorile proprii extreme ale siste
mului, adică între 001 şi Wn• 

Numitorul expresiei (6.27) reprezintă masa generalizată (v. relaţia 4.7), 
iar numărătorul rigiditatea generalizată (v. relaţia 4.9), corespunzătoare 
modului i', astfel încît se va putea scrie: · 

R" wf=-1 , (i= 1,2, ... n). M; (6.28} 

Această formulă este identică cu expresia (4.24) care a fost stabilită 
pornind de la ecuaţia generală de condiţie (3.26). 

Formal, expresia (6.28) este identică cu pătratul pulsaţiei unui sistem cu 
un singur grad de libertate (v. expresia 2.5) caracterizat inerţial prin M; 
şi elastic prin R;. 

Formulele (6.27) şi (6.28) pot fi deduse direct din relaţia generală (4.24). 

6.2. METODA DUNKERLEY-SOUTHWELL 

Această metodă dă posibilitatea determinării directe a pulsaţiei fundamen
tale de vibraţie pentru sistemele cu un număr finit de grade de libertate 
(nGLD). Valoarea pulsaţiei obţinută prin aplicarea acestei metode are caracter 
aproximativ, apropiindu-se cu atît mai mult de valoarea exactă, cu cît 
pulsaţiile de ordin superior sînt mai mari în raport cu pulsaţia fundamentală. 

Pentru obţinerea expresiei aproximatiYe a pulsaţiei fundamentale, se 
· porneşte de la ecuaţia caracteristică (3.8) care sub formă algebrică polinomi
nală devine: 

u,nde 

1 
A=-· 

(1)2 

Pulsaţia sistemului dinamic fiind reală şi pozitivă, rezultă că şi rădăcimle
ecuaţiei caracteristice vor fi reale şi pozitive. In consecinţă, în baza relaţiei 
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<li?-tre rădăcinile: şi coeficienţii unei ecuaţii algebrice, se poate scrie coeficientul 
lui ,-~::!,sub. .forma: · . . · 1:, , . • .. · ,. . . .. 

' ,: , :'. ,; , ,·••- «1 = A1 + j,2 + : · · + "1 +, • • + '-,n• 
.. ,· •tt i 

sau 
;:;. i:; 1: ,;1: 

_::_ai=~+~+: .. +·~+.~.~. 
c,,i1 c,,i2 oo; w;; 

în care (c)1, <u2, • • • c,,i,, ••• <,) reprezintă pulsaţiile reale ale sistemului cu 
n GLD (fig. 6.3, a). ~• 

Dacă. si; dezvoţtf determinantul Ll{'),,) = O, adică ecuaţia caracteristică 
·(3.8), pentru coeficientul ,-11- 1 se obţine:. : .. · · 

:.c'.. ai = m1S11 + m2S22 + .. .' + mkskk + ... + mnSnn· (6.30) 

Co~siderînd că pulsaţiile de ordin superior sînt mult mai mari decît w 
-expresia (6.29) se reduce la · 1 ' 

I I 
- a1 z-;=-2-· 

<u1 <il1. D 
(6.31) 

. ,, Deoar~e a~e!stă ipot~ă. stă la baza metodei Dunkerley-Southwell, valoa
r1:a aproximativa a pulsaţiei fundamentale care rezultă din (6.31) se va nota 
CU c,,iLD 

Pridn.i1,e1,1tificarea relaţiilor (6.30) şi (6.31) se determină expresia pulsaţiei 
,u)l. D a Ica ' 

(6.32) 

Întruc(ţ '!li.;,=== Q,Jg (k = I, 2, ... n), relaţia {6.32) · se m;i scrie astfel: 

+ = Q1S11 + Q2S22 + .. • + Qk8kk + ... + Qn8nn . (6.J3) 
«>1, D g g g g , 

!./ 

'·.fig. '6,3 
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, · Se: :observă însă .că toţi ·numărătorii termenilor'. din ·membrul ~dr'ept al 
relaţiei (6.33) sînt egali cu· săgeţtle statice ale sistemului, produsei ţie abţiunea 
separată a fiecărei sarcini gravitaţionale Qt aplicată pe ·di:rti(lţhg), GLD. 
Prin urmare, relaţia (6.33)! devine.".; · · . . ,: , :,.: l'. , i " , , "··. ', i 

,, ' .. 

_
0
_1_ = x;, sT -t>2. sT ·~ ~-~ '. ~ x:. ;T + ... ·~:~~~.~~ :~• •.,~~- '(6.3'1) 

, ·, «>1,D. g · ''. , g ,·''; , g' . g·:1·,, ,!,,,11'i:,, 

Din analiza vibraţiilor libere ale sisfemelor cii'un singtit'i:frait1a/fr6:&tate 
efectuată în capitolul 2 rezultă: 

2 g 
(:,)11 =--, 

Xl,ST 

unde «>u, c,,i 22, ... wkk , ... «>,.,. reprezintă pulsaţiile proprii cînd pe acelaşi 
sistem ar fi fixată numai cîte.o singură masă (fig. 6.3, b). Avînd _în vedere 
notaţiile (6.35), expresia (6.34) va ave;i. forma 

1 1 I 1 I 
-.-=-.-2-+-2-+, ... +-2-+ ... +-2-, 
Wi, D «>11 «>22 Wkk W,.,. 

sau 

·, 
(6.36) 

de, unde se determină pulsaţia fundamentală w1.D. ·Formula (6.36):<:ara.cteri
zează metoda Dunkerley-Southwell şi mai poate fi <ledusă folosind, metoda 
energetică. , · · : , .. · · 

Relaţiile (6.29) şi (6.31) permit să se tragă concluzia următoare: 

I I >-, 
«>i, li Wi 

şi deci 

c,,il;DUNKERLEY < Wl,EXACT• (6.37} 

adică, valoarea pulsaţi'ei fundamentale _calculată w formula lui. Dunkerley
Southwelt este inferioară valorii' exacte. In general, prin aplicarea acestei for
mule se obţin rezultate care aproximează mai slab pulsaţia decît în cazul 
uti,l~ării formulei lui Rayleigh. Gradul de precizie creşte cînd w 2 este mult 
mai mare decît c,,i 1, adică atunci cînd importanţa modului fundamental este 
decisivă: În situaţiile curente eroarea este cuprinsă 'Între 8 şi 25%,, iar la 
structurile etajate se află 'în jur de 10%. · 

':Folosirea conconîifentă a metodei Dunkerley şi a metodei Rayleigh p~mite 
să se delimiteze inferior şi superior domeniul deJ existenţă al pulsaţiei funda-
mentale exacte deoarece . . . , · 

(6.38) 

• După cum •se poate constata, prin aplicarea metodei Dunkerley-$~uthwell 
se înlocuieşte sistemul cu n grade de libertate cu n sisteme indepeitdente cu 
cite un singur grad de libertate ale căror pulsaţii proprii se determină cu 
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relaţH!e (6.35). _Si_ngura P'.oblemă care pn,zintă anumite dificultăţi o constituie 1.-_. 
-calculul deplasanlor statice X1:, ST• mai ales pentru structurile static nedeter~ 
minate complexe. . · · ,. 

. patorită arţiţiciului prin ca~e se ca~culează _pulsaţia fundamentală, prin 
utilizarea relaţ1e1 (6.35), aceasta metoda se mai numeşte metoda pulsaţiilor •· 
izolate sau independente. ~ 

Tinînd seama de relaţia (6.34), se p:>ate stabili pentru wu o expresie mai ~ 
.accesibilă aplicaţiilor numerice, şi anume: ~ 

. r 

sau 

unde 
.. 

X.sT = B xk,ST• 
ks=l 

(6.39) 

Formula (6.39) se p.'.>ate aplica cu uşurinţă datorită asemănării cu expresia 
-p:ilsaţiei p:oprii a sistemelor cu 1 GLD studiate în capitolul 2. 

In cazul structurilor în consolă (turnuri, coşuri de fum, antene RTV, 
cadre multietajate, diafragme înalte), XsT va reprezenta deplasarea maximă 
(săgeata în vîrf) produsă de acţiunea laterală a încărcărilor gravitaţionale 
(fig. 6.4), dacă se neglijează influenţa rotirilor secţiunilor k asupra• depla
sărilor laterale, pe direcţia GLD. Astfel, formula (6.39) care în această situaţie 
devine: 

(6.40) 

-este cunoscută în literatura de specialitate şi sub denumirea de formula lui 
.Ceiger. Perioada fundamentală a structurii va rezulta sub o formă identică 

cu formula (2.18). 
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T1. n '= T1.<; '= 
'= 0,2,,/xsT.max (T1,n > Tu;x) 

(6.41) 

cu observaţia că deplasarea maximă 
se·va determ.ina ·în centimetri. 

Această e](p:esie de calcul a p~
rioadeî fundamentale, căreia · i _· se 
aplică o anumită corecţie, are o tăs
pîndite destul de mare în analiza 
antiseismică< a structurilor etajate 
[89}, (90], (91), [99] . 

. Relaţia generală (6.36), cµ aju
torul căreia se aproximează pulsaţia 
fundamentală a unui sistem cu n 

grade de libertatf:, a fost dedusă de către Dunkerley p:! cale experimentală. 
Mai tîrziu, Southwell a fundamentat teoretic această. metodă stabilind şi 
limitele de valabilitate ale pulsaţiei obţinute . 

6.3. METODA STODOLA. METODA APROXIMAŢIILOR SUCCESIVE* 

Metoda Stodola se utilizează pentru determinarea simultană a formelor 
şi pulsaţiilor proprii ale sistemelor oscilante indiferent de numărul gradelor 
de libertate. Obţinerea caracteristicilor proprii ale sistemului are la bază. 
un proces iterativ care permite trierea soluţiilor corespunzătoar'e unui anumit 
mod de vibraţie. Totdeauna prin metoda Stodola se determină pulsaţia cea 
mai joasă, deci şi forma proprie respectivă; de aceea procesul iterativ, care 
se caracterizează printr-o convergenţă satisfăcătoare, începe cu calculul 
modului fundamental de vibraţie. 

Se va presupune că sistemul cu n GLD din figura 6.5, a vibn;ază în jurul 
poziţiei de echilibru static după forma proprie fundamentală. Mişcarea fiind 
deci armonică, p:mtru deplasările xk(t) se admite o soluţie de forma (6.4) . 
Cînd se produc deplasă.rile maxime, egale cu amplitudinile .,·t, forţele 
de inerţie maxime, interpretate ca forţe dinamice, vor fi 

(6.42), 

Dacă acelaşi sistem se încarcă static cu forţele (6.42) , conform principiului 
lui d'Alembert, se vor obţine dtplasările statice X1.: egale cu amplitudinile 
sistemului oscilant (fig. 6.5, b) care caracterizează forma proprie fundamentală. 

Considerînd pentru pulsaţia proprie o Yaloare arbitrară, ·spre exemplu 
w = 1, vor rezulta forţele de inerţie 

(6.43) 

Fig. 6.5 

• În unele tratate se mai numeşte metoda Stodola-Vianello. 



• 
care, acţionîpd static a.supra aceluiaşi sistem vor produce deplasările statice 
x; l(fig, ;6:5, c). Este evident, că între deplasările X1: •şi •xZ există relaţia:, '' 

X1; = c)x: (k ~ f, 2, .· .. n), . . ·.,;,, 
de unde rezultă 

6)2 = x! · (k ~ 1, 2, ... n). 
. .... . . 

•-...JL _.,,'; .. ',::. 
(6.44) 

X.1; .. , 

Î~ .~azul ·fu: c~~e defo~ta corespun~ătoare ~odului •fun'damental 'âr fi 
apriori• cunoscută, cu ajutorul ţelaţiei (6.44), exprimată pe direcţia oridărui 
gra~,.de :libertate, se .obţine valoarea exactă a pulsaţiei fundamentale. în 
reahtate·în~, .deformata X1: nu se cunoşte şi de aceea ea va fi aproximată 
succesiv, pînă cînd, pI'in aplicarea relaţi.ei (6.44) se. obţin valori identice· ale 
p:ilsaţiei în două trepte consecutive de· ap:-oximare. în-această op:!raţie, de 
ap.·oxi~ări succesive, constă de fapt procesul iterativ ele selecţionare {triere) 
a soluţulor. .. , . . _,(- .. . . . 

C11: scopul de a n1ări cop.vergenţa Jteraţiei, calculul palsaţiei fundamentale 
(6.44) ~ţ face p:iI\ comp1rare3. săgeţilor statice maxime din,<louă aproximaţii 
succe_s1ve sau folosind următoarea relaţie, care derivă din relaţia (6.44): 

" E xk 
q k=1 

<,)" = -- . 
n 

_Ex; 
·k=l !1• 

(6.45) 

Cu dt deformata 'p,opusă este m~i .:.p:opiată de cea reală, cu atît'~tapPie 
p:-ocesului iterativ vor fi m1.i redus~:' Din aceleaşi motive,· se recomandă 
ca deformata iniţiaH't p:opasă să fie co:np1tibilă cu_ legăturile sistemuiui. 
De obicei, deformata imţială se consideră identică cu cea produsă de forţele 
Fk0l = mk = Qk /g. Această deformată coincide cu deformata statică obţi
nută prin încărcarea sistemului dat cu acţiunile statice Qk aplicate pe direcţia 
GLD, demultiplicatecu g, adică x~0 >. În următoarea aproximaţie, sistemul 
Ya fi încărcat cu forţele FJ1> = mk xL0> obţinîndu-se 'deplasările x1;1>. Deci 
în prima treaptă de aproximare rezultă' ' 

(6.46) 

sau 

(6.47) 

Procesul iterativ continuă, obţinîndu-se în treapta j de iteraţie 

• xL1-1> 
<,;[I) = -· .-· · (6.48) xL'l 

Se consideră că s-au obţinut valorile .exacte, atît pentru puls3.ţie, cit şi 
:pentru ordonatele formei fundamentale, dnd î.n două etape de aproximare 
consecutive se obţin aceleaşi valori pentru 6), adică · · 

6)f;j - CJ>(HI = O, 
în care caz deformatele xl1l şi x1,i+ 1l coincid. 
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Valoarea pulsaţiei (6.44) se obţine prin raportarea oric;iror 1n~rinli statice 
din cele' două situaţii de în,cărcare (rotire, forţă· tăietoare sau :in-omente în-
covoietoare). - ,. '.i : ·• · • 

Pulsaţia proprie tinde către valoarea reală ·prin mărimi :descrescătoare 
( I ( . · · ·pl1• , "'o >': '" l). > > ,.,(/) > > w . 

. : ;-~~~. :, 'w~. ,wl , ·:: • • • u.,1 • • • ,- I.EX \ii~, . 
deoarece, formele de oscilaţie _-.proximative în treptele/ nu core~pund celei 
reale şi deci 'sistemul se comportă ca şi cînd ar:p.Vea legături s1i1pJi111entarc, 
avînd o rigiditate mai niare decît în realitate. Pe măsură ce proc,;,esuJ,itcratîY 
avansează, aceste legături se eliberează, ajungînd în final la rigiq.itatea realrt 
a sistemului, întrucît deformata finală coincide c·u forma propliie ex.actă, 

Practic însă nu este necesar să sţ efedueze toate operaţiile iterative deoa
rece această metodă are avantajul· că pune în evidenţă eroarea existentă de 
la etapă la etapă. Dacă iniţial s-a considerat deformata ·statică, a sistemului 
sub ;icţiunea sarcinilor Qk; este suficientă o singură iteraţie pentru a obţine 
un rezultat satisfăcător necesităţilor de ordin practic (v. relaţia 6.45). 

. Întrucît determinarea deformatelor prezintă uneori dificultăţi, de calcul, 
se recomandă folosirea coeficienţilor de influenţă ·(\i pentru stabilirea depla-
sărilor x,.. (adică matricea de flexibilitate [D]). , ' 

Metoda Stodola se aplică atît sistemelor cu un număr limitat, cît şi celor 
cu un număr infinit de grade de libertate. 

Pentru obţinerea modurilor superioare, se aplică metoda elt'mt'1tării· modu
rilor inferioare deja determinate, folosind proprietatea de ottogonalitate; astfel 
ca totdeauna, modul de vibraţie ce urmează a fi determinat să .fie,cel mai jos. 
din cele rămase după eliminare. Spre exemplu.,· pentru• de(emi~nar.ea celui 
de-a,l doilea mod, se elimină modul fundamental .determinat, prin procedeul 
expus anterfr,>r,. folosind condiţia . de ortogonalitate dintre.' :cele d,,ou;r, forme 
proprii. În acest fel modul al doilea devine cel mai jos din totâ.litat~a· modu
rilor ce rămîn după eliminarea celui fundamental. Operaţiile de calculprivind 
determinarea pulsaţiei şi formei proprii pentru modul secmid,:sînt, iuenticc 
celor utilizate pentru obţinerea modului fundamental.· Trebuie_; ,subliniat 
faptul că la aplicarea metodei Stodola, pentru o~ţinerea modurilor superioare, 
convergenţa iteraţiei este mult mai lentă. Metoda aproximaţiilor succesive 
poate fi asociată· cu metoda Rayleigh deoarece ambele se ba:zea:ză:' pe- apre
cierea prealabilă a formelor principale de vibraţie. 

, Datorită caracterului iterativ al metodei Stodola, toate operaţiile de
triere a soluţiilor, precum şi procedeul eliminării modurilor inferioare, pot fi 
programate la un calculator electronic digital. Pentru a Ji posiqilă utihfarea.' 
calculatoarelor este necesar ca: această metodă de takti_l Mi. fid formulată 
matriceal. în această situaţie metoda are un caracter genefâl şi unitar fiind 
depăşite dificultăJile datorate ca~cul~lui laborios pe care_ îl implică? rczolvar_e 
tradiţională. Extmderea metodei Im Stodola, prm folosirea operaţnlor matn
ceale este cunoscută sub denumirea de metoda matrfreală iterativă şi face 
obiectul § 6.5. 

6.4. METODA HOLZER 

Initial elaborată pentru calculul pulsaţiilor propl'ii de torsiune ale arborilor, 
metod~ Holzer a fost extinsă şi la sistemele în care.se pr):>duc deforrh:a:ţii ,de 
încovoiere. Această metodă, bazată pe o relaţie iterativă simplă, permite 
detei;:ninarea simultană atît a ~ulsaţiilor, cît_şi a formelor proprii de vibraţie 
ale sistemelor cu 1t grade de libertate. 
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· Metoda Holzer poate fi demonstrată p()mind de la metoda· deplasărilor 
în studiul vibraţiilor libere în forma în care a fost expusă în§ 3.1.2. In conti
nuare, se va prezenta însă o demonstraţie mai simplă şi în acelaşi timp intui
tivă. Intrucît relaţiile de ca.leul ce se obţin depind de condiţiile •de margine 
ale sistemului elastic, se vor analiza nu~i vibraţiile structurilor fixate la 
un singur capăt. Din aceasta categorie de· structuri tip consolă fac parte 
numeroase construcţii frecvent întîlnite în practica inginerească cum ar fi: 
turnuri, coşuri de fum, antene RTV, cadre multietajate, diafragme înalte etc. 

Se va considera deci structura etajată din figurâ 6;6. In timpul oscilaţiilor 
libere dupl o anumită componentă modală i', pe direcţia gradelor de libertate 
se produc deplasările laterale armonice de formă · cunoscută 

xt., (t} : Xt,, sin (c4 + rp,}, (k = 1/2, ... n}, 
în care x1• 1 sînt amplitudinile mişcării. Dacă acelaşi· sistem se încarcă 'static 
pe direcţia GLD cu forţele de inerţie !)laxime mtc4xt ,, deplasările rezultate 
vor fi egale chiar cu amplitudinile xt, ,(k = 1, 2, ... n}' ale deplasărilor modale. 
Presupunînd că se cunosc rigidităţile relative dintre. două etaje consecutive, 
numite în cazul de faţă şi rigidi'tăţi' relative de ni'vel, deplasările laterale rela
tive rezultă 

(6A9) 

unde fT este forţa tăietoare corespunzătoare etajului respectiv, iar R - rigidi
tatea relativă a acestuia. Definiţia dgidităţîi i:elative de nivel se.deduce direct 
din relaţia (6.49) adică. reprezintă forţa: cire apJicată 'nivelului · respectiv 
produce o deplasare relativă, între .două niveluri consecuti.ve, egală cu .uni
tatea. Asup=a noţiunii de rigiditate relativ~ de nivel, a cărei importanţă 
este esenţială în calculul antiseismic al struţfurilor, ,se va reveni tu. detalii 
în partea a II-a a lucrării. : 

Pentru cazul concret prezentat în figura 6.6 se poate scrie următoarea 
relaţie între deplasările laterale maxime 

X,: = Xt+i - Â,:, t+l.• 

Folosind e1.presia (6.49), deplasarea· n~latlvă. A.1:._Ht. va. fi 

A 1'1;, ~+l 
u.,., k+l = ---1 

Rt+l,i; 

. (6.50) 

(6.51) 

unde 
fT 1:. ,.._1 este rezultanta forţelor de inerţie F, = m,w2 x, de la nivelul 

n pînă la nivelul k + 1 sau forţa tăietoare în panoul (k, k + 1 ), 
numită şi „forţă tăietoare . .de etaj"; 

Rt+u rigiditatea relativă dintre nivelurile consecutive (k + l, k), 
rtprezentînd forţa care aplicată ;pe direcţia orizontală. la 
nivelul k + l produce o. deplasare rţlativă a a.cestuia egală 
cu unitatea (d1;, 1+1 = 1). · · · 

Explicitînd forţa tăietoare · 

:,- 1 = g F, = ~ m,<,>2x;..~ cli '·f•<m. ,x,, 
k, k+ r-A+l: r~l·' ;:. /::,·.· · .. :;ffl.f. 

şi tinînd seama de (6.51), relaţia (6.50)d.evi11:e 
(1)2i, /;,. ; ),:.• . 

xk = Xfo _. ~ ~ '~rXf. : 
Rk+l. I: i~A,ft; :, 

(6.52) 
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Fig. 6.6 

Deoarece deformata dinamică corespunzătoare unui mod i de vibraţie 
este proporţională cu vectorul propriu respectiv, amplitudinile x din relaţia 
(6.52) pot fi înlocuite cu ordonatele vectorului propriu <I>. Avînd în vedere 
această substituţie, relaţia (6.52) va avea următoarea formă generală pentru 
modul ·i: 

i, k = l, 2, ... 11 (6.53) 

Cu ajutorul relaţiei de .recurenţă (6.53) se pot determina prin încercări 
succesive pulsaţia şi forma: p:-oprie pentru oricare mod de vibraţie. Dacă· se 

· ~ongjderă u.,na din ordonatele formei proprH (ce urm.ează a fi determinată) 
de :valoare. arbitrară, de obicei se ia <1>11., = + 1, şi considerînd pentru (t) 

diferite valori, se determină prin aplicarea relaţiei (6.53) variaţia ordonatelor 
<I> care trebuie să coincidă cu configuraţia geometrică a modului căutat. 
Pentru toate modurile de vibraţie, ordonata la baza structurii trebuie să fie 
egală cu zero, adică <1>0 ., = O, din motive de compatibilitate elastică. 

.ln cazul structurii din figura 6.6, şi în general la cele cu un singur capăt 
fix, configuraţia primei forme se caracterizează prin aceea că toate ordonatele 
sînt pozit1.·ve. In modul al doilea de Yibraţie ordonatele formei proprii vor avea 
o schimbare de semn, în modul trei, două schimbări de semn, iar în modul i' 
variaţia formei va avea (i - 1) schimbări de semn sau puncte în care se anu
lează vectorul propriu (puncte nodale). 

Astfel, dacă în cazul determinării modului fundamental (pornind cu 
<l>~ •• 1-:: + l) re._zultă o schimbare de semn. înseamn~ că p~lsaţia propusă ~, este 
mai. tn;are .d(!C1t cea e:icactă (w! > w1). In consecmţă, mcercarea urmatoare 
va fifăcută cu o valoare"'" mai mică decît cea iniţială (<»" < w!). Dacă prin 
refacer:ea c!ilculului se obţin toate ordonatele de acelaşi semn (pozitive în 

· situâţia de faţă) dar <1>0,1 > O, reiese că pulsaţia propusă este mai mică decît 
c.>1(<o>" < <i>'1). Va fi deci necesar ca încercarea următoare să se facă cu o 
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pulsaţie cuprinsă între Ct>~ şi Ct>~'. Aceasţă triere a soluţiilor se face pînă cînd 
este respect~tă. configuraţia geomeţrică ~ _fotlnei de vibraţie, în care caz 
calculul. d~".me exacţ: 1n aceeaşj manieră_ se procedează la determinarea 
caractensticilor proprn ale modunlor supenollre. în general, valorile iniţiale 
de la care se încep tatonările se stabilesc cu formule directe, de obicei empirice. 
Organizarea şi sistematizarea calculului se fac în tabele aşa cum se arată în 
aplicaţiile de la sfîrşitul capitolului. , , .. • , 

. Cînd stru~ţurile au un nUlnă~ ridic~t ~e gra9-e de libe~tate, _oper~ţiile ~e 
tner~ a soluţ_ulor pentru ~etermmarea. 1;11a1 multor modun de vibraţie devm 
labonoase. Dm aceste motive se pot utthza calculatoarele electronice digitale. 
. în 5<:opu_ţ de a simJ?lifica ap~icarea pi:actic! a rel<!,ţiei generale (6.53) şi a 

s1stemabzaru calculului, se vor mtroduce urmatoarele notaţii [96], [97], [99]: 

(6.54) 

(6.55) 

în care R 0 şi m 0 reprezintă valori arbitrare ale rigidităţii relative de nivel 
şi a masei (valori de referinţă), faţă de care se raportează celelalte mărimi. 
Coeficienţii numerici "li şi 11. vor fi denumiţi. coefi'cient de rigiditate relati"vă şi 
respectiv coeficient de masă. Dacă şi pulsaţia se exprimă în funcţie de o carac
teristică de frecvenţă nota tă prin <p1 şi definită astfel: 

relaţia (6.53) devine 

<l>k. i = $!:+l, i - _'?_t __ t 11.,<l)r, i" 

"fi1:+1. J; r=k+ 1 

(6.56) 

• (6.57) 

Efectuînd operaţia de triere expusă anterior, cu ajutorul relaţiei (6.57) 
se obţin forma proprie şi caracteristica de frecvenţă a modului de vibr:atie 
căutat. Cunoscînd caracteristica .<p1, pulsaţi~ px:oprieya.rezulta ' 

Ct>; = ,./ 91 1 {RJ,. . (rad/ s), 
V -;;; 

'(6,58) 

iar perioada proprie 

. (6.59) 

. . 

Metoda Holzer a fost extinsă şi generalizată de Myklestad şi Thomson, 
lărgindu-i domeniul de aplicabilitate la toate ţipurile destructuri,indiferent 
de numărul gradelor de libertate. Datorită faptului că. în procedeul Myklestad--' 
Thomson se stabilesc rdaţii de recurenţă între funcţiile încovoierii :din-două 
secţiuni caracteristice ale unui tronson ,de bară, penţru efectu::i,rea -operaţiHor 
numerice se pot utiliza matricele de traIJ.sfer; prec11nţ şicakulatoarele ~~ 
tronice. _ _ _ _ _. _ • · .. ·. . _ _ .__ _ . , .. _· .· 

Pentru a evita operaţiile de triere, se poate efectua un artificiu de calcul 
destul de simplu şi sugestiv, Se vor aplica- fonnulele de recurenţă (6.53),sau 
(6.57) introducînd valori succesive pentru Ct> şau cp, cu pasul destul de·mi,c, 

-l 
i 

I 

începînd de la zero·pînă la o· anumită cp , 
· vaMare care poate îi precizată cu aju- · 0 

iorul·. relaţiilor '(6.87): Reprezentînd 
grafic valorile reziduale <I> 0 , în funcţie 
de Ct> sau <p, intersecţiile curbei rezul- w 
tate· 'cu axa· orizontală vor marca o--"'<---'----"'-+---''--·-~~--'-_... 
todn'ai Valorile proprii ale · sistemului 
(fig.· 6.7).' Uţilizînd ~ceste valori,' prin 
apl/_c#ea'• relaţiilor de . recurenţă, se 
obţi~ 'vectorii proprii ~oi-espunzători. . • 
Ordinul modurilor de viQriţie astfel determinate, rezultă din configuraţia 
geometrică a formei proprii de vibraţie. 

,în procesul de triere a formelor superioare, pentru construcţiile etajate 
(în cadre de beton armat sau diafragme monolite), se pot lua în considerare 
următoarele relaţii aproximative: 

6.5; METODA MATRICEALĂ ITERATIVĂ . 

În această metodă se aplică direct tehnica iteraţiei asupra ecuaţiilor de 
m!şcare, e?Cprimate în fonnă matriceală (3.17) sau (3.27). Ea permite deter
mmarea simultană a tuturor valorilor şi vectorilor proprii ai sistemelor 
oscifante cu un număr finit de GLD. Pentru efectuarea rapidă a tuturor 
operaţiilor de calcul, pe cai:e le necesită aplicarea practică a metodei matriceale 
iterative, se pot utiliza calculatoarele electronice digitale. · 

,6.5.1. Operarea in raport cu matricea de flexibilitate [D] 

. _' .\ 

Metoda matriceală iterativă se bazează pe constatarea că toate valorile 
proprii ale sistemului dinamic, exprimate prin pulsaţii Ct>1, sînt reale, pozitive 
şi 1:'..tincte, adică Ct> 1 < Ct>2 < ... w1 < ... < wn. Gradul de convergenţă al 
procesului iterativ este puternic afectat dacă două valori ale pulsatiilor sînt 
foarte apropiate între ele [99]. ' 

Demonstrarea acestei metode se bazează pe ecuaţia (3.15) care, prin 
transformările expuse în capitolul 3, devine o identitate (3.17) de forma: 

[t7J]{<l>} = A{<l>}, ).. = 1/w2, (6.60) 

unde matrz"cea dinamică [tV] = [D]~MJ, precum şi celelalte matrice care in
tervin, au fost definite în capitolul 3. 

Este evident că identitatea (6.60) va fi satisfăcută de oricare vector pro
J>rÎu {<I>}; căruia îi corespunde o valoare proprie asociată A; = 1/w; (i = 
= 1, 2, ... n). 

Prin premultiplicarea matricei dinamice [tV] cu un vector oarecare { <I>} 11) 

va rezulta o transformare liniară, care va caracteriza un alt vector { <I>} <2l 

obţinut printr-o operaţie matriceală elementară 

[tVJ{<I>} (1) = {<I>} (2). (6.61) 
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In cazulîn care vectorul {<I>} (li ar coincide cu vectorul propriu {<I>}, vectorul 
{ <I>} <21 va fi proporţional cu acesta, factorul de proporţionalitate, conform. 
relaţiei (6.60) fiind fit· Deoarece atît vectorii proprii, cit şi valorile proprHnu 
se cunosc. determinarea lor se face printr-o operaţie de. triere -succesivă a 
soluţiiwr. · · · 

Dacă {4>}( 1> este un vector arbitrar, deci. care nu corespunde vectorului 
propriu căutat, noul vector {<1>}(2> care rezultă din (6.61) va putea fi utilizat 
în operaţia următoare de triere, fiind deja un vector ameliorat faţă. de cel 
iniţial admis. Cu vectorul {<1>}<2>, efectuînd operaţia de premultiplicare cu 
matricea (IZ>], se va obţine vectorul { <I>} (3> mult mai apropiat de vectorul propriu 
ce urmeaz3 a fi determinat. în general, în treapta j de aproximare (de triere) 
a vectorilor utilizaţi, rezultă următoarea transformare liniară: 

': (6.62) 

Astfel, dacă în urma operaţiilor de triere utilîzînd relaţia (6.62) rezultă 
un vector { <I>}IJ> proporţional cu { <I>}(l-11, factorul de proporţionalitate ce se 
va obţine va fi egal totdeauna cu vawarea proprie fundamentală, iar vectorul 
{ <I>}IJ> ,·a reprezenta vectorttl propri·u fundamental, adică 

[tZJ] {<I>gi-1> = {<I>}iil = ,-~ll{<I>}V-1> = i 1 {ct>} 1 (6.63) 

unde j reprezintă aici ultima treaptă de aproximare care coincide cu iterarea 
finală (exactă). Prin urmare relaţia de triere a soluţiilor (6.62) dă posibilitatea 
determinării simultane a pulsaţiei şi formei fundamentale de vibraţie. 

Pentru obţinerea valorii proprii aproximative în treptele intennediare 
de iteraţie. se va admite un factor de proporţionalitate iw între două elemente 
situate pe acelaşi rînd al vectorilor {<1>}11-1> şi {1:J>}<:>. •.De oqicei, se ia în toilsi
deraţie factorul de proporţionalitate dintre. eleme!Heleprintului r.înd al.celor 
doi vectori. Dacă se admite pentru aceste elemente o valoare pivot . cf>iH> = 
= <I>~H = 1, factorul de proporţionalitate i,.<!> ~a rey;ulta d.in condiţia. ca 
toate celelalte elemente ale vectorului {«l>}m săfieraporta:tela această '\,aloare 
pivot. Acest artificiu este pus în evidenţă .în aplicaţia numerică .ce~ prezintă 
la sfîrşitul acestui capitol. . ..· ...... i. . · •. 

Se va demonstra în contirtuare căprctcesl.llit.ţiă.tiipazât pe nilaţ.ia de tri
ere (6.62) conduce totdeauna către modul de vibraţie cel mai jos, căruia îi 
corespunde pulsaţia minimă, respectiv către modul fundamental. 

Vectorul {<I>} <1> se va putea exprima pri~tr'°° dezvoltare liniară în raport 
cu vectorii proprii ai sistemului astfel: . 

(6.64} 

unde constantele c, reprezintă necunoscutele .celofn. ecuaţii 
relaţia (6.64). . ..... 

Introducînd ·acest vector în (6.61) se obţine 
. " . '', ., 

care rezultă c:iîn 

'.li' •. ·. ; . 

{<I>} (2) = [(O) {<I>} (1) ==Ec.,(tZJl{ph, 
i·~l ., , 
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iar· dacă se ţine seama de (6.60) 

{<1>}(2) = t c,>-t{<I>}, = t C: {<I>},. 
. i-1 i-l 6)1 

(6.65) 

In treapta următoare de triere, prin premultiplicarea vectorului { <I> }<21 
cu matricea dinamică [tZJ] se ·va obţine vectorul { <1>}<31 · 

• 
{<I>}!Sl = [tZJJ{ <I>}<Zl = E c,>-t[tZJ] {<l>}i, 

i-=1 

sau, avînd în vedere (6.60) 

{<1>}<3> = i>,'-H<I>h = E~ {<I>};. 
;-1 i-t (w,) 

, 1n general, în treapta j de triere a soluţiilor va rezulta 

{<l>}(il = [l'l)] {<l>}<M> = t~ {<I>},. 
i=I (6)W l 

(6.66) 

(6.67) 

I~trucît s-a presupus că w1 < w2 < ... < w, < ... < 6),. se constată că în 
cazul în.care j cr~şte 1!_edefinit, numai p~im~l termen_ al seriei_ (6:67) v~ ay:a 
o valoare predominanta în raport cu cc1lalţ1 termem, astfel mcit la lumta, 
tind j-+ oo, vectorul {<I>}V> ..... {<1>}1• 

Deci, se va putea scrie 

lim {<l>}V> = {<1>}1, 
i-«J 

(6.68) 

iat pulsaţia fundamentală rezultă 

2 lim (l)k, J-1 
·<i>1 = . --, 

j➔ a:. <l>k, J 
(6. 69) 

în cate s--au notat prin <I>k ,_1 şi cf>k. 1 elementele rîndului k din vectorul { <I>}U-1> 

şi vectorul_ rezulta~ <1>CJ>_._· In cal~ulele practice ~e co~stată Î!lsă că după un 
· număr limitat de 1teraţ11 se obţin rezultate satisfăcatoare dm punctul de ve
dere al exactităţii. De altfel, eroarea cu _ca~e. se obţin valorile prop~ii es!e 
controlabilă, de la o etapă la alta. 1n prmc1pm acest procedeu este identic 
cu metoda Stodola şi de aceea în procesul iterativ se tinde către pulsaţia 
fundamentală exactă prin valori descrescătoare. Procesul iterativ este cu 
atît.ma.i convergent cu cit w1 ► w2, aşa cum rezultă şi din (6.67), iar vectoi:ul 
iniţial este mai apropiat de cel fundamental. Din punct de vedere teoretic, 
:relaţia (6 .. 69) este identică cu (6.47). . 

Metoda matriceală iterativă permite astfel determinarea primulm mod 
·· de vibraţie (fundamental). 

Cu toate ~cestea, se pot obţine şi tn<Jdurile superioare dacă se elimină 
modutjle jnf.~io.are determinate în prealabil. Intrucît mod~l f~ndamental 
se poate totdeauna calcula, re;Zultă că următorul mod de_ v~braţ1e care s~ 
va. obţine va fî cel de-3:l do1le3:. In ae~t. fel, d~J!ă el11!11narea mo~ului 
fundamental, modul al doi'lea devme cel mai JOS (m1n1m). catre care deci va 
tinde şi procesul iterativ în forma prezentată anterior. 
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Admiţînd pentru vectorul propriu corespunzător-formei .a,doua o; ,\'lf,P:ri
mare identică cu (6.64) şi impunînd condiţia de ortogonalitate cu forma 
fuqd;imentală, rezultă:.. · 

(6.70) 

Substituind relaţia {6.64) şi dezvolfînd ~cuaţia (6.70):. : , ::'.:. , .. 

C1{<I>}f tMJ {<I>}1 + Cz{<I>}f tMJ {<I>}z + •., + c,{<I>}f tMJ {<I>},+ • •. + 
+ c,;{<I>}fJMJ {<I>},.= O, 

se observă că în afară de primul termen, toţi ceilalţi sînt egali cu zero datorită 
proprietăţii de ortogonalitate a vectorilor prop1ii (3.34). Iri această situaţie, 
ecuaţia (6.70) devine: 

. c1_{<l>}f tMJ{<l>}i :=: </ 
şi deoarece triplul produs. m;i triceal : ~ste diferit ,de, zero rezµltă dl . , . t ":':' O. 
Revenind la expresia vectorului (6.64) se C6rista:tă că influenţa modul . :unda:.. 
mental a fost eliminată şi deci 

" {<I>}< 1l = c2{<l>}z + c3 {<l>}a + ... : + c,{<I>}, + ... + c,.{<l>},. =I>,{<l>},. (6.71) 
,; i~2, . : : '! 1 

Dacă se premultiplică acest vector, cu matrţcea dinami<;ă JtZ)J s~ C()il.~t'~tă 
că după un număr j de iteraţii, seria obţinută va avea ex:presia u1măţo~r~: 

{<I>}<J> = ['2)] {<1>}<1-1J = f:,-c_, _· {<I>},. 
· ,-2 (wî)l-1 

Cînd j ........ oo, vectorul rezultat { <I> }Ul......., { <l>}z, deci tinde către primul 
termen al seriei (6.72), adică către forma a doua care a clevenit cea mai,:joasă 
din modurile rămase după eliminarea celui fundamental. 

F" olosind deci tehnica eliminării, se obţine noul vec;tor pentru forma a doua 
din dezvoltarea condiţiei (6.70) în felul următor: 

<I> . <1><1J ..L <I> n <t>O> + ·+ <I>· m ;r,(1) + + <I>· m· <I>!ll ~ O . 1, -111i1 1 I 2, 11 2 2 • • • . k, 1 k "'k .. • •· ' n, 1 n 11 -. '" 

de unde se obţine 

ct>111 =. el:Jct>~1> + ... + el~i<D11>+ • • • + i;:l<I>~). 
în care 

e}:l-:- - mk<l>u, k = 2, 3, ... , n; 
m1 <l>1,1 

celelalte elemente ale vectornlui {<I>}< 1> rămînînd aceleaşi 

<!)~I) = (f>~l) I 
. . ... . . . . . . . 
.~:' ... ~'.': . 

<I>i•l = <I>~ll 
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·. (6.73) 

I. 

Combinîndrelaţiile (6.73) şi (6.74), rezultă.următoarea exprimare matriceală 

<I>1 ) (1) o eW ... eu,> .•. 41J <I>1 
(1) 

<l>2 

I 
o 1 ... o ... o <l>z 

. . = .................. (6.75) 
<l>k o o ... l ... o <l>k 
. . ................... 

<I>n } o o •.• O ... 1 <l>n 

Matricea pătrată (n, n) care intervine în (6.75) se mai numeşte matrice 
de eliminare, avînd rolul unui operator matriceal, şi se va nota prin [E1]. 

In for.mă compactă, relaţia (6.75) se va scrie 

{<I>H1) = [EJ {<I>}(l)_ (6. 76) 

·considerînd vectorul {<I>}<~> în noul proces iterativ pentru obţinerea celui 
de-al doilea mod de vibraţie, prin premultiplicarea cu ['2)] se obţine o relaţie 
analogă cazului precedent (6.61): 

(6.77) 

Se observă că produsul celor două matrice pătrate reprezintă matricea 
dinamică catacte1istică modului secund 

(6. 78) 

încît, relaţia (6. 77) scrisă în treapta j de iteraţie va a.vea forma deja cunoscută 
(6.62) 

(6.79) 

iar în momentul cînd cele două matrice sînt proporţionale 

[ fi'I J {"'}(i-1) _ {<J>}Ci) _ , (;)fm}(i-1) _ ) {"'l 
1 V2 'Vz - 2 -/\2 l'l„2 - '2"V'J2• (6.80) 

rezultatele obţinute sînt exacte. 
· Pentru determinarea caracteristici'lor modului trei, este necesar să se elimine

simultan modurile inferioare 1 şi 2, obţinute în prealabil. Condiţiile de orto 
gonalitate dintre vectorul de triere al formei a treia şi vectorii proprii I şi 
2 vor fi: 

.{<I>}f tM.J {<I>}(l) =o}. 
{<l>}r tM.J {<I>}(l) = o 

(6.81) 

Substituind vectorul (6.64) în condiţiile (6.81), rezultă c1 = c2 ~ O, ceea 
ce 'demonstrează că modurile inferioare sînt eliminate din expresia (6.64) 
încit procesul iterativ ce se· va efectua cu noul vector rezultat va tinde către 
modul al treilea, devenit cel mai jos. '· · ' · ·· · ·· · .· · 



Procedînd ca în cazul modului 2, se obţine matricea de eliminare [E;J sub 
forma 

-o o e<2l 
18 

e<2l u e<2l 
· lk 

e<2i 
1 n 

o o e<2) 
28 

e(2) 
2( 41) 42J 

o o 1 o o o 

[E2J 
o o o o o 

(6.82) .............................. 
o o o o 1 ... o 
............................. 
o o o o o -

un_de coeficienţii ei7l şi 4~1, , k = 3, 4, .. , n, se obţin ţn urma exprimării 
primelor două componente ale vectorului {<I>}!ll din ecuaţiile (6.81), în funcţie 
de celelalte două componente. · 

Matricea dinamică a modului 3 va rezulta: 

(6.83) 

iaryroblema obţinerii caracteristicilor acestui mod se reduce la aplicarea re-
laţ1e1 · 

(6.84) 

Cînd_ cele două coloane din relaţia (6.84) devin propdrţionale, se obţin va
loarea ş1 vectoral corespunzător celui de-al treilea mod 

[,V:J {<I>W-1) = {<I>}Ul = A~;l{<I>HH) = As{<l>}a. (6.85) 

1n aceeaşi manieră se obţin toate celelalte moduri proprii de vibraţie. 
Metoda matriceală iterativă se poate aplica fie manual, fie folosind un cal

culator electronic. Cînd numărul gradelor de Hbertate al sistemului este ridi
cat, c:-3-lculul manual devine laborios mai ales pentru determinarea modurilor 
superioare. 

1n privinţa aplicării practice a acestui procedeu se vor face în continuare 
unele observaţii: · 

a) Pentru determinarea caracteristicilor vibraţiilor proprii corespunzătoare 
modului fundamental, principalele operaţii de calcul comportă următoarele 
etape: 

- se alege o matrice coloană iniţială {<I>}m; 
- se aplică relaţia (6.61) obţinîndu-se următoarea matrice coloană {<I>}!2J; 
- prin aplicarea relaţiei (6.62) se continuă procesul iterativ de triere a 

v:ectorilor coloană pînă cînd în două trepte succesive coloanele devin propor
ţionale (v. relaţia 6.63). ln acest moment s-au obţinut caracteristicile reale 
ale modului fundamental; 

- prin folosirea unei valori pivot în matricele coloană .rezultate prin' tdere, 
procesul itetativ poate fi încetat cînd eroarea exi.stentă în d9uă etape succesive 
se consideră satisfăcătoare cerinţelor practice~ · · 
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b) Pentru determinarea caracteristicilor corespunzătoare celui de-al doilea 
mod de vibraţie se procedează astfel: 

- se defineşte matricea de eliminare (6.75); 
- se calculează matricea dinamică a modului 2 conform relaţiei (6.78); 
- se aplică relaţia (6.79) pînă în treapta în care se ajunge la o precizie 

acceptabilă aproximaţiei impuse. 
c) Stabilirea caracteristicilor proprii ale celorlalte moduri se face ca la 

punctul b după ce în prealabil au fost definite matrkele de eliminare. 
d) C~mvergenţa iteraţiei, pentru obţi°:e~ea modulu! funda:mental este cea 

mai rapidă. Ea creşte cu cit v~ctorul m1ţ1al este mai .!,prop1at de cel exact 
şi cu cît raportul CiJ2/CiJ1 este mai mare. 

e) Se poate determ~na de la _în~eput _dom~niu~ în ca_re se afl~. totalit:i,tea 
pulsaţiilor, adică valorile care margmesc mferior ş1 superior pulsaţule w1 ş1 c,)n· 

Din teoria matricelor se ştie că urma matricei [rz>]. adică suma elementelor 
situate pe diagonala principală, este egală totdeauna cu suma valorilor pro
prii, adică 

n n 

tr [IZ)] = :B dJJ = I:; "-,, (6.86) 
j=I J=l 

şi reprezintă un invariant. 
Deoarece valorile proprii sînt reale şi pozitive rezultă că ele vor fi cuprinse 

între zero şi tr [tZ>]. Dacă se admite ipotetic că cele n valori proprii sînt egale 
între ele, din relaţia (6.86) se obţine: 

tr [ rz>J 
"-1 = Az = · · • = "-i = · · · = "-n = --• n 

Acest rezultat permite să se stabilească limitele superioară şi inferioară ale 
valorilor proprii 

1c1 tr [ rz>],;;; i,1 ,;;; tr ?VJ } 
O,;;; A11 ,;;; n- 1 tr [rz>] 

(6.87) 

u~de 11.1 = 1/w'f şi A,.= 1/w';.. 
Dacă w > ... > w1 > ... > ... > w2 ~w1 şi deci se consideră A2 = ... = Î,; 

= ... "-n = no, relaţia (6.86) permite să se determine în mod aproximafo· 
valoarea proprie fundamentală [99] 

l 

w1 :::: (tr ?V] )2. (6.88) 

6.5.2. Operarea în raport cu matricea de rigiditate [ R] 

Metoda matriceală iterativă se aplică în acelaşi mod dacă se utilizează 
ecuaţia (3.26), transformată în identitate (3.27), astfel: 

[;1j] { <1>} = w2 { <1>}. 

In acest caz, procesul iterativ cor;_verge totdeauna către :m~dul propriu 
cu cea mai ridicată valoare proprie. Intrucît valoarea proprie m raport c~ 
care se efectuează operaţii!~ numerice este_ w2, rezultă _că se va o~ţme ?1a! 
întîi modul propriu cel mai înalt, caracterizat de w„ ş1 { <I>},.. Aphcmd msa 
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prodedeul elim.iriării-succesive, se vor putea defermina caracteristicile dinamice 
ale modului propriu fundamental. Se ·poate însă efectua iteraţia inversa 
obţinîndu-se vectorul { <I>}U> din sistemul de ecuaţii· - ·; , i ' 

,:,ţ. 4 I •, • 1. 

(6.89) 

Jinînd seama de relaţia existentă între mat~i~ele (IZ)] şi [a1)(3:29): ;k~1ti 
că iteraţia inversă, în raport cu matricC<?- de rigiditate, conduce la rezultate 

_ i~entice cu iteraJia __ directă p~i~ ~ntermediul ;matrice! de flexibilitate, obţi
nmdu-se a?tf~ mt~1 . c~racter1sti_clle modul!11 _propriu fundamentaţ. Utili
zarea matncei de rigiditate prezmtă avantaJul, că .m cazul structurilor com-
plexe matricea [ai] este slab populată (în particular de tip bandă). · 

Cu scopul reducerii propagării erorilor de la un mod propriu la altul_, elimi
narea modurilor determinate anterior se poate realiza cu o matrice specifică 
introdusă de FI. Maca vei (128]: • 

(6.90) 

unde 

!1> [M1] { <l>}i e, = - _ , i = -1, 2, ... n, 
(M,) {<1>}1 

(6.91) 

iar (_;_lf1) reprezintă linia matricei r,MJ. 
Noile matrice de inerţie şi de rigiditate care intervin au expresiile: 

(6.92.). 

r 
R~ O O 

[R1] = [EJT [R] [E1] = ~ .... -~~I~.::.· . .. • ~:,~ l · 
O Rt~~ . . . R!,~>11 ' 

(6.93) 

Cu matricele de tip (6.92) şi (6.93) se operează. în )?t<>cesuliterativ cores
punz,ăţo~ Uffll~to~lu1 m,<>d propri~. 1~ fi~~ţ~<~ta~:mat.ticelede iner,fiţ'şi 
?e r!g1d1tate smt s1mefţ1ce, iar or!:bn-µl rtµltţi~~on:W~llţe se_ operea~~ efectiy 
In _fiecare etap~ se ~e4:u~e. sqccesi:v. Se o_b~~,~ă ~ltit>,te.zitit~ ~asa., şene;. 
ralizată (4.7): iar R1 rig1d1tatea gen~~tii;;(j:9)1!l-0~st~ulu1 dmaml'C tn 
modul propriu fundamental. _ ._. _ _ ·_ - , ' ;: (:.. ,,,o,;;;:. ,· '< 1 ·• -••·•-·- ·_ 

Matricea modală ~~ avea în final expr~iă.•: · · · · · · · 

S-.a Î!lsi~tat .~a~_mult asupra me!odei mat~_iceale iter_ative datorită impor
tanţei ş1 eficac1tăţ11 pe care- o are m operaţule numerice, mai ales cînd se 
utilizează proce~ee automate de calcul. · · 

6.6. AL TE METODE 

Pe lingă metodele descrise în paragrafele precedente, în literatura de 
speci:ilitaţe mai e_xistă şi alte ~rocedee privind calculul.caracteri~ticilor proprii 
de vibraţie ale sistemelor oscilante. Aceste metode smt uneon variante ale 
celor deja expuse sau se referă la anumite cazuri speciale în care metodele 
analizate aici aproximează prea larg soluţiile. Dintre aceste metode, mai con
sacrate sînt următoarele: metoda Rayleigh-Ritz, metoda Galerkin, metoda 
Myklestad-Thomson, metod~ mat~icclor de_ transfer, prţcum şi metodele 
G1vens, Householder, Jacob1, Rut1shauser etc. . - · 

Se subliniază faptul că, :µietodele date anterior pot rezolva orice problemă 
curentă de djnamica structurilor întîlnită în practica inginerească. Cu toate 
acestea, în acest paragraf va fi descris succint un prim procedeu aproximativ, 
utilizat în special pentru evaluarea pulsaţiilor fundamentale de vibraţie care, 
în multe cazuri, reprezintă caracteristica proprie hotărîtoare în aprecierea 
răspunsului structurii la diferite tipuri de excitaţii. 

Prin transformarea. unui sistem .cu n grade de libertate într-un sistem 
cu·un singur grad de libertate, pe baza anumitor criterii, calculul pulsaţiilor 
fundamentale-se va face cu formula (2.16). Pentru exemplificare, se va consi
dera sistemul din figura 6.8, a, cu n grade de libertate, a cărui pulsaţie funda
mentală .. se, va determina prin intermediul sistemului cu -un singur grad de 
libertate din figura 6.8, b. . _ . _ .. , .. 

Masa sistemului oscilant din figura 6.8, b, sistem numit şi echivalent, se 
obţine din condiţia ca energiile cinetice maxime în cele două sisteme să fie egale 

(6.95) 

unde· 
._ Ei~>~_., reprezintă energia cinetică maximă a sistemului cu n grade de 

lil,>erta:te (fig. 6.8, a); 
Eti~ energia cinetică maximă a sistemului echivalent (fig. 

6.8, b). 
Expresiile celor două energii, (6.5), rezultă: 

E (n) 1 • ~ 2 
c.max = - Wi.n L.., 111-kXk, 

. 2 k=l 

lntructt pulsaţia fundamentală a sistemului cu n grade de libertate w1 n tre
buie să coincidă cu pulsaţia proprie a sistemului echivalent W1 •• folosind relatia 
(6:~5), se obţine expresia masei echivalente · ' 

(6.96) 
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Pentru aplicarea formulei (6.96) se va asimila forma fundamentală. cu defor
mata statică produsă de încărcările Q1c = m1;:g('k = l, 2 ... 1i), sau orice altă. 
curbă comp:itibilă cu legăturile sistemului; în baza căreia se determină ordo
natele X1: şi x,. 

Fiind precizată poziţia masei echivalente d, pulsaţia fundamentală. se cal
culează cu foimula cunoscută 

unde X.sT reprezintă săgeata staticij. prodµ$ă.;de acţiunea sarcinijechivalente 
Q,, . m.g aplicată pe direcţia de <>sci~ţJe Îf1: p~nctµl. de·fj~are aLm.asei 
(fig. 6.8,c). Gradul de precizie depinde demodttlîq.<:a:re's7aaproxim:atdef-or
mata X1: a sistemului. In cazul unui sistem cu masă ,distribuită se aplică o 
formulă identică cu formula (6.96) în care suma. se înlocuieşte prin integrală. 

ln general această metodă se aplică la sistemele adror structură elastică 
este simplă. De aceea, metod a masei" echt"valente are un· dom.eniu de aplicabili-
tate destul de limitat. ·. 

Un alt procedeu care permite evaluarea direţtă a pulsaţiei sau perioadei 
proprii fundamentale, specific structurilor înalte (ciV:ile sau industriale), se 
bazează pe aproximarea grosieră a formei JundJiin.entale prin. vectorul 

{x} = x.{l} ::!::: ~.s2',m.rx{1};,, 

unde x. = XsT mu• conform figurii 6.4,, r~pr~Îinfă,să:geatâ maximă a struitutîi, .. · 
produsă de acţiunea statică. a încărcăiiloi:-tgravîţ~ţ1oni1e·ori~tafo}5e d~ţîa 
G~D. Aplicîn~ relaţia (~.8) ;>C obţin P,~t~.pµJşa:ţi.e şL~erîoadă formulele 
Geiger (6.40) ş1 (6.41). Aproximarea estf! ~t~sfă-ţ~toa.f~;. phm î11 10:% faţă de 
valoarea exactă. In acelaşi cadru de apr~i~ţ~,, ~e poa.t, considera pentru 
vectorul propriu fundamental o variaţie l.iniatăe(triungbiulară}. . ... 
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_6.7~ APLICAŢII 

· ·. · Aplicaţia 6.7.1. Să se dete1:Jl1inc caracteristicilt; proprii de. vibraţie pe1;1tru 
structura din figura 6.9, folosmd metodele numertce expuse m acest capitol. 
Această problemă a mai fost analizată în aplicaţia 3.4.2. Astfel se cunosc 
matricele de rigiditate şi de inerţie · 

[R]= 12El [ _:1! -~ ~ .:_~]=Ro[ _1~ - ~ _ ~ ]• t.M~=m[~ ~ ~]• 
1,,s O - 3 3 O - 3 3 O O l 

3 m i-
~, 

0,51 l 2m I 0,51 h 
,2 + 

I 1,51 .2m .1,51 I h 1 
1 1 21 21 21 21 

J.. 

Fig. 6.9 

precum şi expresiile pulsaţiilor proprii de vibraţie 

cf32 1 

1 422 

w1 = 3,15l .JEJ/mk3 , w2 = 7,238 ,JEI/mk3 , w3 = 9,986 .jEI/mk3 • 

Variaţia formelor proprii de vibraţie a fost deja calculată şi reprezentată 
grafic în figura 3.7. 

lntrucît unele din metodele numerice ce vor fi aplicate în continuare se 
bazează pe aproximarea prealabilă a deplasăril?r laterale: rezultă ne:~i~atea 
determinării coeficienţilor de influenţă care definesc matricea de flexib1htate. 
1n cazul particular al structurii din fi~ra 6.9 coeficie:1ţii se calc~le.a~ă direct, 
obţinîndu-se în final următoarea expresie pentru matricea de flexibilitate: 

în care s-a introdus notaţia 

K = 120 R 0 = 1 4.40 EI/h3 • 

Aceste date sînt suficiente pentru a putea aplica toate metodele numerice 
conţinute î.n prezentul capitol. 

a. Aplicarea metodei Rayleigh. Calculul pulsaţiei fundamentale se Ya face 
cu ajutorul formulei (6.8): 

" EQkxt.ST 
o A=l Wi.R=g-,.---

EQt~LsT 
k=I 
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unde xk sînt deplasările laterale statice produse de acţiunea încărcărilor 
gravitaţionale Qk aplicate pe direcţia orizontală. Calculul deplasărilor se face 
-cu relaţia matriceală · · 

. {x} . ID]{QJ . .. 
Toate elementele care intervin în formula lui Rayleigh sînt calcuÎate direct 

in tabelul 6.1. În baza acestora rezultă . I 

c,.,Z. = u 631 (Q/K). =~ :K = 10 ;-_EI , 
i.n t> 89 237 (Q/K)2 89 237 :m ' mh3 

şi deci 

wl.R = 3,195 ./EI/mh~. 

Aşa cum era de aşteptat, valoarea pulsaţiei fundamentale ohţinută prin 
a.plicarcafonn1:1lci lui Rayleigh este mai.mare decît valoarea exactă .. Diferenţa 
fnnd de numai 1,43%, rezultă că aceasta metodă de calcul dă rezultate satisfă
cătoare. în aplicaţiile practice. · 

b. Aplicarea metodei Dunkerley-Southwell. Se vă folosi fornn1Îa r~dusă 
(6.39), a cărei utilizare este extrem de simplă 

unde 
Wi.v = V gfxsT• 

...... n ,i 

XsT = B xk. sT· 
ksad 

În cazul de faţă, deplasările statice produse de acţiunea laterală a fiecărei 
forţe Qk(k = 1,2,3) vor fi 

şi deci 

Prin înlocuirea acestui rezultat se obţine următoarea expresie pentru 
pulsaţia fundamentală de vibraţie 

w1. v = 2,777,/EI/mh3 • 

TABELUL 6.1 

NIYEL 
Q, I I 2 

I 
Qext Qi:x! k Xk ~· .. : 

I 2Q ~5 ( ~) 5625 ( ~ r 150 (~}o 1125o(~rQ 

-- --

2 2Q m(~) 21509( ~ r 294(~JQ 43018f ~r Q 

----
3 Q 187 { ~) 34960{~)2 1s1(~JQ 34969c~r Q 

631 { ~lQ 89237{~)2 Q 
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. Pulsaţia obţinutrt pr_in aplicarea formulei lui Dunkerlcy este totdeauna in
ferioară celei exacte. Pentru cazul considerat aici, diferenţ:a este de 11,35%, 

Dacă. se utilizează formula corectată, în baza justificărilor date în partea 
a II-a a lucrării, va rezulta 

w1 ~ 1,12wl.D=3,110,/El/mlli (-l,27%). 

c._ Apl~carea ~etodei St?dola. ~ulsaţia fundamentală a structurii se obţine 
folosmd he relaţia (6.44), fie relaţia (6A5). Calculul se va face numai în două 
trepte de aproximare. în prima treaptă de aproximare se vor considera depla
sările_ produse de acţiunea încărcărilor gravitaţionale Qk aplicate lateral, deci 
valorile calculate în tabelul 6.1; 

:\yi = 75 Q/K, x~1l = 147 Q/K, x~1 l = 187 Q/K. 

În cca de-a doua treaptă de aproximaţie se vor considera următoarele încăr
cări laterale 

Ff2l = 1tt1Xil), F~2) = 1112-'1:Jll, Ffl = 11t3X~1), 

cărora le corespund deplasările laterale 

Efcctuînd operaţiile numerice de calcul rezultă 

l x12
> l 11 [ 15 15 15 l 1150 mQ/K) 

x~2 > = K 15 39 39 294 mQ/K • 
x&2> 15 39 79 187 mQ/K 

şi deci 

x\2 l = 9 465 mQ/K2, x~2 l = 21 009 mQ/K2 , xf> = 28 489 mQ/K2• 

Aplicînd relaţia (6.44), se obţine 

x<1 l 187 Q/K 187 K 
w2 _~a------=---

1 - x~2> - 28 489 mQ/K2 28 489 m 
9 455 EI , 
' m1i3 

iar pulsaţia fundamentală va fi 

w1 = 3,075 ,1El/mh3 • 

Diferenţa faţă de expresia exactă a pulsaţiei este de 2,38%. 
Dacă se utilizează a ~doua relaţie (6.45), pulsaţia (fundamentală va fi mai 

cor~t aproximată 

" ~ xL11 409 Q/K El 
Cui=---=---~-= 9,98--, 

~ xfl · 58 963 mQ/K2 mha 

încît 

w1 = 3,160,/EI/mh3• 
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Pulsaţia ~stfe! obţinută aproape coincide cu cea exactă (diferenţa 0,32%). 
Forma de v1braţ1e corespunzătoare va avea ordonatde · 

<1>1. I = 1,00 <l>2, 1 = 2,22 <l>3, 1 = 3,02. 

Este evident că în următoarea treaptă de aproximare rezultatele se vor 
îmbunătăţi substanţial, în special forma proprie de vibr.aţie. 

d. Aplicarea metodei Holzer. Operaţia de triere a c.aracteristicilor proprii 
de vibraţie se face în baza relaţiei (6.57), adică 

Rigidităţile relative de nivel, care reprezintă forţele care produc deplasări 
unitare între două niveluri consecutive, precum şi coeficienţii de rigiditate 
relativă rezultă 

R1.o = 'YJ1. o Ro= 8Ro, 1i1. o= T,1 = 8 

R2.o = 1i2. oRo = 5Ro, 1i2.o = 7;2 = 5, 

R3, o = 'YJ3, o Ro = 3Ro, ria. o = .,., = 3. 

Coeficienţii de masă °'k• definiţi prin relaţia (6.55) vor fi 

m3 = oeam = m, oea = 1. 

Coeficienţii de frecYenţă 'P; se pot exprima în funqîc de pulsaţie folosind 
relaţia (6.56): 

expresie care coincide cu notaţia oc1 din aplicaţia 3:'i .2 
Operaţiile de triere a soluţiilor nu vor fi date în dc-:aliu, ci numai iteraţiile 

finale care corespund coeficienţilor exacţi q:,1 = 0,827, :;,: = 4,366, 93 = 8,307. 
în tabelul 6.2 se dau aceste operaţii finale cu menţiune.a că s-au considerat egale 
,cu unitatea ordonatele formelor proptii pe direcţi,, gradului de libertate 3, 
adică <1>3 1 = <1>3. 2 = <1>3 . 3 = + 1,000. Cu scopul de a compara rezultatele 
obţinute cu cele exacte, din aplicaţia 3.4.2, se vor tr,ansforma vectorii proprii 
din tabelul 6.2 considerînd ordonatele pe direcţia graduluide libertate 1 egale 
cu unitatea. In consecinţă vor rezulta următorii xecteri proprii 

l <l>1, 1 1 _ 11.000 I · 
<1>2. 1 - 2,269 
<1>3 , 1 3,133 

I <1>1,2 J-l 1.0.ool • <l>2,2 - 0,854 
<l>3.2 -1,875 

obţinîndu-se astfel mărimile exacte ale vectorilor proprii de vibraţie. 

TABELUL 6.2 

I A, r I ! ••. f I a,q,,o,., I I I 
1 ., «r «'91 :E«,;,O 11, ¾~ 

3 1 0,827 -+ I.OOO +0,827 +0,827 3 +0,276 

-- --,.._. - ,_, 
2 2 1,6.H I -1·0.ni + 1,198 +2,025 00 5 +0.'105 

;; o· 
"i li --

: ~.o,3191 

--
::;:: &- I 2 1,65'1 +0,528 +2,553 8 +0,319 

----
o - -

- O.OOO I - - - -
-

3 I i,366 -, I.OOO I +i,366 +i,366 3 + l,"155 

I 
---- ,---11 --

.... ,o : 11 
,o 2 2 8,732 • C 45· I· -3,973 +0,393 j .., 

1! - ' ) I +0,079 
] ..,: 

s 8 --
.... 

o! 2 
! I 1 8,732 
• 

-{153-i -"1,663 -i,270 8 -0,53"1 
• ij 

---- -·----'' --- --
n 

o - -
1: 

0,000 I - - - -
- li 

1: 

,! =-
3 1 8,307 - !OOO 

:1 
+8,307 I +8,307 3 +2,769 

I 

---- i fi 

,-.. i .., g 2 2 16,6H - l 769 1-29,390 -21,083 5 

:i .,,, I 
-i,217 

-S rJ 
-- I! --

u .... ;. 1 2 16,6H -,-2,-1-18 !/+-40,665 + 19,582 8 +2.H8 

-- -- ij 

I 
I --

o - - I O OOO tt - - - -

' l --

t· Aplicarea metodei matriceale iterative utilizînd matricea de flexibili
tate .. t n b~za consideraFilor teoret ict· expuse în § 6.5, caracteristicile proprii 
de ,·1braţ1e ale modulm fundamt>nt,J se determină cu relaţia (6.60) adică 

[t1J1] {<l>}1 = i.1 {<l>}1, ( A1 = ~Î) 
în c.ire matricea dinamică are exprc:sia 

m 115 15 !5] [2 
[rD1J = [D] tMJ = - 15. 39 39. o 

K 15 39 79 O 
2 O = - 30 78 39 · 
o o l m 

1
30 30 15l 

O 1 K 30 78 79 

In procesul de triere a "soluţiilor se va admite iniţial un vector propriu care 
să concorde cu configuraţia geometrică a formei fundamentale. De asemenea, 
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I 
' I 

! I 
i I 

I 
' I 

I 

I i 
I 
I 
I 

în toate etapele de iteraţie se va considera ca pivot fix, valoarea ordonatei 
formei proprii pe direcţia gradului 1 de libertate (<1>1, 1 = + 1,000). 

Iteraţia 1 

m [30 30 
K 30 78 

30 78 

15 l l 1 l I 135 l -_ , ... -
1 39 2 = ; 303 = J35 ; 

79 3 423 · · 

1,000 
2,244 
3,133 

de unde rezultă 

Al1> = 135_!: şi <,)pl = 3,265,,/El/mli3• 
K 

Iteraţi·a a 2-a 

m [30 30 K 3o 18 
30 78 

15] l l,0001 1n•1145,0811· ·: · ., .-. m.,· 1,0()01'. I :.· i 
39 2,269 =K 329,210 "°'.' 145,081 K,. 2,269 = 1,.ţ3l{:~}l3l, 
79 3,134 . . 454,565 .,,. .. 3,133 .. 

I_ntrucît Yectorii { <1>}(3> şi { <I>}<'l practic coincid, se poate considera că 
s-au obţinut rezultatele exacte şi anume: . , 

rezultînd pentru modul fundamental. un1 proces itera,tiv:rapid convergent. 
Pentru determinarea caracteristicilQr modql~i, ~ de yibratie se va 5tabîli 

mai întîi-matricea de eliminare (6;75), folosin'd,ca,ra,t:ţerisli:t:il~ moci.ului fu~da-
mental. Această matrice va avea forma ., · · · · · · · 

. [ o ~ 2,269 ~ ' 
[EJ = O_ 1 . O • 

. o · ·o , t - •,; 
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· ': • Matricea dinamică corespunzătoare modului 2 de vibraţie se obţine apli-
·cînd·'relaţia (6.78), adică . . • .- · · _ . · · .. 

·10 -38,073 -31,995] , . = .o,. . 9,927 - 7,995 · 
O · . 9,927 . 32,005 

ln această situaţie, valorile şi vectorii proprii se determină prin intermediul 
relaţiei (6. 79): 

iar ca pivot fix se va considera ordonata <1> 1• 2 = + I ,OOO. 
. Deoarece procesul iteq1tiv este mai lent, va fi redată numai ultima operaţie 

de calcul care corespund~ cu a 8-a iteraţie (iniţial s-a admis vectorul propriu 
1, 1, -2). Deci · · 

m [ O - o 
K o 

_ 38 .. 073
1 

_ 31.995] I 1.000 l = ~ I 27.485 l = 
9,927 - 7,995 0,854 K 23,471 
9,927 32,005 - 1,875 51,442 

- m I •.ooo l 
= 27,486 - 0,854 = Ali8l{<I>H8l, 

K - 1,875 

incit 

Rezultă că după opt etape iterative se obţin caracteristicile exacte ale 
modului 2 de vibra ţie 

w2,EX = <,)~S) = 7,238./EI/mh3, {<I>}ux = {<I>H8 ) =I ~:~~~1-
- 1,875 

Pentru determinarea caracteristicilor modului 3, se stabileşte iniţial ma
tricea de eliminare [E2] pe baza condiţiilor de ortogonalitate (6.81). Rezultă 
în final matricea dinamică corespunzătoare modului 3 de vibraţie: 

2,449 l m[o O 35,373] 
- 1,769 = K O O - 25,560 · 

1 O O 14,HO 
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Ultima coloană a matricei [,Va] reprezintă vectorul propriu {<l>}a, astfel 
încît nu se mai efectuează o iteraţie propriu-zisă. Aceasta realizează doar o 
altă normalizare a vectorului {<l>}a şi precizează valoarea. proprie: 

>-a= 14,H0-, eu3 = 9,986./El/mk3, {<l>}a= - 0,723 • m _ [ 1 j 
K 0,408 

f. Aplicarea metodei matriceale iterative utilizînd matricea de rigiditate. 
Se va aplica iteraţia directă, cu matrice de eliminare de tipul (6.90) care păstrea
ză simetria matricelor de rigiditate şi de inerţie. Pentru modul propriu 3 s-au 
utilizat matricele tMJ şi [RJ iniţiale, după 12 paşi de iteraţie obţinîndu-se: 

w; = 8,3069 Ro • 
m 

w3 = 9,984./El/mlts, {<l>}a =[- ~.723)· 
0,408 

Matricea de eliminare a modului 3 are expresia: 

[Ea] = [- ~.723 
0,408 

unde, conform expresiei (6.91): 

e!Sl _ _ 2 X 1 3 2 X 1 
2 - ----- == J,384, e~ I= .. = - 4,895• • 
. 2x(-0,723) lX0,408 

.Ma trie ele pentru iterarea modului propriu 2 vor fi: 

[Jf:J = [E3f t.MJ [E3] = m[··.0~•
212 

~,827' · :. ·]• 
2 • 25,962 

[R:J = [Eaf [R] CEaJ = Ro[ 
2
~
0

'
679 

l~.487 2~,101 ]· 
26,401 84,887 

lterînd numai cu submatricele (2 X 2), obţinute prin omiterea primei .linii 
şi coloane din [R:J şi [M:J, în 5 paşi de iteraţie se obţine vectorul propriu 
{1 0,621}. Matricea de eliminare a modului 2 v-a fi: · 

unde 
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[E:J =[ ~ .. ~ Î ... J.•. ·.•. 
O 0,621 e!ir 

42, = _ 5„827xt + 2x0,62l = _0,390_ ·• 
2x 1 + 25,962x0,6Zl .... , . · · · 

Printr-o transformare de coordonate corespunzătoare a mat~icei [Ei), se 
obţin matricele de inerţie şi de rigiditate diagonale: 

, . 
o • l o • 
8,222 . 

Matricea modală are expresia: 

[<I>}= [E3] [E2} = [- ~.723 ~.854 ~,269]' 
0,408 - 1,875 3,133 

Deoarece s-a efectuat o iteraţie directă cu matricea de rigiditate, modurile 
proprii s-au obţinut în ordine inversată. Pătratele pulsaţiilor proprii se obţin 

. efectuînd raportul elementelor diagonale corespunzătoare ale matricelor t R1J 
şi t'M1J. 

g. Metoda masei echivalente. În vederea determinării masei echivalente m,, 
care se consideră concentrată la nivelul 3 al cadrului din figura 6.9, se va 
utiliza relaţia (6.90) 

" " 
8mtxl 

t 
:E tnk <I>t1 
i=I m, = x2 <l>i_1 • 

Dacă se admite pentru modul fundamental o variaţie liniară de forma 

rezultă · 

m,= 

l <I> 1, 1 I 11 ,OOO I 
{<l>}i = <l>2. 1 = 2,000 ' 

<1>3. 1 3 ,OOO 

2m(J) 2 + 2m(2)2 + m(3)2 = 2,l l m. 
32 

· · Săgeata statică a structurii produsă de acţiunea laterală a încărcării Q, = 
= m,g = 2,IJQ, aplicată pe direcţia gradului de libertate 3 va fi 

,(': 
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In consecinţă pulsaţia ,fundamentală va fi: . , I•', 

' . ~ ·. ~ 

w1 = ./g/x.sT = 2,950 ./El/mh3• 

Diferenţa dintre 1 această valo~r~· a-pulsaţiei şi cea exactă est'e de 6,35%. 
Aproximaţia poate fi ameliorată dacă se admite o altă deformată care să asi
mileze forma proprie fundamentală. · 

In tabelul 6.3 sînt recapitulate .toate rezultatele ce s-au obţinut prin apli
carea metodelor numerice .din acest c~pitol. 

' I ' 

TABELYL 6.3 

METODd'DE 
.,, "'• _.,, __ Diferenţa 

!- faţă de ---,-
CALC L ..j_EJj,,,1,' - · .JEJ/,;;;,1 .Jifj;;j;• (1)1,B.X 

·i . i în% 
I 
I ~ :' j 

Exactă 3, l.'H 7,238 9,986 -

Rayleigh, 3,195 -· -, . + 1,-43 

Dunlrerley 2,777 - - -11,35 

Dunlrerley. ' 
col'(,ctată 3,110 - - -1,27 

Stodola 3,160 - .. - +0,32 
" . 

Holzer 3,151 7,238 9,986 o 

Matriceală 

iterathă 3,151 7,238 9,986 o 
-

Masa echiva-
lentă 2,950 - - -..f>,35 

I 

Aplicaţia 6.7.2. Pentru cadrul de beton armat, cu şapte niveluri, din fi
gura 6 .10, s-au determinat caracteristicile proprii de vibraţie utilizînd metoda 
matriceală iterativă cu ajutorul unui calcufatoi: electronic:. Principalele carac-
teristici ale structurii sînt date directîn figura 6.10. . · · 

In ta belul 6. 4 sîn t conţinu te măritnile ordona telor tuturor vectorilor proprii, 
precum şi valorile proprii corespunzătoare. Variaţia formelor proprii de 
vibraţie sînt repre~entate grafic în figura 6.10. · 
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TABELUL ~.4 

I 

I I I I I I I k I ... fl)k, l 11>.,. 11>.,. 11>• .• (l)t,, 11>,,. •.. , 
I 

Partea a li-a 

7. . . 0,875, 
. . 

5,868 2,225 -1,439 . -1,389 0,421 -0,084 0,012 INGINERIE SEISMICĂ 
--

6 1 5,431 1,103 0,438 1,871 -0,972 0,309 -0,031 

--
5 1 4,567 -0,571 1,549 o, 133 1,249 -0,851 o, 101 

4 1 3,692 -1,529 0,801 -1,367 -0,392 1,288 -0,318 

--
3 1 2,644 -1,873 -0,700 -0,408 -0,993 -0,988 0,892 

--
2 1 1,830 ~ 1,627 -1,266 0,734 0,292 -0,279 -1,781 

,_ 
1 1 1,000 -1,000 -1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 

--
o 1 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 

c,;1, în rad/s 7,468 19,404 31,102 34,794 49,711 57,837 71,281 

T;, în s 0,841 0,324 0,202 o, 181 o, 126 o, 109 0,088 
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7 
INTROCUCERE ÎN STUDIUL ftSE!SMOLOGIC ŞI INGINERESC 
AL CUTREMURELOR DE PĂMINT 

7.1. SPECIFICUL FENOMENELOR SEISMlCE 

Cutremurele de p1mînt sînt fenomene fizice deose'ţlit de co~~lexe, carac
terizate printr-o mişcare viole:r:ită şi haotică a pătunlor superf1c1ale al_e glo~ 
bului terestru, iar prin consecmţele sale dezast~oase. asupra. ~a1;Ilemlor ŞI 
bunurilor materiale reprezintă una din cele mai man calam1taţ1 ~~~urale 
cunoscute în decursul timpului. Toată istoria documentară a oa1:1emrn rcJ3:~ 
teazft despre catastrofele projuse de cutrem~re, î~~epînd cu 1e?~ner_~a ,Pamc:1 
şi suferinţei populaţi~i şi t~r~~nîn1 cu d1spanţ1a unor c1vil!zaţ11 mtreg1. 
Datoritf1 apariţiei lor 1mprev1z1b1~e ş1 cauzelor ~are le _gencreaza, omul nu a 
reuşit pînă în prezent să-şi exer~1te controlu~ ş1 autontatea a~upra cutremu~ 
relor care pat produce, într-un mterval de t1~p extrem de s~u:t, pagube ~1 
dezastre imense asupra operelor pe care omemrea le-a creat prmtr-o munca 
de secole. 

Prin pierderile de vieţi omeneşti, avai:icrea sau _d~strugcrea unor obiective 
civile şi industriale, modificările. topolog1~e _supe:fic1~le, ca urmare a i:uptu: 
rilor scoartei terestre si alunecănlor depammt, ş1 prm pa~bele_ mate:ialc ŞI 
spirituale produse, cutremurele au implicaţii economice ş1 sociale dm cele 
mai importante. . . . • 

Modul de manifestare al cutremurelor, precu~ ş1 c?ns_ecmţcle pro~oc~te'. 
au încă un efect nefast asupra psihologiei oamemlor, md1ferent de virs!a ş1 
gradul de cultură, mai ales dacă se are în vedere caracterul de neprevazut 
al acestor fenomene. 

!n epo:a modernă, datorită exploziei ?emografic_e şi expansiunii _industriale 
din zonele afectate de miscările seismice, consecmţele defavorabile produse 
de cutremure devin mai g~ave decît în t;ecut dn~ gradul .de ~gl~mer3:re al 
acestor zone era mult mai redus. !ntrucit potenţialul econorruc ş1 social al 
omenirii este în continuă creştere, este_ de aşt:pta_t c~ ?ezastrele produse .,~e 
cutremure si fie mai de anvergură, ch1~r da~a s~1sm1~1t_atea zone~or_ actuu ~ 
nu se: mojifidt. De altfel, amploirea pterdenlor m _vieţi om~n_eş_~1 Şl buni:r: 
materiale a e,·oluat aproap3 în acelaşt ritm <":u spori.re~ denstt~ţu- P?pula_ţ1e1 
şi cu dczYoltarea economico-socială: ~valuănle statistice arata ca m pnma 
jumltate a acestui secol numărul v1ct1melor produse de cutremure a, fost de 

· , 15 OOO/an în următorii 25 de ani (pînă în 1975) ace.st număr dubhn?u-se, 
circu ' ' .. d lt d ra dcş: ingineria seismică a cunoscut în ultimele decenn o ezvo a:~. con~i ; • -
bili iar măsurile de p:-otectie antiseismică s-au aplicat în_ con11ţ11 satisfac~
toa;e. Seismologii americar{i apreciază că un cutremur identic cu cel dm 
San Francisco ( 18 aprilie 1906), care a provo::at moartea a 700 _d~ :persoa1;-e; 
ar produce astăzi aproape 20 OOO de victime şi circa 6~0 ~00 de ramţ1 dato_r.1ta 
creşterii densitătii populaţiei, cu toate că marea maJontate a _const~cţul?r 
sînt asigurate scismic. Din aceste, mot~ve, riscul_sei~mi~ devme dm ce m 
ce mai mare, el diferenţiindu-se atit ca importanţa, ~1~ !t ca pondere., 

Probleme mai dificile şi deosebit de serioase le r1d1c~ ~cele zo~e 1~ _care 
nu există încă surse seismice identificate sau unde activitatea seismica nu 
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s~a mai manifestat de secole. Aceste situaţii deYin grave întrucît este posibil 
ş1 probabil ca în aceste zone, în care nu se iau măsuri de protecţie antiseis
mică, să se producă cutremure catastrofale. Cercetările de seismologie efec
tuate pînă în prezent nu oferă încă posibilitatea predicţiei unui cutremur 
puternic, inclusiv gradul de intensitate, localizarea geografică şi data produ
cerii acestuia. De aceea zonele potenţial active din punct de vedere seismic, 
nu pot fi încă precizate. În numeroase zone seismice, sau potenţial seismice, 
trăiesc oameni în locuinţe cu rezistenţă întîmplătoare la cutremure. În acest 
sens specialiştii americani apreciază că în S. U.A. locuiesc aproximati\" 100 
milioane de oameni în construcţii situate în zone seismice, dintre care majo
ritatea au fost proiectate fără a ţine scama de acţiunea distructiv;"t a cutre
murelor. 

În ultinul secol, ştiinţa şi tehnica au adus contribuţii notabile cu priYire 
la explicarea originii şi cauzelor cutremurelor, precum şi asupra măsurilor 
concrete cc se im:;mn în vederea limitării sau chiar prevenirii distrugerilor 
şi pagubelor pro,·ocate de mişcarea seismică. Această problemă, de o impor
tanţă socială şi economică deosebită, a devenit o preocupare cu caracter 
fundamental în ţările în care frecvenţa de 2.pariţie a cutremurelor puternice 
este ridicată, aşa cum este şi cazul României. Astfel, dupl cutremurul catas
trofal din San Francisco (1906), la data de 5 iulie 1906 a intrat ofici„l în 
\'igoare p~ima normă seismică din lume referitoare la asigurarea seismică a 
construcţiilor. Cercetările în acest domneiu au progresat la început destul 
de lent, pentru ca în ultimele decenii să cunoască o dezvoltare teoreticrt şi 
experimentală impresionau tă. 

Istoria modernă a cutremurelor a rctinut o seric de date memorabile în 
legătură cu amploarea dezastrelor înregistrate, precum şi cu infumaţiile 
de ordin stiinţific furnizate de miscărilc seismice si care au contribuit la 
elucidarea 'multor aspecte de ordin ştiinţific. Din an~liza rapoartelor şi stu
diilor elaborate asupra cutremurelor care s-au produs în acest secol, în tabelul 
7.1 se prezintă o sinteză a celor mai semnificative mişcări seismice, precum şi 
principalele caracteristici seismologice. 

Cercetările care au ca scop general aprofundarea cunoştinţelo:- asupra 
structurii interioare a Pămîntului, pe baza analizei propagării undelor seismice, 
precum şi identificarea mecanismului de generare al cutr1,,murelor pu ternicc, 
fac obiectul seismologiei, care reprezintă o ramură bine conturată a geofizicii. 
Preocupările de seismologie au apărut cu mult înaintc3 celor cu priYirc la 
tehnica protecţiei antiseismice a construcţiilor. Trebuie subliniat faptul c[1 
toate teoriile actuale privind originea şi cauzele cutremurelor, :"tru~tura 
interioară a Pămîntului, mecanismul producerii şi propagării undelor seis
mice de la sursă pînă la suprafaţa liberă, precum şi alte fenomene auxiliare, 
se bazează aproape exclusiv pe interpretări teoretice şi logice. De ,'.ceea în 
numeroase situaţii, observaţiile şi constatările efecti\'e au evidenţiat inadwr
tenţc calitative şi cantitative între deducţiile matematice şi fenomenele 
reale înregistrate. În această privinţă există încă multe aspecte esenţiale, 
mai ales în legătură cu definirea caracteristicilor mişcării seismice cc se mani
festă într-un anumit punct situat pr suprafaţa terestră, care nu au fost elu
cidate pînă în prezent de către seismologi. 

Studiile asupra naturii efectelor distructive 1-'roduse de mişcarea terenului, 
precum şi dezvoltarea metodelor practice de analiză şi proiectare a construc
ţiilor rezistente la cutremure revin 1:nginerici seismice. Acţiunea seismică 
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TABELUL 7;1 
CUTREMURE SEMNIFICATIVE PRODUSE tx PERIOADA 1900-1984 

Nr. I \ nE'>m!lREA I STAŢIA SEIS~UCĂ l MAGNtT. I INTENS!T, I ACC. I DISTANŢA I ADtNc. I DUR~TA 
t DATA CUTREMURULUI (obse vaţ·c) RICHTER SEISMICĂ MAX. EPICENTR. FOCAR SEMNIF. 

cr • • r I M MM (cm/s') (km) (km) (s) 

l. I 18.lV.1906 I Snn Frnnd,cr, - - R,3 Xl - I - I - I 25 
Cnli!ornin 

2. 28.XII.1908 Messina-Itnlia. - 7,5 X 200 

3. 16.XIl.1920 Knnsu-Chinn - 8,6 XI 

1. 15.l.X.1923 . }{anto-Japonia.···-·-· Tokyo-Yokohama.______ 8,3 X-XI I - I - lu-16 

5, 29.VI.1925 Snnta. Barbara.--- 6,3 VIII - IX 
California. 

6. I 10.IIl.1933 I l..ong J.k-ach- P11blic Utilities I 6,3 ] IX I 28.5 I - ] 16,0 
California Bullding 

7_:_., JO,xn,1931 Lowtt-Co!Ho,,;, El C~tro-lmpod•I VaJ!ey 6,5 JX 183 58 16,0 16,9 

~ :n:.X.1935 Helena-Montana. Carrol College 6,0 VIII 145 8 - 3,7 

9. 18,V.1"910 Imperial Va.lfoy- El Ccntro \'a.lley 6,.5 X 341,7 8 16,0 24,4 
Ca.lil'ornia. 

10, ·I• 10.~Ll940 j Vta1ii:ea,-,{oinf~nin _ ÎlnCll\'CŞii 7,4 IX - 165 133 E 
t{j •. fi.t.,•_x_'._•_.19. 1 .. 2. :__ ···1 .. k .• ·•.trţ.go_._,_•. \.1·a·.·.j.ic·;·y-- Î~VC~1Jtr,:,,l1npcrinl VaHt-y .·. 6,5 VII 60 - 16,0 -C'lilifornin · · · 

...- "la,?;.,.. F,k,i-1,P<>m, - - . ,., ,x-x 600 - " I t: 
13.. 6::x;i943· Asha.bad~U:îU.l.S. iĂsh~futd .· ·. . 7,6 IX - 30-40 20-40 10 

14. 13,ty;J94.!> ':cstem \'llasl1Jngton ~pia Wa.shingtoµ 7, t ·1· VIII 280 21 - ~ 
15. · 21.VU.1952 Kern C"ounty-,- '.taft·· 7,7 XI 179 56 16,0 28,9 

California. · 

~ 2LXIJ. l'>H F.Oreka- c.i;;;.,,,1, , .. ~ ... 1•01>ml Uoii<lfog 6,5 VII "' ţ=ţl~ I 6,8 
17. 18'.lU.1957 Southern-Ca.lifomia Port Hueneme 4, 7 VI 167 13,8 

18. 2Z.IH. 1957 Snn Francisco f,olden Gate Park• 5, 3 VII 105 - I 2, 9 

_.!!:_ 28.VII.1957 Mexico-Mexic .. - ?-1,5. VII-VIII I 20. 22.Il.1960 Agadir-Mai-oc Aga.dir 5,7 X-XI I - I 3-5 I 3 I 15 

"""'zt 22.V.1960 Lnile Valdi•~ia-Com:eptio11 8,5 X-XI 

22 .. I 26.VII.1963 

23. t 27.IIU964 

24. I 16.VI.1964 

25. 29.IV.1965 

l'rince William Anchorage 8,4 XI - 130 20 _ 
Sound, Alaska 
----- ----····-··-·- - • -··•------· 1-----· 
Niigata- Japonia Atsumi 7,5 VIII 400 20 40 _ 

! Sko. P.1·e-Iug. ()S.l a.via. u. SG_S_._ . I 6,2 "'m ~JX - -1 33 I -
Poget Sound- Olympii Seattle- 6,5 VIII 198 - - r--=--

--l-------i Washington High">a.y Test J;.ab I_ I Ta.skcnt- U.R.S.S. Ta.skc-nt 26. I 26.IV. 1966 
--1-------1 ---

27.VI.1966 
.'.i,1 I VIII ~0 8 

27. Parkiield--California Clmlamc ~ha.ndon -
California. · 

5,6-5,8 I VII 434 5 6 6,7 

22.Vll.1967 Mudurny-Turcia. - 7, 1 IX 220 20 
Caracas-Venezuela. Caracas 5,7-6,5 VII-VIII 60 1.5 20 

!---------, Konya.-India Konya 6,2-7,5 VIII-IX 
~ 8.IV.1968 Borrego Mountnin- San Onofrc · 

28. 

29. 

30. 

29.VII.1J67 

l 1.XII.1967 

6,5 VII 

600 13 12 
16 122 11, 1 30 

.12, 

JJ. 

.H. 

35. 

36. 

37, 

38. 

39. 

10. 

15.V.1968 

:li.V. 1970 

9.11.1971 

23.XU.1972 

31.X.1974 

6.V.1976 

28.VII.1976 

16.VIII.1976 

4.III.1977 

41. I 23.XI.1977 

42. 

43. 

44. 

45. 

46. 

15.IV.1979 

27,XI.1979 

29.VII.1980 

10.X.1980 

24.II.1981 

California 

Toknchi Oki- Japonin · · - _____ ~q- IX 230 --·-- 20 I - I 
Chimhof<'-l'<'rn -- ____ 7,7 VIII-IX - - 25 
San F<'rnanclo- Pacc,irna Dam•·-·-·- -<;); ·-- XI I 148, I ---◄-- !.1,0 
Cnlirornin 

7,0 

L~-P,,, -[~;~~~~;- - - -·:: -1 ~ ::: 1 = I : ~ . 
Friuli-ltalia Tricstc <•,5 lX-X +l - - I -
1'nng;ha11...:C::hi1~~--- Tang~han -:;:;;-- X-XI ~/-::o- 12-16 _ I 

Mindanao-Filipine l'SGS 8,0 IX J - I - 25 

Vrancea-România Bucnresti _7,2 IX 1• ~210 165 95-105 

Argrntina. San J,,an 7,4 X 189,5 l -
---- ____ , ____ ----1----, 

Monf<'tirgro- Bnr 7,2 IX ~, - I 
lngn,:ln·,in I 

···----------·--····--···------------ ----- _I, _____ -- --- --~--- -- ---- !_ -------

1:scs 7.1 I IX-X - - ~3 
\Vestern Nepa.1--Inrlial t:SGS -6,5 , IX - - 33 I - l 
El Asnan-.\lg~ria - 7,3 "'I IX-X - - - -
Corinth-Grccia Atena 6,7 IX 330 80 16 _ 

Managua.-N icnrngua 

40 

Khorasnn - T ran 
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asupra construcţiilor, generată de cutremure, are un pronunţat caracter 
din:nni.-: de natură particulară întrucît se manifestă violent, spaţial şi alea
torit:. Desfăşurarea evenimentului seismic este de scurtă durată (tranzitorie), 
avînd direcţia şi intensitatea extrem de variabile în timp. În consecinţă, 
ingineria seismid reprezintă acea parte a dinamicii structurilor care furnizează 
informaţii. asupra calculului şi comportării structurilor de rezistenţă la acţiunea 
cutremurelor puternice şi contribuie la definirea unor concepţii unitare-· cu 
privire la configuraţia structurală (dimensiunile şi forma elementelor consti
tutive), caracteristicile materialelor, protedecle de execuţie etc. 

În ultimele decenii, evoluţia cunoştinţelor acumulate cu privire la de
scrierea acestui fenomen natural a permis să se proiecteze şi să se execute 
construcţii care au demonstrat o comportare satisfăcătoare chiar la cutremure 
de mare intensitate. Se poate considera că în prezent, datorită investigaţiilor 
experimentale (in situ şi în laborator), informaţiilor provenite din comporta
re2. reală a construcţiilor în timpul cutremurelor şi evoluţiei bazelor teoretice, 
există cunoştinţe avansa te cu privire la următoarele aspecte principale: 

• Identificarea repartiţiei principalelor focare active şi posibilitatea în
registrării instrumentale a mişcării seismice, la suprafaţa terenului, cu apa
ratură de înaltă tehnicitate. 

4D Comportarea materialelor, componentelor structurale şi a unităţilor 
structurale de diverse configuraţii la acţiuni seismice intensive. 

e Modelarea fizid, mecanică şi matematică a structurilor de rezistenţă. 
• Evaluare:.'. răspunsului seismic la acţiunea cutremurelor reale sau si

mulate (sintetice) prin rezolvări parametrice, pc baza unor scen::irii de com
porta,e, utilizînd calculatoarele electronice. 

• Cercl'tarea experimentală a materialelor, elementelor de rezisfonţă şi 
structurilor a+ît în laborator, cît şi. cu ocazia cutremurelor puternice. 

• Elucidarea parţială a unor fenomene mai puţin cunoscute în trecut 
cum ar fi: comp:>rtarea postelastică a elementelor şi structurilor. analiza 
sp:1ţială, influenţa amortizării, interacţiunea tere'"-structură, implicaţiile con• 
diţiilor geologice locale etc. 

Cu toată cantitatta mare de informa-ţie asupra fenomenelor seismice 
acumulată pînă acum, perim,da de observaţie instrumentt1lă este totuşi prea 
scurtă {aprox. 5 decenu), iar cercetarea ştiinţifică a cutremurelor este încă 
relativ nouă. Din aceste motiYe chiar asigurarea actuală prin concepţie, analiză 
~i executie, pe baza unor criterii si măsuri riguroase de protectie, este de 
;mlte o;i incertă. În această privi'nţă, seismologia şi ingineria ~eis:nică nu 
aa rezolvat toate problemele referitoare la garantarea integrităţii unei con
strucţii la acţiuni seismice de excepţie. De altfel, fiecare cutremur care se 
produce în h1me pune în eviden"ţă atît succesele cît şi eşecurile, cu toate pro
gresele imp0rtante înregistrate pînă în prezent. 

Datorită dezvoltărilor urbane, specifice acestui secol, frecvenţa de apariţie 
a unui cutremur puternic într-o zonă populată şi industrializată este în con~ 
tinuă creştere. Se apreciază statistic că anual pe glob se produc în medie 10 
cutremure violente cu consecinţe sociale şi economice importante, .100 de 
cutremure destul de pu.ternice care produc daune relativ reduse şi 1 OOO de 
cutremure cu efecte moderate. În afară acestora se ntai produc sute de mii 
de mişcări seismice mai slabe, majoritatea înregistrate numai instrumental 
sau semnalate în staţiile biologice de observaţie, dintre. care puţine sînt resim~ 
ţite de oameni. 
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7.2. TERMINOLOGIE ŞI DEFINITII SPECIFICE SEISMOLOGIEI 
ŞI INGINERIEI SEISMICE . 

e _Acccl~ro~rai'f!c'i - î~rcg~stra:ea mi_şc~rii seismice obţinută cu un accelc
romctiu calibrat ş1 exprimata pnn vanaţ1a acceleraţiilor. 

1 ~- Accelcr?mefrtt - instrument (aparat) specific înregistrării variatici acce-
eraţulor unui cutremur (accelerograma scis!Ilică). ' 

. • Adînc1·»!eaf?cală (profunzimea focarului sau cutrcmumlui) _ distant.a 
dmtre focar ş1 epicentru. 

• Alunecare de falie - mişcare relativă a planurilor care definesc O fali 
, • Al'!fviune - sedimente neconsolidate, de dată relativ recentă existen;· 
m depozitele granulare. ' e 

~ A n~pl~(1"care _sd~mică - fcnoD:_cn cc1.re se ~nani festă în urma traversării 
u_nd~lor s_e1sm1cc :p~m diverse categorn de tcrenun cu proprictăti fizico-mecanic 
ŞI dmam1ce specifice. · e 

Y • A naţiza răspu_i:sului ~n tim} (time-l2is_tor_v~ response) - reprezentarea 
r~spuns~lm __ struct~rn_ (~XP:Im~tt 111 d_e~l~san! ntcze sau în ?.ccelcra ţii) pc 
timpul 1sto11c al mişcam sc1sm1ce {defm1ta prm accelerograme). 

• A:mo11ică - co1;1pon~ntă a unei mişd'tri cu caracter periodic şi a cărei 
frecvenţa este un multiplu s1111plu al frecvenţei fund2.mcntale. 
. • At~nuar~ - disiparea (amortizarea) energici eliberate în focar, în func

ţ1~ de_ma1 mulţi factori, şi a cărei consccinţft c reprezintă reducerea intcnsitătii 
se1sm1ce. ' 

• Bloc def alii· - grupare de roci aparjinînd uneia sau mai multor falii. 
• Clase de focare - clasificare;:t focarelor în funcţie de adîncime: focare 

normale (O ... 70 km), focare intermediare po ... 300 km) şi focare profunde 
(300 ... 700 km). • 

• Compactare-consoli"dare - reducerea volumului depozitelor sedimentare 
şi creşterea densităţii specifice. 

• Complex bazal - roci metamorfice sau eruptive care definesc baza 
depozitelor sedimentare. 

• Contact geologic - plan de separare dintre două roci cu caractcristi c 
diferite. 

; • Con~i1111t . de frecv~nţ~ -:- totalitatea frecvenţelor componentelor care 
deLnesc G mr:'gis1.rare sc1srn1ca (a se vcde2. spectrul de amplitudine şi trans
formata Founer). 

. • Co~ipo:iţie _spectr_~lă - este pu<t în evidcnFt de spectrul de amplitu
dme exprimat prm seru convergente sau transformata Fourier. 

• Cutrcmz'.r ~~ pămînt - fe:'omen natural (uneori şi artificial) generat 
de s~rse tranz~toru care s~ mamfestă prin unde elastice ce se propagă prin 
medu caracterizate geologic. 

• Cutremur maxim aşteptat - cutremur de intensitate maximă care se 
poate produce într-o anumită zonă. 

• f:utrenzur po~z'bi1 (probabt1) - cel mai puternic cutremur care poate să 
se m~mfeste statistic într-o zonă bine precizată şi într-un interval de timp de
termmat. 

• Difracţie - diseminare energetidt a energiei eliberată în focar. 
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• Discontimtdate - plan de separare între două formaţiuni geolon-ice cu 
pro1rict1.ţi fizico--mecanice şi dinamice pronunţat diferite. 0 

• Disw11t1·nuitatea Jlo!zorovzli"(; (s1.u „Moho") - dis::ontinuitate existenU 
în crusta continentală., situată la 30-40 km de suprafaţa liberă. 

• Dz:-;persie - variaţia continuă în timp a perturbaţiei seismice. 
• Epicentru - p:.mct teoretic situat la suprdaţa liberă a terenului pe 

verticala fo.:arului. 
• Eveniment mfrroseismic - perturbaţii slabe, naturale sau artificiale, 

care pot fi identificate numai instrumental. 
e Falie - dislocarea unei zone din scoarţa terestră ca urmare a unei 

rnperi, într-un anumit plan, în care se produce între roci o mişcare relativă. 
e F alt"Ere - fenomen însoţit de o mişcare rclafo·ă a rocilor adiacente 

unui plan de rupere. 
li Falit potenţial achv/i - falii existente la suprafaţa terenului, neiden

tifica tc, c:ire pot deveni ~:ctive în timpul unui cutremur puternic. 
• Focar - punct teoretic situat în interiorul Pămîntului care reprezintă 

originea sursei energetice a unui cutremur; energia este eliberată radial mediu
lui prin unde elastice de propagare (se mai numeşte hipocentru). 

Q Forfecare - alunecarea unei roci în raport cu alta, în lungul suprafe
ţt'Î c~c cm,L,ct, produsft în urrm depăşirii rezistentei la forfecare în planul de 
sqHr:.irc. 

o Fracturâ - dic;locare rezultată în ·urm:1 ruperii sau falierii rocilor. 
ii Geol-ogie - ramură a stiintci c2.re se ocup{t în r,rincipal cu studierea 

structurii p1rnîntului, car:1ct;risti~ilor rocilor comp;:inen"tr, pr;cum şi cu modi
fica!-c.a acestora în timp. 

e Geologia locală a amp!asamrntului - compoziţia geologică specifică unui 
anumit a~lasament, caracterizat p:-intr-un depozit sedimentar. 

• Geomorfologic - parte a geologiei în care se studiază configuraţia 
sup,afeţei Pămîntului, p,ecum şi variaţia în timp a acesteia. 

e Hidroscism - perturbaţie seismidi care se manifestă la nivelul supra
feţei libere a apci. 

e Hipocentru - sinonim focar. 
o Hol-Ogen - perioad{L geologicii recentă, ulterioară epocii glaciale, cores

punzl toare ultimilor 11 OOO ani. 
e Impuls scismi<- - undă seis-:nid de foarte scurtfL durată în raport cu 

dcsl:Lşurarea intrcgului cvenime!H, ,ffînd în general valorile iniţial;1 şi finală 
c[:.;;il~~' cu zero. 

e Inte11sila!e -- e,·aluare2. convenţională (sub:ectivă) a seYerifaţii unui 
cutremur p.o baza efectelor de suprafaţă produse asupra oamenilor, construc
ţiilor şi configuraţiei terenului. 

e Izose.isfă - locul geometric al tuturor punctelor, situate la suprafaţa 
liberă a terenului, a căror intensitate este aceeaşi (linie imaginară de separare 
a zonelor cu grade de intensitate seis'llică diferite). 

• Li"cMfi"ere - fenomen în urma căruia un depozit granular necoeziv şi 
saturat St.! transformă în stare fluid~ datorită creşterii presiunii apei din pori. 

• Limitii elastică - efortul m1.xim la care este supusi o rocă fără ca defor
lllaţiile să. depăşea5că limita de curgere sau de rupere. 

• Litologie - studiul compoziţiei şi texturii rocilor. 
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•. ~11 agm"tudfn~ - expri:11area \·iolcnţei unui cutremur prin intermediul 
energ1e1 eliberata m focar m momentul declanş{trii unui şoc seismic. 
. • _Jfanta - zonr1 terestră cuprinsă între crusta terestră si nucleul exte-

rior (fig. 7.1). ' 

, • Jf ~d1·u_ vţsco-elasti"c -~iniar - caracterizarea unui mediu în care legătura 
mtre tensmm _ş1 deformaţu (precum şi între dt.rivatele temporale ale acestora) 
se poate expnma prin relaţii liniare. 

. • Jf!"crosez·sm - perturbaţie naturală sau artificială, sesizau numai cu 
aJu torul mstrumentelor specifice (înregistratoare seismice). 

•. J~1·şcare put_ernică _(strong mo~ion) ~ mişcare genera tft de cutremure şi 
ale care1_ efecte distructive se mamfestă asupra oamenilor, construcţiilor şi 
terenului. · . 

• Jfultzplct - ansamblu de cutremure, asociate în timp si spatiu ale 
căror magnitudini sînt comparabile. ' · ' 

• Pcrioadâ predominantă - p~rioada corcspu:1zfttoan• misC:trii "•"ismice 
c_are produce efecte maxime într-un amplasament bine definit, d~ la suprafata 
liberă a terenului. · 

• Plan de stratificare - suprc.fată de separare (discontinuitate) a stra-
telor din rocile sedimentare. ' 

• _R_ăsp~msul terenului· - ~'.1-racterizarea mişcării seismice ( exprimată în 
deplasan, viteze sau acceleraţn), Î..'1.tr-un punct situat la suprafata liberă. a 
terenului, prin înregistrări instrurr.entalc. ' 

• Replică sei"smi"că - sinonim cu şoc postseismic. 
• Rezistenţa terenului - teno:unea limită care dcfincstc cap.1citatea 

portantă a terenului fără să se r:-oducă plastificări sau rup~ri. 
• Rocă de bază - sinonim n: complex bazal. 
• ~ocă de bază se~s~nică - p'.an _conve1;1ţio~al care delimitează depozi

tele sedimentare sup~rfrciale, caractenzat pnn viteza de propagare a undelor 
secundare Vs = 750 ... 800 m/s. 

• Roci" sedimentare - depuneri sedimentare stratificate constituite prin 
acumulări în timp. 

• [!.~i de cu:trem!tre _- a1'.s~rn:Ju de evenin:-e1_1te s~ismicc,_ cu pondere 
energetica aproximativ identica, care nu pot fi ierarhizate nguros. 

• Sei·smic --:-- termen caracteriotic undelor clastice, naturale sau artifi
ciale, care se propagă prin mediul 5~ologic de la sursă pînă în orice p:rnct de 
la suprafaţa liberă. 

• Seismicitate - caracteristic&- stismică certă sau probabil:t a unei anumite 
zone superficiale. 

• Sez"smograf (seismometru) - instrument care permite înregistrarea 
undelor seismice. 

• Sez"smogramă - înregistrare"" mişcării seismice obţinută cu un seismo
metru şi care exprimă variaţia dep:.2-sărilor în timp. 

• Sei·smologz·e - ramură a geo:i.zicii care se·ocupă. cu studiul cutremure
lor şi propagării undelor seismice. 

• Set de falii· - asocierea mai multor falii paralele, situate în aceeaşi 
zonă. 

• Spectru:- caracterizarea acţiunii sau răspunsului în funcţie de conţinutul 
de frecvenţă al sursei perturbatoare. 
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• Spectru de amphtudine - reprezentarea grafit'.ă a relaţiei aml)litudine
frecvenţă corespunzri toare unei înregistrări seismice (se mai numeşte spectrul 
Fourier). 

• !::>pectru de răspuns - reprezentarea grafică a valorilor maxime ale 
r{tspunsului (exprimat în deplasări rclatin, viteze relative sau acceleratii 
absolute) corespunzătoare unui set de sisteme cu un singur grad de libertate 
dinamică ( I G LD) supus unei acceleraţii seismice, in funcţie de perioada (sau 
frecvenţa) proprie neamortizată. 

• Strate neconsolidate - depozite geologice superficiale sau de adîncime 
granulare, necoezive şi de slabă consistenţri, avînd rezistenţa la forfecare 
rcdus;1. 

• Stratificaţie - formaţii de roci sedimentare stratificate prin planuri 
de separare. 

• Suprafaţa faliei - suprafaţa planului de dislocare care defineşte o 
anumit?'t falie. 

• Şoc, postsei·smic - cutremur cc urmează în general unui şoc mult mai 
puternic (şoc principal). 

• Şoc pri·ncipal - şocul seismic iniţial de magnitudine maximă, în cazul 
unei serii de cutremure (cutremure multişoc). 

• Şoc seismic - mişcare seismică puternicrt de scurtă durată. 
• Tectonica - caracterizează rocile şi natura deformărilor din punct de 

vedere structural. 
• Textură - alcătuirea intimă, la nivel de particulă minerală, a rocilor. 
• Transformata Fourier - transformarea unei funcţii, exprimau în do

meniul timp (cum este cazul înregistrărilor seismice), în domeniul frecvenţă, 
ceea ce permite identificarea conţinutului <le. frecvenţe ale mişcării seismice. 

• Tsunami· - unde seismice marine produse de cutremure tectonice sau 
erupţii vulcanice. 

• Undii - mişcare a p2.rticulelor materiale, cu caracter alternant, avînd 
amplitudini variabile şi puncte nule fixe (numite şi noduri), ca urmare a ener
gici eliberate în focar de cutremur. 

• Unde de suprafaţă (superficiale) - unde de tip seismic care se manifestă 
în straturile superficiale perpendicular pe direcţia de propagare. Aceste unde 
sînt de tip Rayleigh şi Love sau hidrodinamice. 

• Undă principalii „P" - undă seismică de adîncime, longitudinală 
sau de dilataţie, în care mişcarea particulelor materiale în timp c< . .1Eidc cu 
direcţia de propagare a undei. 

• L' ndă secundarii „S" - undă seismică de adîncime, transversală sau 
de forfecare, în care mişcarea particulelor materiale în timp este perpendicu0 

lară pe direcţia de propagare a undei. 
• Urma faliei - dislocarea terenului la suprafaţa liberă ca urmare a 

apariţiei procesului de faliere. 
• Viscozitate - proprietate fizică internă a mediului care generează forţe 

de amortizare în opoziţie cu direcţia mişcării de lunecare relatiYă. În cazul 
mediului liniar vîscos, forţele de opoziţie sînt proporţionale cu viteza de defor
maţie. 

• V i"teză seismi"i,ă - viteza de propagare a undelor seismice de tip P şi 
S, notate prin Vr şi Vs-

• Zonă def alie - asocierea mai multor falii într~o zonă restrînsă. 
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7.3. ORIGINEA ŞI CAUZA CUTREMURELOR DE PAMINT. 
MECANISME DE GENERARE A MIŞCĂRII SEISMICE 

Pămîntul, care se află într-o permanentă miş~are, posedă o structurft in
ternă d~stu_l d~ complicată care poate fi rc~usă schematic la modelul repre
zentat m f1şu1a 7. I: _î1; ~cest conte~t, contmentele se deplaseazft continuu şi 
!ent P:o~ucmd _i_nod1f1can ~le scoarţei terestre în urma acumulririlor energetice 
!n ~oc1 ş_1 erupţulor v1:Icamce, generatoare de rupturi şi prăbuşiri de amploare 
m m_tern;>rul !1t<?sţere1. Ace_ste_ fenomene se manifestă periodic în crusta te
restra pnn_m1şcan bruşte ŞI v10lente care sînt înregistrate la suprafata liberii 
a terenu~u~ sub forma cutremurelor de p:imînt. · 

~u pnv1re la _sursa car? ş-enerează cutremure puternice se admit douI cate
goru de mecamsme pos1b1lc de producere, şi anume: 

- cutremure vulcanice datorate erupţiilor vulcanice; 
- c!ttremure tectonz"ce datorate unor modificări structurale importante ale 

sco~rţe1 terestre (sînt însoţite de fenomene de rupere sau d~ faliere a 
rocilor). 

. Cele "!;ai frecv_rnte cutremure, sî:zt de origine tecfo!lică, iar energia pc; care 0 

el1bereaza se cxtmde pc zone mtmse de la suprafaţa tercstrii. :-iocul seismic 
se produce ca urmare a unei fracturări a rocilor care vin în c01{tact într-un 
plan mai slab î~ ca_r~ s-au acumulat în decursul timpului deformaţii clastice 
~xtrem de 1;1an. El_1be:are:i _bruscă a :ner~)ei de _deformaţie, transformaUt 
~nstantane~ m -~nerş-1e cn:~etica, genereaza unde elastice care se propagă radial 
m toate dJrecţule, iar prm procese de reflexie si rcfractie ajun(T la suprafata 
Pămîntului. ' ' "' , 

~unctul teoretic în care se pro::iucc ruptura iniţială (în realitate există 0 

z~na,de fra~turare) ~e numeştefo~ar sau ~ipocentr_u. Punctul situat la suprafaţa 
Pammtulu1, pe verticala focarului, poarta denumirea de cpz"centml rntremumluz" 

Fig. 7.1 

1- Suprafată. liberă 
(scoarto.) , 

2- Crustă continentală sau 
litosferă ( O ... 70 km) 

3-Monta (70 ... 2900km) 
4- Nucleu exterior 

( 2900 ... 5000 km) 
5- Nucleu interior- central 

(5000 ... 6370 km} 
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Fig. 7.2 

(fig. 7 .2). Localizarea poziţ!~i f?ca:1111!:i şi epţ~entr;uJui se i>bţine pe ~aza P!~lu
crării înregistrărilor mişcăm seismice in staţn echiJ?ate ~cu ~par~tura specifl;lÎ;; 

în funcţie de poziţia f~carului (fig. 7.3), ~pnmata J>nn d1sta~ţ~ }l_ pin~ 
la epicentru numită adînc1me sau prof~nz1me ·. cutre1;0ur.ele !e · clas1flc_a astffl. 

- Cutremure crustale (normale), avind focarul situat pmă la 70 ktn a1m: 
cime, se află în limitele O.,;.. HN.,;.. 70 km. Aceste cutremure, ~are rey~eţll?,t~ 
peste 90% din cutremurele care se pro?uc în luni~,,au o duraţă sem;uflcativa 
relativ redusă, iar perioadele predominante sp~~f1ce mecanismului de focar 
sînt în general scurte. Deşi sînt extrem de v1qle11.te,: ~trimi~rele crustalp 
afectează zone destul de limitate de la. s\1prafa,ţa_;J>~nt11lu1: .. În. a~easta 
categorie se înscriu toate f<?carele ca:eaparţin centum c1tcumpac1J1că, zonelor 
din Asia de sud-vest, bazinul mediteranean etc. 
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/EPICENTRU/ 
• E af~ct _ 

·-....+~/ . w . 
~ 

/FOCARE/ 
fig. 7.3 

- Cutremure subcrustale 
(intermediare) au focarul lo
calizat în limitele 70..;.. H1..;.. 
~ 300 km. Dura fa acestor 
cutre11ţute estemoderată, iar· 
perioadele .· predominante 
mai lungi, în timp ce ari~ 
demanifestare esteniultma.1: 
mare .. :focare intermediarţ 
identificate •pÎilă în preie.nt 
instrunţental • sînt destul. de · 

. reâuse ~a num:ăr, fHtid situ~ 
.tt,Hi:J'Afgtfnîsfan, Coh1~1>ia:, . 
M~iţ~.şţR~ânia..P~ioadele 
d'e revenţ're ale cutrei;nureloT 
intenned.ia(e şînt mull ;mai 
miri dedţ a:le celor nQtinale. 

- Cutremure de adîncime (de profmzzime) s-au semnalat în limitele 300.,;.. 
~HA..;.. 700 km. Experienţa acestor categorii de cutremure este mai redusă, 
existînd unele informaţii cu privire la durată (care este ceva mai mare) şi la 
perioadele predominante care sînt lungi. 

Din categoria cutremurelor normale fac parte cutremurele superficiale 
ale căror focare se află în imediata apropiere a scoarţei terestre (Agadir-1960, · 
Parkfield-1966, Taşkent-1966, Konya-1967 etc.),pînă la oadîncimede6-
8 km. Tabelul 7.1 conţine adîncimea principalelor cutremure care s-au ma
nifestat în acest secol. 

în general cutremurele crustale au focarul situat deasupra suprafeţei de 
discontinuitate Mohorovicic (,,Moho") care se află la o adîncime variabilă cu
prinsă între 30 şi 40 km. 

Cutremurele tectonice au ca origine fie fenomrnul de faliere, fie cel de 
subducţie a plăcilor continentale. 

Cutre1I1urele violente generate de fractura rocilor din litosferă (crustă) 
se datoresc mişcărilor produse de alunecările în lungul unui plan de rupere, 
însoţite de eliberarea: bruscă a unei energii imense. Aceste planuri de rupere 
se numesc/ alii, iar în momentul rupturii instantanee, capJ.citatea rocii res
pective a atins valoarea limită peste care nu niai este capabilă să mai acumu
leze deformaţii elastice sau energie elastică de deformaţie (fig. 7.4). În general 
cutremurele se produc în lungul aceleiaşi falii, ceea ce caracterizează fenomenul 
de persistenţă a genezei mişcărilor seismice. Uneori faliik ar putea defini linia 
de contact dintre două plăci sau subplăci continentale sau oceanice. Faliile 
p<lt să .r.ezulte printr-o alunecare înclinată, în care caz se produc mişcări în 
diretţii opuse pe verticală sau oblice, sau printr-o alunecare verticală carac
t.edzată prin mişcări laterale opuse (fig. 7.5). Cea mai mare falie activă din 
lume o reprezintă falia San Andreas din statul California, a cărei lungime este 
de circa 960 km. Cutremurul de la San Francisco din anul 1906 a fost deter
minat de o alunecare relativă a acestei falii de aproape 65 cm. Măsurători 
cu laset au arătat că dup1 şocul din 1906 San Francisco s-a apropiat de Los 
Angeles cu .30 cm astfel încît, unii seismologi americani afirmă că peste 10 
milioane de ani Los Angeles, prin deplasarea spz-e nord, va deveni vecin cu San 
Francisco, iar peste 60 milio1ne de ani va ajunge apmape de Alaska. Procese 

® 
FOCAR 

Fig. 7.4 
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Fig. 7.5 

importante de faliere, s-au produs în timpul cutremurelor din Chile (1960), 
Alaska (1964), California (19'71) şi China (1976). 

Teoria plăcilor tectonz"ce, de dată mai recentă, susţine că prin comprimarea 
puternică, care se manifestă la contactul dintre plăcile continentale, se produc 
deplasări mari fie datorită cedărilor în urma strivirii rocilor, fie datorită feno-
menului de subducţie (alunecarea relativă a unei plăci sub cealaltă). . 

Principalele plăci identificate pînă în prezent sînt următoarele: Euroas_1a
tid't (care trece prir România şi se află în contact direct cu subplăcile I\foes1că 
şi Intra-Alpină chiar în cotul Carpaţilor în zona Vrancea), P~cifică, Indo
Australiană, Americană, Caraibiană, Africană, Arabică, Antarctică etc. Teo
retic există cel puţin 10 plăci gigantice, avînd grosimea. de aproximativ .80 _km, 
care ,iJlutesc pe mantaua semitopită a pămîntului, aflîndu~se într-o conţm_uă 
mişcare (migrare). Prin teoria migrării plăcilor tectonice se poate explica 
formarea continentelor, reliefului şi vulcanilor (ca urmare a perforării anumitor 
platforme). Plăcile oceanice au o mişcare mai rapidă decît plăcile continentale. 
Astfrl, placa Pacifică se mişcă cu circa 3 cm pe an mai mult decît placa Nord 
Americană, ceea ce ar putea explica dislocarea Californiei de Mexic şi apariţia 
golfului care se lărgeşte cu aproximativ 8 cm pe an. Unii seismologi consideră 
că falia San Andreas reprezintă marginea estică a platouhli alll.erican, existînd 
tendinţa de desprindere a Californiei de continent. Situaţii oarecum similare 
s-au cvidentiat si în Japonia datorită mişcării plăcii Pacificului şi tendinţei 
de fragmentare ~ătre zonele continentale din vest (Malaezia şi China). 

7.4. DISTRIBUŢIA GEOGRAFICĂ A ZONELOR SEISMICE 

Majoritatea focarelor corespunzătoare cutremurelor puteŢnice sînt distri
buite în lungul unor centuri definite pe suprafaţa terestră ş1 corespund unor 
subdidziuni zonale ale globului plmîntesc (fig, 7.6). Cele mai importante 
zone sînt următoarele: 

- cordonul circumpaczjic, cu numeroase ramificaţii, cuprinde Oceanul 
Pacific, America de ~ford (Alaska şi CaHfornia); .Mexic, America Centrală 
(Nicaragua şi Guatemala), America dt. Sud (Columbia, Ecuador, _Peru şi 
Chile - zona Anzilor Cordilieri), ramificîndu~se prin insulele Aleutme către 
coastele Asiei (Japonia, coastele Chinei şi FHipine) şisud~est prin Malaezia, 
Polinezia, Noua Zeelandă atingînd insulele Fiji, Solomon, Noua Guinee, Caro
line etc.; 
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Fig. 7.6 

- cordonul alpid, considerat ca unul din principalele ramuri ale centurii 
circumpacifice, începe din Burma spre nord-vest de arcul Himalaiei şi continuă 
spre vest trecînd prin Nepal, India de nord, Pakistan, Afganistan, Caucaz, 
Iran, Irak, Turcia, Grecia, Bulgaria, România, Iugoslavia, Italia (Sicilia), 
Spania, Algeria, Maroc pînă în insulele Azore; 

- zona Pami"r-Baikal din centrul Asiei; 
- centura din centrul Oceanului Indian cu cîteva ramuri continentale; 
- zona bazinului central al Oceanului P:::c{(ic cuprinzînd insulele Hawaii; 
- zone cu cutremure dispersate. 
Procentual, din totalitatea cutremurelor care·se produc în lume, 80% provin 

din cordonul circumpacific, 15% din cordonul alpid, iar 5% din celelalte zone 

7.5. SCURT ISTORIC. DESCRIEREA UNOR CUTREMURE SEMNIFICATIVE 

Cutremurele de pămînt reprezintft fenomene naturale care au preocupat 
lumea încă din îndepărtatele timpuri 2.le istoriei, datorită efectelor distrugătoa
re, dar mai ales celor biologice. Cele mai vechi relatări istorice provenite 
din China şi c2.re acoperă o perioadă de peste 3 OOO de ani, reprezintă şi astăzi 
surse valoroase de informare. Toate documentele istorice existente, referitoare 
la localizarea regiunilor în care s-au manifestat în trecut cutremure puternice, 
contribuie la aprofundarea cunoştinţelor actuale, precum şi la identificarea 
unor zone seismice potenţial acti,·e. Cercetarea seismică bazată pe extrapo
larea statistică a datelor istorice, necesară în activitatea actuală şi viitoare, 
trebuie interpretată cu multă precauţie avînd în vedere unifonnitatea des
crierilor, exagerările în aprecierea fenomenelor, subiectivitatea istoricilor, 
precum şi mentalitatea specifică epocilor respective cu privire la cauzele supra
naturale ale cutremurelor. în anul 1950, sub auspiciile academiei de ştiinţe 
din China, a fost elaborat catalogul cutremurelor chineze, fiind substanţial 
îmbunătăţit în ediţia 1971. Acest catalog cuprinde 1323 de cutremure cărora 
li· s-au stabilit coordonatele şi magnitudinile (selecţionate din circa 9000) 
începînd cu anul 1177 î.e.n. S-a ajuns la concluzia că pînă în prezent pe terito
riul Chinei continentale s-au produs circa 600 de cutremure cu magnitudinea 
peste 6, dintre care 18 de magnitudine egală sau mai mare ca 8. Se consideră 
că cel mai mare cataclism natural din istorie s-a produs în anul 1556 în regiu-
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nea Shensi (circa 800 OOO de victime), apreciindu-se că magnitudinea cutre
murului pe scara Richter a fost de 8,3, iar adîncimea foc~rului de circa 24 km. 
Un alt cu tremur devasta tor ( circa 200 OOO morţi) s-a produs în regiunea Kansu 
la 16 decembrie 1920, avînd magnitudinea 8,6, deşi în zona respectivă nu 
au mai fost semnalate cutremure de 280 ani. Ultimul cutremur nimicitor, asu
pra căruia se va reveni, a avut loc în regiunea Tangshan-Luanhsien din China 
(1976). 

Un cutremur de mari proporţii s-a produs în estul Mării Mediterane 
(21 iulie 365) şi care s-a manifestat pe o arie de peste 2 milioane km 2, cuprin
zînd toate ţările mediteraneene situate între Sicilia şi Siria, distrugînd multe 
oraşe identificate prin cercetări arheologice. Cutremm;,e deosebit de puternice, 
adevărate catacli5me, sînt menţionate istoriografic în Orientul Mijlociu 
(Irak, Siria şi Liban), în Iran, Afganistan, Pakistan şi India. 

Cercetările arheologice efectuate în insula Santorin (la nord de insula 
Creta) de echipe greceşti şi internaţionale, au condus la concluzia că în această 
insulă, parţial scufundată, a avut loc în jurul anului 1500 î.e.n. explozia unui 
vulcan, care a produs un mare cataclism, făcînd să dispară civilizaţia minoică, 
oraşe înfloritoare şi o serie de insule din Marea Egee. S-a emis chiar ipoteza 
că Atlantida, continentul descris de Platon în „Dialoguri", ar fi fost o insulă 
în Marea Egee care ar fi dispărut în urma cutremurului generat de explozia 
vulcanului. 

Cutremure de mare intensitate s-au semnalat la începutul erei noastre în 
insulele Cipru şi Rodos, precum şi în podişul Anatoliei. 

1n anul 1157, Siria a fost devastată de unul din cele mai puternice cutre
mure din Orientul Mijlociu, iar în anul 1320 a fost distrusă complet c2.pitala 
Armeniei. ·· · 

Pînă la începutul acestui secol, dintre cele mai puternice cutremure, care 
au produs victime omeneşti şi importante pagube materiale, se menţionează: 

- 1730, Hokkaido - Japonia (137 OOO de dispăruţi); 
- l.XI.1755, Lisabona - Portugalia (15 OOO case distruse şi 60 000 de 

dispăruţi); 
- 5.II.1783, Calabria - Italia (50 OOO dispăruţi în timpul cutr murului 

şi în urma epidemiilor); 
- 1797, Quito - Ecuador (40 OOO de dispăruţi); 
- 25.XIl.1884, Analucia - Spania (cca 20 OOO case distruse sau avariate 

şi 1 OOO de dispăruţi); 
- 10.X.1891, Mino Owari - Japonia (aprox. 200 OOO case distruse, 7 OOO 

de dispăruţi şi 17 OOO răniţi); 
- 12.VI.1897, Assam - India, unul dintre cele mai putemice cutremure 

din analele seismologiei modeme (distrugeri pe o suprafaţă de 75 OOO km2). 

Cutremure de mare intensitate au fost înregistrate documentar în statul 
California, în anii 1800 (San Francisco), 1812 (San Juari şi New :Madrid), 
1857 (Fort Tejon), 1872 (Owens Valley) şi 1899 (San Jacinto). Zona cea mai 
expu.5ă cutremurelor o reprezintă coasta Pacificului unde imensa falie San 
Andreas, care caracterizează. fenomenul de persistenţă a genezei mişcărilor 
seismice, reprezintă limita dintre placa crustalăxesHcă--0ceariică şi placa crus
tală estică-continentală ale căror mişcări sînt contradictorii şi depind de pro
cesele tectonice ce se manifestă în mantaua globului terestru.Jn cazul cutre
murelor californiene din această perioadă, numărul victimelor şi al pagubelor 
materiale a fost redus datorită faptului că densitatea populaţiei era scăzută, 
iar majoritatea con5trucţiilor, tipic americane, erau executate din lemn. 

ln privinţa cutremurelor care s-au manifestat în acest secol, numite şi 
,,cutremure moderne", în tabelul 7.1 sînt prezentate selectiv cele mai semui-
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ficative, avîndu-se în vedere proporţiile dezastrelor produse, învăţămintele 
rezultate în confruntarea dintre opera umană şi fenomenele naturii şi infor
maţiile instrumentale pe care le-au furnizat în folosul progresului seismologiei 
în general şi al ingineriei seismice în special. 

Primul cutremur de amploare al acestui secol <;-a manifestat la 18 aprilie 
1906 în San Francisco - CaHfornia, afectînd şi localităţile San ta Rosa şi San 
Jose. Dezastrul s-a soldat cu 700 de victime şi distrugerea în proporţie de 
90% a oraşului San Francisco ca urmare a unei alunecări puternice în lungul 
faliei San Andreas şi în special a incendiului care a durat trei zile. 

Cutremure catastrofale, neînregistrate instrumental, au devastat :lf essina -
Italia la 28 decembrie 1908 (83 OOO dispăruţi), precum şi regiunea Kanto -
Japonia, la 1 septembrie 1923, producînd pagube imense în oraşele Tokyo 
(situat la 104 kmde epicentru) şi Yokohama (la 40 km de epicentru), evaluate 
la aproximativ 150 OOO dispăruţi, 100 OOO răniţi, 250 OOO edificii distruse 
complet sau ·parţial şi 450 OOO construcţii incendiate. La 29 februarie 1960 cutre
murul din Agadi'r-Jl;f aroc a provocat moartea unui număr de 12 OOO de persoane, 
12 OOO au fost rănite (la o populaţie de 33 OOO de locuitori), iar peste 50% 
din clădiri au fost prăbuşite. 

O serie de cutremure, generate de un mecanism de focar particular, au avut 
loc în Chile în zilele de 21 şi 22 mai 1960. Dup1 şocul iniţial de magnitudine 
111 = 7,5, au urmat alte postşocuri aYînd Jf = 6,5 ... 7,6, iar la Z2 mai un 
şoc maxim de magnitudine M = 8,5, cele mai afectate fiind oraşele V aldz'via 
(intensitatea Mercalli-Modificată JJJI = 10), Puerto Montt (MM= 8-1 !), 
Rio Negro (MM= 8-9) şi Concephon (JJJJ = 8). D2.unelc acestui cutremur 
s-au estimat la 1 123 morţi, 588 dispăruţi, 258 răniţi graY, 58 700 construcţii 
distruse şi peste 100 OOO avariate. Cn cutremur c2.rc a suscitat numeroase 
analize seismologice şi inginereşti a fost cel p:·oius în zona Prin ce l"F illiam 
Sound - Alaska la 27 februarie 1964 care a produs imense modificrtri ale 
configuraţiei scoarţei terestre, alunecări masive de pămînt, fenomene de liche
fiere şi apariţia unei falii de mari proporţii (600 km lungime). Cu toat;1 vio
lenţa şocului seismic (JI = 8,4), datontă densităţii relativ scăzute a populaţiei 
şi protecţiei antiseismice asigurată majorităţii construcţiilor, numărul victi
melor a fost de numai 125, dintre care 8 în oraşul Anchorage, situat la 
cca 130 km de epicentru. La amploarea daunelor pro,·ocate de acest cutremur 
(ev2luate la aprox. 22 miliarde dolari), 2.u contriLuit şi numeroasele replici, 
peste 7 500, unele din acestea a,înd magnitudini Jf > 6. Cel mai catastrofal 
seism din America de Sud s-aprodus înzona CMmbcte-- Peru la31 mai 1970, 
cu focarul situat în Oceanul Pacific la o adîncimţ de 25 km, ~i ale cărui con
secinţe au constat în 70 OOO de victime, .50 OOO de răniţi şi 186 OOO locuinţe inte
gral distrnse. 

În continuare, se vor prezenta trei cutremure instrumentale, cărora li 
s-au consacrat numeroase studii de specialitate şi care, în urma innstigaţiilor 
efectuate, au contribuit la progresul cunoştinţelor de inginerie seismică prin 
informaţiile obţinute. 

• Niigata - Japonia, 16 iunie 1964. Focarulacestuicutremur a fost situat 
.în Marea Japoniei la o adîncime H = 40 km (fig. 7.7). Severitatea mişcării 
a fost caracterizată prin magnitudinea Richter M = 1 ,5 şi intensitatea maximft 
pe scara Mercalli Modificată MM= \'III, în timp ce acceleraţiile maxime 
au avut valori de 400 cm/s2 în localitatea Atsumi (în vecinătatea epicentrului) 
şi de 190 cm/s2 în Niigata. S-au înregistrat mai multe replici de magnitu
dine li1 ~ 6,0 cu adîncimi de focar H = 10 ... 40 km. Terenul unde se gă
seşte oraşul Niigata, pe coasta Mării Japoniei, reprez'ntă un depozit aluvionar 
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alcătuit din sedimente marine, de grosime variabilă pînă la 30 m. Datorită 
densităţii reduse a nisipului granular saturat, s-a.u manifestat puternite feno
mene de lichefiere, de tasare şi prăbuşire a terenului/fortnîndu-se rupturi 
superficiale şi cratere. în figura 7. 7 este redată nart!'!:• izoseistelor acestui 
cutremur, exprimată în scara MM prin transfortnar~ s~ărjijaponez.e deint.en
sitate seismică (JSI), din care.rezultă o eX.tfodere deştul de pronunţată a· 
efectelor produse ca urmare a caracteristicil9r particu.lar(l.J~le mişcării seîsmke 
şi ale condiţiilor geologice locale. Daunele celt:mli)>l'Q~Ullţati;: s-au semnalat 
pe o rază de circa 60 km. faţă de fQCaJ:" ŞÎ: <l:'\1; :Cqll,şta.ţ'Jţ.Jfi .l)ierd,erl de ,~iţţi · 
omeneşti, 447 răniţi, 2 130 de edificii distttl.şe; 6 240 serios ava:riate; 31 '240 
uşor avariate, 300 incendiate şi 15 350 inti:ndăte. 

• San Fernando - Californi·a, 9 februarie 1971. Principalele caracteristici 
ale mişcării au fost următoarele: adîncimeafocarului.H =:13 km, magnitu-; 
dinea Jf = fi,6, intensitatea maximă MM == :xr şi acceleraţia maximă. 
1 148 cm/s2 ( > lg) înregistrată la staţia . !leîsţţiicăj~st~lată lingă barajul 
Pacdma situat la circa 4 km de epicentru (mul)ţiiSan'. Gabriel). Postş~urile 
înregistrate au avut magnitudini M ~ 5,L Mişc~1:e~ .seiSW,ică a foşt putel'Jlic 
amplificată datorită existenţei unt1;i bazin ~luviClµa,t :~ili>e~iţiâl:Jcate se sp1:i
jină pe o rocă de granit) compi;is din seclill].et1;tţn,epino$'eJl<tâ,e ţ1isi:P gra~u)i;t( 
f?a.rte fin, nisip ş~ pi_e!riş, spărturi de rocă d1 · 1 siltnfi,n~tişi!_căror c~n: 
s1stenţă este variabila. De asemenea. s-aU:.} .. · .... • . ;lţ~t u;i.ter~alâţ1;. d.e ar~U,a . 
expansibilă şi prezenţa pînzei de apă freatt( 4~s't:Ul ··· 9~iafă:.de nive\p.L · .. 
terenului. San Fernando este practico.su.bt\î;; ţ~tl$ele.s.î~:'C.a,te ; 
densitat~ populaţi~ este ridicată {peste 1 . .... . . . .. ,,, .... ţot1t,. Cutteniuivt 
s-a mamfestat cu violenţă pe o ane destul e: ţllt. atţ, pţod,upmd defonnl\_~1 
ale terenulu.i (fisuri, crăpături şi falii), p. rec .. · ~~.:•.·.şi·â·,v,a· .. ţj . · .· .. ,tor Cc>n. ştt-u~ţ.u'. 
în special în valea San Fernando. liărta cu izcfsel~tele· cesfu.1 cutremur este. 
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dată .în figura 7 .8. Pagubele provocate au fost relativ limitate, înregi5trîndu-se 
58 de victime; circa 2 500 de răniţi şi 3 109 construcţii avariate. Cutremurul 
de la San Fernando reprezintă unul din cutremurele californiene de excepţie 
după cele din San Francisco (1906) şi Imperial-Valley - El Centro (1940). 

• T<1:ngsha1i . .....:C/tina, 28 iulie 197u. Acest cutremur a fost unul dintre cele 
mai catastrofaledin istoria omenirii prin consednţele sale tragice. Cutremurul 
cu focarul situat la o adîncime H = 12-16 km chiar sub oraşul Tangshan 
a avut magnitudinea 1\1 = 7,8, intensitatea maximă M.11 = XI, fiind înre
gistrat în staţii seismice la distanţe destul de mari faţă de epicentru (peste 
150 km) cum ar fi Beijing (157 km). La pre porţiile dezastrului au contribuit 
şi cele două cutremure care au urmat de magnitudine M = 6,5 (după circa 
3 ore şi jumătate) şi M = 7,1 (după circa 15 ore) cu epicentrul în apropierea 
oraşului Luanhsien la 70 km nord de Tangshan. Cu toată poziţia superficialrt 
a.focarului, cutremurul s-a re<;imţit pe o suprafaţă enormă de 3,8 • 106 km2 

din care27,5 km2 - MM= XI, 367 km2 - MM= X, 1 800 km2 - MM= 
= IX, 7 270 km2 ~ MM = VIII şi 33 OOO km2 - MM = VII, aşa cum 

· rezultă din harta cu izoseiste din figura 7.9. Geologia locală a oraşului 
•· T:mgshan pune în evidenţă un depozit de aluviuni sedimentare slabe şi afinate, 
alcătuite din nisip, pietriş nisipos şi pietriş, avînd grosime variabilă de la 

· 2(hn îri partea centrală a oraşului pînă la 100-200 m în zonele periferice. 
Viteza de propagare a undelor secundare (de forfecare) s-a estimat la v8 = = 200-300 m/s. Nivelul apelor subterane se află în apropierea suprafeţei 
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libere încît s-au înregistrat fenomene de lkhefiere pe o st1prafaţă de circa 
2_4 OO? I_<m.2 • ~au co1:statat schimb_ări toJ>?logice~tipedidale, fisuri; ~răpăţuti 
ş1 fah~i multiple. Dm datele publicate retesecăJ!)-aCe~td~~astnişt;-au pier
dut viaţa 655 23 7 de persoane, 779 OOO au fost r~nite. (din: care 79 OOO. în stare 
gravă), iar peste 75% din construcţiile din Ţangsh.a.n all fost distruse. Se 
c?nside;ă că această calamitate este o consecinţ.ă :aJaptului că riscul seismic 
dm regiunea Tangshan nu a fost în mod. corţspµnţ;tor e'1alua.L,Dalele statis
tice chinezeşti arată că în ultimii 160 d.e ani; în n9tdttl Chin,ei s-au produs 
6 cutremure cu magnitudine M';!f,7,0 şi pest~21) P# M-6- 6;9. 

7.6. DEFINIREA MIŞCĂRII SEISMICE 

7.6.1. Principalele caracteristici ale. mifcărU şeismîce 
care se manifestă la suprafaţa liberă a. t~riiubdui 

,:'' 

f?at~ri!ă complexităţii f~omenelor sei~fu.ke, iden,ttficatea calitativă şi 
cantitativa a tuturor factorilor care cara,ct~eazl·nuşcar~ seismică de la 
suprafaţa_ liberă a terenului reprezii1tă .o probll3lliă i!ţtr~ de.dificilă', fără a fi 
încă elucidată complet. Cun:9ştinţele actu.ale· 4~ s~sm<>loiie şi inginerie sd,;
mică au permis totuşi să se stabilească: prim::ip~lele 1 cafacterîstici ce defii:t.esc 
parametrii mişcărilor seismice şi care se ntatîifestă futt'.,.M ă!npfasament · super._ 
ficial bine determinat, şi ariufue: . · ' t :' ,. / T ' ··•··.·· ·•····.••·· .. ·.·•.· 

••. Mecanismul _de foca~ ~a'raderizat ~~e?:iC:,>tineifl:atţc şl dinamic prin I 

ad1n.cimea focaru!m, d1rectlv1taţea·undelor, conţmut;defrecvertţe (co1t1.poziţie 
spectrală), durata, efecte multiple etc. ·· · 

l 

• Propri·etăţile geologice ale mediului de propagare a undelor seismice de 
la focar la suprafaţa Pămîntului. 

• Distanţa epicentrală a amplasamentului. 
• Proprietăţile geomorfologice ale terenului din amplasament (inclusiv 

caracteristicile fizico-mecanice şi dinamice - perioade predominante). 
• Focalizarea.filtrarea, atenuarea sau amplificarea undelor seismice de la 

roca de bază pînă la suprafaţa liberă a terenului. 
• Severi"tatea mişcări"i seismice, exprimată prin acceleraţia maximă (in

clusiv configuraţia înregistrării), intensitate sau magnitudine. 
• Mărimea suprafeţei afectate de cutremur. 

Există numeroase situaţii cînd după şocul principal au urmat o serie de 
rocuri postseismice (replici) semnificative care, în general, sînt inferioare ca 
mtensitate şocului iniţial. Intensitatea şi distribuţia şocurilor posterioare 
sînt în directă dependenţă cu amploarea deformărilor pe care le-au suferit 
rocile înaintea declanşării cutremurului. Astfel, după şocul principal de la 
San Fernando (9 februarie 1971, M = 6,6 şi MM ~XI) au urmat o serie de 
replici cu distribuţie restrînsă în zona San Fernando Valley. În cazul cutre
murului din Chile care a afectat sever oraşele Valdivia, Conception, Puerto 
M:ontt şi Rio Negro, şocul iniţial (21 mai 1960) a avut magnitudinea M = 7,5 
după care au urniat alte şocuri cu magnitudini M =: 6,5 ... 7,6 pentru ca şocul 
cel mai puternic (22 mai 1960) să aibă magnitudinea M = 8,5, iar intensi
tatea. MM ~XI, replicile răspîndindu-sepeozonămultmai vastă. La cutre
tnurul de la Tangshan - China (28 iulie 1976) şocul principal a avut magnitu
dinea M = 7,8 (MM ~XI) ca după un interval de cca 15 ore să se producă 
două postşocuri (replici) de magnitudine M = 6,5 şi M = 7,1. O manifes
tare particulară a avut evenimentul seismic din România de la 4 martie 
1977 [138) considerat unicat pe plan mondial, datorită caracterului multişoc 

,pe care l-a avut. într-adevăr în interval de 19,2 s s-au produs un preşoc 
(M = 5,0) şi alte trei şocuri consecutive S1 (M = 6,5), S2 (M = 6,5) şi 
$3(M = 7,2) avînd o arie de răspîndire foarte restrînsă. 
··. Şocurile posterioare devin cu atît mai periculoase cu cit intensitatea lor 

devine comparabilă cu cea a şocului iniţial sau mai mare. Dacă în analizele 
de protecţie antiseismică nu s-a ţinut seama de asemenea situaţii posibile, 
efectele distructive de suprafaţă devin majore. 

7.6.2. Înregistrarea mişcării seismice. Unde de propagare 

Mişcarea terenului produsă de acţiunea cutremurelor, într-un anumit punct 
situat pe suprafaţa unui amplasament dat, să determină cu aparate moderne 
de înregistrare numite seismometre sau accelerometre. Echipamentele specifice 
staţiilor seismice permit înregistrarea simultană a trei componente ale mişcării, 

.. do11ă situate în plan orizontal şi a treia pe verticală. Variaţia deplasărilor în 
timp se obţine prin intermediul seismogramelor care prezintă un interes 
;deosebit în cercetările seismologice. Accelerogramele, care redau variaţia 
.rcceleraţiilor în timp, specifice scopuri_lor !nginere~ti, se. obţin ~u ~j~tor?I 
ae,celerometrelor calibrate la un anumit nivel de mtensttate seismica. Un 
aparat seismic reprezintă un sistem cu un singur grad de libertate dinamică 
care îriregistrează răspunsul acestuia la perturbaţiile provenite din deplasarea 
bazei, ca urmare a mişcării terenului (v. § 2.7). 
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Pr!mul seismo11:etru m9de?1 :! ţost real!zat în anul 1931, iar prima înregis
trare m_st~mentala a unei m1şca:1 pu_termce a fost obţinută în timpul cutre
murului dm Long Beach - Cahforma (Jf = 6,3 şi MM~ IX) la 10 martie 
1933. 

în1:egistră;ile seismometrice furnizează informaţii importante asupra 
mec~n!sm1;1lm de P:oducere a cutremurelor, _Precum şi_asupra localizării foca
rului ş1 epicentrului. Accelerogramele reprezmtă una dm componentele funda-
11:~ntale în studiile de inginerie seis_~ică înt:ncît definesc răspunsul structural 
ş1 m general comportarea construcţulor pe timpul cutremurelor de mare inten
sitate. Prima accelerogramă semnificativă din istoria ingineriei seismice a fost 
înregistrată în staţia seismică El Centro - California (18mai 1940) în timpul 
puternicului cutremur din zona Imperial Yalley (M = 6,5-7,1 şi MM~X). 

Energia eliberată brusc din focar în momentul producerii unui dezechilibru 
tectonic se propagă în toate direcţiile sub forma unor unde elastice, denumite 
unde seismice. Aceste unde sînt de două categorii: 

- u~de de adînc!·me c~re pot fi de tip longitudinal sau de dilataţie (numite 
unde Primare P), ş1 de tip transversal sau de forfecare (numite unde secun
dare S); 

- unde superficz"ale, de tip Raylegh R şi Love Q şi unde lungi L. 
Undele seismice de adîncime se produc în interiorul Pămîntului si se trans'

mit din focar spre suprafaţa liberă a terenului. Vitezele de propaga;e ale aces
tor unde, depinzînd de caracteristicile geologice ale mediului, cresc cu adîncimea 
(tabelul 7.2); 

TABELUL 7.i 

ZONA I 
ADÎ1'CIMEA 

I 
Vp 

I 
t•s 

km km/s 1!m/s 

Crusta superficială O ... 5 0,4 ... 5 0,2 ... 3 

Crusta continentală 5 ... 70 5 ... 8 3 ... 4,5 

Discontinuitatea „Moho" 30 .... 40 ,._,7 ~4 

llfantaua 70 ... 2 900 8 ... 13,5 4,5 ... 8 

); ucleul exterior 2900 .... 5000 

I 
8 ... 9,5 -

ci ucleul interior 5 OOO ... 6 370 9,5 ... ll,5 -

În cazul undelor P, particulele materiale oscilează în direcţia propagării, 
tar în cazul undelor S, într-un plan perpendicular. pe direcţia propagării. 
Intrucît direcţia de propagare devine aproape verticală în vecinătatea supra
feţei libere a terenului, undele S (transversale) produc cele mai" 1·mportante efecte 
i11erţi"ale asupra construcţi'i'lor. 

Amplitudinile mişcării terenului scad pe măsura depărtării de epicentru, 
dar pot creşte de la roca de bază pîrtă la suprafaţă în. cazul depozitelor geologice 
aluvionare şi afinate, întrucît energia corespunzătoare perioadelor scurte se 
disipează, iar energia componentelor cu perioade lungi devine predominantă, 
avînd în vedere şi rolul de filtru.dinamic pe care îl aI'e mediul superficiaLde 
propagare. 

O influenţă importantă asupra efectelor produse de mişcarea seismică 
o a.re configuraţia mi"şcări"i înregi"strate (exprimată în termenii deplasărilor, 
vitezelor sau acceleraţiilor), precum şi durata semnijicati'vă a evenimentului 
seismic. 
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7.6.3. Durata semnificativă a unui cutremur distructiv 

E;'{~stă. numeroa_se cercetări elaborate în legătură cu definirea duratei 
semmţ!caţ1ve ~- unm cutr~mur putert?-ic. în unanimitate se consideră însă că 
factoru cei mai importanţi de care depmde durata semnificativă sînt următorii• 

-;- s_ev~ritate_a mişcării se~smice desc~isă P:in maV!-itu~ine, acceleraţi~ 
maxima, mtens1tatea spectrala Housncr, mtens1tatea Anas, mtensitatea Ml\1 
sau MSK etc. ; 

- mecanismul de focar; 
- c?mpoziţia spectrală (conţinut de frecvenţă); 
- distanţa_ s~r~ă-ampla~ament sau. disţanţa epicentrală; 

. - _caracte~1~t1c1l~ geol?g1ce ~le _medmlm de propagare, precum şi ale depo
z1tulu1 superf1c1al (mclus1v admcimea). 

_După B. A. Bolt [30], durata se defineşte prin timpul semnificativ de
scnsde o accelerogramă, cuprins între prima şi ultima modificare a acceleraţiei 
corespunzătoare unui anumit nivel prestabilit (de exemplu 0,05 g). 

ţn general duŢaţa _sem~nificativă a ~mei mişc~ri seismi~e. creşte cu cît magni
t1:dmea es!e _mai ndi;ata, ~erenul_ du~ ~tratun_le superficiale este mai slab şi 
d1stan_ţa P!n: la sursa_ devm_e_ma~ m!ca. in ţ1gura 7.10 se prezintă variaţia 
aproximativa a duratei semmficattve m fupctle de magnitudine sintetizată de 
R. Dobry, I. M. Idriss şi E. Ng [56]. ' 

. Cu toate că durata semnificativă a mişcării seismice scade cu distanta 
ep1c~ntrală, s~a constatat că în depozitele sedimentare, aluvionare, situate 
la distanţe epicentrale destul de mari, aceasta poate să crească. O influenfi 
d_ecisivă asupra d~~atei o au ~om~oziţiile undelor_de adîncime p şi S, precu~ 
şi ale celor superficiale Rayle1gh ş1 Love. Este evident că în cazul unui cutre
Il:1-ur c_u durată semnificativă 1:1-ai lungă efectele distructive de suprafaţă vor 
f1 mai severe. Tabelul 7.1 cuprmde duratele semnificative ale unor cutremure 
aşa cum rezultă din literatura de specialitate. Acestei probleme fundamental~ 
în ingineria seismică i-au fost consacrate 
în ultimii ani importante studii şi cerce- 40 I 
tări [58], [80], [87], [189], [197]. I +-ţ 

3S I · - ---
l I 

7.6.4. Acceleraţia mişcării terenului t 
30 - - I 

Descrierea reală a unui cutremur din 
punct de vedere ingineresc, într-un anu- ~zs .. 

~ 

mit amplasament, se obţine prin înregis
trarea accelera ţii lor pe trei direcţii orto
gonale, în timpul istoric al desfăşurării 
evenimentului seismic. Cunoasterea înre
gistrării componentelor de tran'.slaţie, două 
orizontale şi una verticală, este suficientă 
pentru evaluarea efectelor cutremurelor 
asupra construcţiilor curente. În cazul 
structurilor speciale, de mare zvelteţe, 
pot interveni şi componentele rotaţionale 
ale mişcării. 

g 10t---++-+--+--+--1 

în cercetările seismologice din ulti
mele decenii s-au făcut numeroase ten
tative de a se stabili o legătură directă 
între acceleraţia mişcării unui anumit 

. S 6 7 
MAGNITUDINEA M 

Fig. 7.10 

8 9 
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punct de pe suprafaţa liberă a terenului şi mecanismul de focar, distanţa 
epicentrală, orientarea faţă de epicentru, magnitudinea cutremurului, carac
teristicile geologice generale ale mediului de propagare, caracteristicile geologice 
locale ale amplasamentului etc. [46], [58], [78], [136], [174]. Toate relaţiile 
de legătură propuse au un caracter exclusiv aproximativ, avînd în vedere varia
ţia aleatoare a majorităţii factorilor care intervin, iar utilizarea lor practică 
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EL CENTRO- CALIFORNIA 
IMPERIAL VALLE'( - 18 mai 1940 
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r:"tmîne sub semnul incertitudinilor. S-a constatat, de exemplu, că în vecină
tatea faliilor, componenta orizontală a acceleraţiilor pe direcţia de alunecare 
este mult mai mare decît componenta perpendiculară pe linia de faliere (Park
field - California 1966, Managua - Nicaragua 1972 etc.). 

Trebuie subliniat însă faptul că valoarea maximă a acceleraţiei, care se 
consideră de obicei de bază în proiectarea antiseismică a structurilor, reprezintă 
un criteriu relativ de estimare a severităţii unui cutremur. În acest sens, este 
necesar să se aibă în vedere nivelul mediu al tuturor acceleraţiilor în timp al 
înregistrării, durata semnificativă a mişcării distructiw, compoziţia spectrală 
şi co:i.figuraţia accelerogramei, numărul valorilor maxime în timpul istoric al 
desfăşurrtrii evenimentului seismic, precum şi directivitatea acţiunilor maxime 
(direcţia dominantă a cutremurului). 

Pentru exemplificare au fost selecţionate accelerogramele unor cutremure 
semnificative, prin particularităţile pe care le conţin, pe baza cărora s-au deter
minat variaţiile vitezelor şi deplasărilor. 

În figura 7.11 este redată componenta S00E a primului cutremur puter
nic din zona Imperial Valley-California ( 1940) şi înregistrat în staţia seismică 
El Centro, care constituie una din mişcările instrumentale reprezentative pen
trn progresul ingineriei seismice din ultimele decenii. Componenta N41E 
înregistrată în staţia seismică Femdale, în timpul cutremurului din zona Eu
reka-California (1954), prezintă interes prin similitudinea compoziţiei sale spec
trale cu cea a cutremurului înregistrat în Bucureşti la 4 martie 1977 (fig. 7. 12). 
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O înregistrare de excepţie (componenta S16E) a fost obţinută în staţia seis
mică Pacoima Dam în urm;i. cu tremurului din San Fernando - California ( 1971), 
întrucît acceleraţia seismică a depăşit acceleraţia gravitaţională (fig. 7 .13). 
În figurile 7.14, 7.15 şi 7 .16 sînt reprezentate accelerogramele (inclusiv 
Yariaţiile vitezelor şi deplasărilor rezultate) înregistrate în staţia seismică 

l~CERC - Bucureşti a cutremurului vrîncean din anul 1977. Sînt repre
zentate componentele N-S (fig. 7.14),E-W (fig. 7.15) şi verticală (fig. 7.16). 

Trebuie menţionat că toate accelerogramele au fost corectate în funcţ'ic de 
caracteristicile proprii ale înregistratoarelor utilizate. 
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12,5 15 

) în tabelul 7.3 sînt sintetizate principalele caracteristici corespunzătoare 
celor patru cutremure descrise anterior. Alte concluzii rezultate din analiza 
acestor cutremure se vor prezenta în§ 7.10.1, precum şi în capitolul 8. 
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7.6.S. Intensitatea mişcării seismice 

Cuantificarea cea mai simplă din punct de vedere ingineresc a severităţii 
unui cutremur o constituie intensitatea seismică care pune în evidenţă, prin 
grade de intensitate seismică, consecinţele biologice şi materiale superficiale. 
Deşi termenul este impropriu, intensitatea unui cutremur exprimată prin grade 
de intensitate seismică, caracterizează comportamentul psihofiziologic al 
oamenilor, efectele distructive asupra construcţiilor, precum şi modificările 
configuraţiei suprafeţei libere a terenului. Descrierea în mod convenţional 
(uneori chiar subiectivă) a violenţei unui cutremur, prin grade de intensitate, 
corespunde potenţialului distrugător specific unui anumit amplasament sau 
unei anumite zone. Subiectivitatea definirii intensitătii seismice rezultă si 
din faptul că puterea de distrugere a unui cutremur nu d~pinde numai de cc1ra~
teristicile mişcării înregistrate la suprafaţa liberă a terenului, ci şi de concepţia 
de proiectare şi protecţie antiseismică a structurilor de rezistenţă, proprietăţile 
materialelor şi calitatea execuţiei . 

Intensitatea mişcării seismice variază de la valori imperceptibile, sesizate 
numai de instrumente foarte sensibile, pînă la şocuri violente cu efecte dezas
truoase asupra oamenilor, construcţiilor şi configuraţiei terenului. 

7.6.6. Magnitudinea cutremurelor 

~1agnitudinea unui cutremur reprezintă o măsură obiectivă a energ1e1 
eliberate în focar în momentul declansării evenimentului seismic. ~otiunea 
de magnitudine a fost introdusă în s;ismologie de către B. Gutenb,erg şi 
Ch. F. Richter, iar scara magnitudinilor aparţine lui Ch. F. Richter [66]. 
Caracterul obiectiv al acestei scări rezultă din faptul că magnitudinea se deter
mină pe baza înregistrării instrumentale a mişcărilor seismice şi este indepen
dentă de efectele produse la suprafaţa liberă a terenului. 

Prin definiţie, magnitudinea seismică reprezintă logaritmul zecimal al 
deplasării maxime (exprimată în microni) înregistrată pe un seismograf 
standard, amplasat la distanţa de 100 km faţă de epicentru, în teren tare. 
Seismograful ste.ndard cu care se obţin înregistrările amplitudinilor deplasărilor 
este de tip \Vood-Anderson, cu perioada proprie 0,8 s, fracţiunea din amorti
zarea critică 0,8, iar factorul de amplificare egal cu 2 800. Există tabele şi 
hftrţi de co,ecţie care permit extrapolarea sau interpolarea înregistrărilor în 
cazul în care distanţa epicentrală diferă de 100 km, iar condiţiile de teren sînt 
variabile. 

Pe baza înregistrării unui mare număr de mişcări seismice, s-au putut stabili 
relaţii între magnitudine şi energia radiată în focar, în timpul unui cutremur, 
de forma: 

log E = 11,8 + 1,5 Jf, 

sau 
log E = 11,4 + 1,5 Jf, 

unde E reprezintă energia exprimată în ergi, iar .M-magnitudinea pe scara 
Richter. 

Magnitudinea unui cutremur se exprimă prin numere întregi şi zecimale. 
O creştere cu o unita te a magnitudinii corespunde unei creşteri de aproxima tiv 
32 de ori a totalului de energie seismică eliberată în focar şi o creştere de 10 ori 
a amplitudinii deplasărilor înregistrate. Astfel, dacă se compară două cutremure 
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cu magnitudini M = 5 şi M = 7, rezultă pentru amplitudini relaţia A 7 = 
= 100A 5, iar pentru energiile eliberate în focar E7 = 1000E5. Cea mai mare 
magnitudine a unui cutremur produs pînă în prezent s-a apreciat la valoarea 
11,f = 8,75 şi se consideră că valoarea maximă posibilă este Jf = 9. 

Scara magnitudinilor, specifică studiilor de seismologie, poate produce cor.
fuzii şi aprecieri eronate cu privire la interpretarea cantitativă, dacă bazc!e 
matematice de definire şi semnificaţia ei nu sînt suficient de bine cunoscut<'. 
Pentru un anumit cutremur, magnitudinea reprezintă o caracteristică unică, 
independentă de fenomenele superficiale produse de mişcarea seismică şi care 
nu poate fumiza deci informaţii asupra efectelor biologice şi distructiw. 
Intensitatea seismică însă, corespunzătoare aceluiaşi cutremur, este o carac
teristică variabilă care depinde de distanţa epicentrală, mecanismul de focar 
(adîncime şi conţinut de frecvenţe), condiţiile geologice locale, precum şi 
de comportarea construcţiilor şi terenului din amplasamentul respectiv. În 
foarte multe situaţii persoanele neavizate fac confuzii graYe între scara ener
getică a magnitudinilor şi scara convenţională a intensităţilor seismice. Valo
rile magnitudinilor asociate şi altor caracteristici ale unor cutremure puternice 
sint date în tabelul 7.1. S-a apreciat statistic că dintre cutremurele care se 
produc anual în lume peste 700 au magnitudinea cel puţin egală cu 5 (M ;,,, 5), 
peste 90 au JJ > 6,0 şi peste 12 au kţ > 7,0. 

7.7. SCĂRI DE INTENS!TATE SEISMICĂ 

Scările de intensitate seismică au un pronunţat caracter subiectiv şi 'con
,·cnţional, deşi în ultimele decenii s-a remarcat un proces de perfecţionare a 
acestora bazat pe asocierea înregistrărilor instrumentale ale mişcării terenului. 
Cu ajutorul scărilor seismice se poate determina gradul de intensitate ;J,.l cutre
murelor, în funcţie de descrierea efectelor produse la suprafaţă, iar prin inter
mediul unor criterii de corelare cantitativă se poate evalua, în mod aproximati,·, 
acceleraţia atribuită miscării efective a terenului dintr-o anumită zonă. În 
continuare vor fi descris~ succint principale scări de intensitate seismid utili
zate în ingineria seismică. 

7.7.1. S::ara de intensitate Mercalli mod,ificată - MM 

Pc baza efectelor produse de cutremurele observate în Italia, în anul 1873 
L S.D. Rossi a stabilit prima scară de intensitate seismică cu 10 grade, iar 
în acclasi timp în ElHtia, S. A. Forel a propus o scară ceYa mai precisă, 
aYînd tdt JO grade. După o activitate conjugată, zece ani mai tîrziu, cei doi 
seismologi au elaborat prima scarrt modernă dE intensităţi seismice, cunoscută 
sub denumirea de scara Rossi-Forel. în anul 1883 G, Mercalli a elaborat o 
nouă scară de intensitate seismică cu 12 grade, care a fost succesiv îmbunătă
ţită de Cancani ( 1903) şi A. Sieberg (1923). D1tima perfecţionare a scării 
"\Iercalli a fost adusă de către seismologii americaniH. O. \Yooo şi F. Neuman 
în anul 1931, noua variantă a scării de intensitate seismică fiind numită1\1er
calli-Modificată sau nota tă prescurtat MM. Această scară are astăzi o extindere 
internaţională fiind adoptată de multe ţări situate în zone seismice. Scara de 
intensitate MM exprimă gradul de severitate alunui cutremur, prin efectele 
produse asupra oamenilor, obiectivelor, clădirilor şi terenului. Scara C?~ţine 12 
grade de intensitate, considerîndu-se că primele degradări supei;f1c1ale ale 
construcţiilor corespund gradului V, iar distrugerea totală gradului XII. 
Fiecare grad de intensitate este caracterizat prin valori convenţionale ale acce
leraţiei maxime, şi anume: 30 ... 70 cm/s2 (grad VI), 70 ... 150 cm/s2 (grad 
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VII), 150 ... 300 cm/s2 (grad VIII), 300 ... 700 cm/s2 (grad IX) etc. În ta
belul 7. 4 se prezintă o descriere sumară a încadrării efectelor produse de cutre
mure în gradele de seismicitate corespunzătoare scării MM. 

GRA
DUL 

II 

III 

TABELUL 7,4 
sc.\RI DE IN1 El\"SITA TE rnISl\II(' ,\ 

descrierea priucir,alelor efecte r reduse 

MERCALLt-MODIFICATĂ 
MM 

2 

Cutremurul nu este perceput dccît 
de puţine persoane aflate în condiţii 
favorabile. 

Se simte de puţine pcrrnane, în spe
cial de cele ce se găsesc la etajele 
superioare ale clădirilor. 

Se percepe în interiorul clădirilor. 
mai pronunţat la etajele superioare. 
Durata poate fi apreciată. 

~lEVVEDEV-SPONHEUER-1,ARNfK 
MSK-64 

Cutremurul este imperceptibil, iar inten
sitatea se află sub limita sensibilităţii 
oa1nenilor. 

:Mişcarea foarte slabă, resin1ţită nun1ai de 
persoanele care locuiesc la etajele supe• 
rioarc-. 

Se produc oscilaţii slabe similare celor 
produse de circulaţia autocamioanelor 
uşoare, fiind sesizat de majoritatea per-

-- _______________ : soanclor din interiorul locuinţelor. 

În timpul zilei este resimţit de multe I 
persoane c~rc se află în interiorul i 

clădirilor. In exterior puţin percep
tibil. 

Cutremurul este destul de puternic, vibraţii 
similare celor produce de circulaţia auto
camioanelor grele. Obiectele suspendate, 
precum şi lichidele din vase oscilează. 

V Este simţit apr:iape de toţi oamcuii. 
Uşoare degradări ale tencuielilor, iar 
unele obiecte instabile se răstoarnă. 

Se percepe de toate persoanele din inte
riorul locuinţelor şi de majoritatea celor 

; din exterior. Obiectele uşoare, ncfixatf.', 
__ ---'--------------: se deplasează ~au E:e ră~toarnă. 

\'I 

VII 

VIII 

l\Iişcarea este simţită de toată lumea :llişcarca este resimţită în întregime pru
producînd panică. Tencuiala cade, 1 ducînd panicii. Obiectele grele se dcpla
coşurilc suferă degradări. Avarii ne- \j sează. Degradftri n1oderate în elernc-ntele 
însemnate la clădirile slab executate. ncstructurale ale cons1rucjii!or. ,-------------'.. ____ _ 

Produce panică 1 iar oaxnenii părăsesc 
locuinţele. A_,;arii ncînf:eriinate la 
clădirile bine proiectate şi executate. 
A-,.arii uşoare pînă la moderate la 
structurile <le rczb,tcnţl't obi~nuit<'. 
A·latii con~iderabile la construcţii:e 

slab executate sau necorcspenzător 

proiectate. Coşurile se prăbuşesc. 

A varii uşoare la structurile proiecta-te 
antiseismic. .-\varii considerabile la 
clădirile obişnuite. Prăbuşirea stn:c
turilor de rezistenţă defectuos exe
cutate. Dislocări ale zidăriei de um
plutură, căderea coşurilor înalte, mo
numentelor etc. 

A varii însemna te la structurile de 
rezistenţă proiectate antiseismic. Se 
produc înclinări ale clădirilor cu 
schelet de rezistenţă bine proiecta te. 
Distrugeri ale clădirilor slab execu • 
tate. Crăpături în pămînt. Conduc
tele subterane se rup. 

Cutre1nurul produce panîtă, fr:r n1ajori
tatea. oan1enilor părft~e~c J1 u-.inţelC'. În 
clădirile !)lab executate apar a·1arii in1por
tante sau chiar distru,i;eri. În construc
ţiile proiectate şi cxc·ct11att' n;rc·~punz:dor 
~c· inregi~trcaz;:\ dcgradăii rncdtrati/. Co
şurile de fun1 fe cli~lodi p;._iternic ~au cad. 

Panica arc un caracter gt'ncral. Toate 
! constn:cţiile sint a~cctate. Se produc 

a·,arii 1najore şi distrugeri 1a cl.1dirile 
obişnuite, fără asigurare anti~ei~n1ică, 
~au defectuos executate. Structurile pro
iectate în concept ~eiHnic pot suferi 
a ·,arii n1oderatc. 

Se produc avarii însemnate in structurile 
proiectate antiseismic. Construcţiile cu 
asigurare seisrnică 111oderată se distrug 
parţial sau se prăbuşesc. Castelele de api"t, 
turnurile izolate, rnonu1nentele etc. ~:e 
prăbuşesc. Crăpături in terenuri. 
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TABELUL 7.4 (continuare) 

2 3 

X Majoritatea construcţiilor proiectate Construcţiile proiectate antiseismic se pră-
antiseismic se distrug o dată cu iun• buşesc parţial sau în totalitate. Degradări 
daţiile. Pămîntul se crapă puternic. importante ln baraje. Şinele de C.F. se 
Se produc alunecări de terenuri. deformează. Masive alunecli.ri de teren. --

XI Puţine structuri de rezistenţă rămin Se distrug majoritatea construcţiilor co-
nedistruse. Apar falii la suprafaţa respunzător proiectate şi executate (clă-

I pămîntului. Conductele subterane diri, poduri, baraje, căi ferate etc.). Dis-

I complet distruse. Prăbuşiri şi atu- trugerea conductelor subterane. Fracturi 

f 
necil.ri puternice ale terenului. şi deplasări ale terenurilor pe toate 

I direcţiile. ,--
' XII Distrugere totală. Se observă unde la Distrugerea· t9tală a construcţiilor. l\lodi-
I suprafaţa plmîntului. Obiectele sînt fi carea radicală a formei suprafeţei pă-

' aruncate ascendent în aer. mîntului. 

7.7.2. Scara de intensitate MSK-64 

Propusă în anul 1963 şi acceptată în anul19(i4, scara de intensitate seismică 
elaborată de S.V. Medvedev, W. Sp:mhetier şi V. Kârnfk (prescurtat MSK-
64), este alcătuită din 12 grade a căror descriere este redată în tabelul 7;4 .. 
In această scară severitatea unui cutremur poMe fi evaluată prin aprecierea 
efei::telor produse asupra oamenilor, consftui:ţiilor şi configuraţiei terenului, 
cît şi instmmenţal prin înregistrarea amplitudiniţor d~J;>lasărilor r~tive ale 
unui pendul sfenc standard (etalon). Pendu,lul sfen~ uttbzat are pertoada pro-:
prie de oscilaţie T = 0,25 s, iar decrementul logaritmic al amortizării â = 
= 0,51). Din tabelul 7.5 rezultă caracteristicile principale ~le mişcării t~enului 
dnd gradul de seismicitate este determinat, fi~. );'.le baza efectelor distructive, 
fie în funcţie de amplitudinea deplasărilor .relâ_tive ale pendulului, expdmată 
în mm. Această scară a fost adoptată în.muUţJăd europene printre c~re şi 
România. Există totuşi unele rezerve cu privire la ~valuarea distrugerUor şi 
încadrarea lor în grade seismice, precum şiis-µp.ra ~e:zultatefor con.tradktori. 
p.e care le fumizează acceleraţiile şi v_itezele Cl)r'~spunzătoare ~c.eluiaşi grad 

TABELUL 7.5 

J;\"TENSITĂŢI SEISMICE MSK-64 PE BAZA DATELOR INSTRUMENTALE 

. I:-TEXSITATEA ACCELER.\ŢJ..\.1 VITEZ.U DEPL<\SARE.V 
; SEIS)!ICA ÎN GRADE cm/S1 ~m/s mm 

I 

V 12 ... 25 , 1,0 ,' •. 2,0 I 0,5 ... I.O 

n 26 ... 50 2,1 •.• 4,0 1,1 ... 2,0 

Vil 5J ... 100 ·U.:.8;0 2, 1 ... i,0 

i--
nu 101 ... 200 8;I •.. 16,0 ·.4, 1 ... 8,0 

IX 201 ... 400 1ii.l ... 32,o :8,L .. 16,◊ 

X 401. .. 800 · 32,.1 •.• 64,~ · 16,t .. , .n.o 

1 acceleraţia. maximă a oscilaţiei terenuM J>entfo.perioâde de 0, 1 ... 0,5 s; 
2 viteza maximă a oscilaţiei terenului pentru perioade .de· 0,5 ..• 2,0 s; 
a amplitudinea. deplasării relative a pendul.ul1.d standard, 
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7.7.3. Intensitatea spectrali G. W. Housner 

!n anul 1934, seismologul american H. Benioff [21) a exprimat ideea 
posibilităţii evaluării intensităţii unui anumit cutremur, prin intermediul 
răspunsului seismic al unui set de oscilatori simpli liniari (sisteme cu un singur 
grad de libertate dinamică), avînd diferite perioade proprii şi fractiuni din 
amortizarea critică. Reluînd această idee, în anul 1952 G. W. Housner [73), 
[75) a definit noţiunea de intensitate spectrală, utilizînd în acest scop spectrul 
seismic al vitezelor relative. Intrucît noţiunea de spectru seismic va fi abordată 
în capitolul 8, se va reveni asupra semnificaţiei fizice şi a modului de ex
primare a intensităţii spectrale Housner. 

7.7.4. Intensitatea seismică A. Arias 

Pentru a pune în evidenţă cantitatea de energie corespunzătoare unei acce
lerograme, A. Arias (4] a propus următoarea relaţie pentru a defini intensi
tatea întregii înregistrări seismice: 

unde 

I = arc cos v ~,, a2(t) dt 
,t ,Y----2 o ' gv1-v· 0 

ao(t) reprezintă acceleraţia produsă de cutremur la nivelul suprafeţei 
libere a terenului; 

t1 durata totală a înregistrării (timpul final); 
v fracţiunea din amortizarea critică ; 
g acceleraţia gravitaţională. 

Problema care prezintă dificultăţi destul de importante constă în aprecierea 
duratei accelerogramei t1• 

1n cazul particular, cînd se neglijează prezenţa amortizării, intensitatea 
Arias devine: 

7.7.5. Zonarea seismică a teritoriului 

Zonarea seismică a unui anumit teritoriu, în vederea stabilirii gradelor de 
intensitate, reprezintă o operaţie deosEbit de complexă şi dificilă datorită 
multitudinii factorilor care inten;n. Criteriile de zonare seismică teritorială 
şi întocmirea hărţilor generale de macrozonare seismică au în vedere influenţa 
următorilor factori principali : 

• Seismicitatea generală a întregului teritoriu, definită prin eventuale 
înregistrări efective de. accelerograme sau reconstituirea unor accelerograme 
artificial&-sintetice, specifice amplasamentelor studiate. 

• Analiza şi interpretarea statistică a efectelor produse asupra oamenilor, 
construcţiilor şi configuraţiei terenului în timpul cutremurelor anterioare. 

• Mecanismul de focar al cutremurelor persistente (adîncimea focarului, 
conţinutul de frecvenţe, directivitatea undelor s.eisniice, frecvenţa cutremurelor 
puternice, perioadele de revenire, predicţia unor viitoare cutremure etc.). 

• Caracteristicile geologice ale mediului de propagare a undelor seismice. 
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e Distanţele epicentrale şi poziţia faţă de direcţia dominantă a cutremurelor. 
• Condiţiile geologice locale şi proprietăţile fizico-mecanice ale depozitelor 

supcrficiale(natura terenului, pniţia rociide bază, starea deafînare-co~pac
tare, stratigrafia, gradul de o:nogenitate, prezenţa apei subterane, perioade 
p ·edominante etc.). 

• Efectele locale de atenuare-amplificare, filtrare dinamică s1u focalizare 
a undelor seismice. 

Izoseistele sînt linii imaginare de egală intensitate seismică care definesc 
nin:lul intensităţilor seismice într-ul?- .a~umit teritori1; · (v. fig. 7.1, 7.8 ;1i 
7. 9). Este evident că _o ase~enea _d~fm1ţ1e a~e. un conţu~ut exclusiv teor_et_1_c 
deoarece în mod practic este 1mpos1b1l de stab1ht cu exactitate asem_enea Imn. 
Izoseistele folosesc la înto:::mirea hărţilor de zonare seismică. Hărţile care se 
referă la teritorii întinse la nivel de ţări sau continente, se numesc hărţi 
de macrozonare seismt'că, 'iar cele care au în vedere un teritoriu limitat (zone 
restrînsc, oraşe, amplas1mente prec_izate), se numesc ~ărţ! ~e mfrro::011are 
sâsmfră. Elaborarea hărţilor de m1cro/macrozonare se1sm1ca presupune o 
cercetare aprofundată a informaţiilor furnizate de analiz~ şi ~nt~r12ret~re~ 
tuturor factorilor meIJ.tionati mai sus, competenţă profes10nala nd1cata ş1 
responsabilitate socială'. Est~ cunoscut fapt1;I d\ deţjnir~ _cît mai precis~ a 
seis:nicităţii unui anumit amplasament are 1mphcaţ11 dec1s1\·e asupra pro1~c
t:irii şi execuţiei unei construcţii rezistente la un Yiitor cutremur de mare m
tensitate. 

7.7.6. Relatii de legătură intre intensitatea MM 
i;i ca~acteristicile cinematice ale mişcării seismice 

În ultimele decemi au fost făcute multe cercetări în vederea stabilir"ii unor 
corelaţii între nlorile de vîrf ale deplasărilor vitezelor şi acceleraţiilor ~işc~r~i 
seismice şi intensitatea seismică MM, exprimată prin grade de se1sm1e1-
tate I.11M· . . • . . 

Pe baza formulelor de corelaţie propuse de. h.awasum1, Gut~nberg, R1cht_e:, 
Hershberger, Savarensky etc., M. D. Trifunac şi A. G. Brad~· )89] au st3;_1Jlht 
o astfel de corelatie în urma analizei unui număr de 187 de accelerograme, mre-
0istrate în timp~l a 57 de cutremure puternice di~ statul Calif?rnia. . 
0 Admiţînd în mod aproximativ că logaritmul zec11?al al valonlor ma~1me al_e 
deplasărilor d, ,·itezelor v şi acceleraţiilor a creşte !miar cu gradele de mtens1-
ta tc :\I:\I Vu.u), au fost obţinute următo~rele .formule: • 

- pentru deplasările maxime (cm), cmd v :( I.uM :( X 

log d,. = - 1,13 + 0,24IMM• 

log da= - 0,53 + 0,19IMM• 

-pentru vitezele maxime (cm/s), cînd I\':(l.11.1r~X 

log t'r = - 1,10 + 0,28I.11M, 

log va= - 0,63 + 0,25JMM• 

- pentru acceleraţiile maxime (cm/s2), cînd IV :(]MM:( X 

log ar= - 0,18 + 0,30IM.u, 
log a8 = ...... 0,14 + 0,30JMM• 

în toate aceste relaţii indicii V şi H se referă la componentele verticală, 
respectiv orizontală. 
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Se menţionează faptul că încă din anul 1942, B. Gutenberg şi Ch. F. Richter 
[65] au propus o corelaţie între aH şi IM.u de formă similară celor de mai sus: 

IMM = 3 log aH + 1,5, 
sau 

log aH = - 0,50 + 0,33I.1m, 

valabilă pentru cutremurele californiene. A.ceastft formulă conduce la rezultate 
cantitative apropiate celor obţinute cu formula anterioară, deşi a fost stabilită 
pe baza unor informaţii mult mai limitate. 

* 
* * 

în legătură cu scările de intensitate seismid de tip Ml\I şi :\ISK trebuie 
subliniat faptul că violenţa unui cutremur, exprimată prin grade de seismici
tate, se determină în principal pe baza senzaţiilor simţite de oameni şi efec
telor asupra construcţiilor. Primul aspect depinde de sistemul biologic al fiecărei 
persoane în care intervine în mod decisiv subiectivismul, iar al doilea aspect 
este legat de tipul construcţiei, ni\·elul de asigurare seismică, caracteristicile 
materialelor folosite, metodele şi calitatea execuţiei, precum şi de evoluţia 
în timp a proprietăţilor fizico-mecanice ale structurilor de rezistenţ{1. 

1n general, se poate considera că aprecierea intensităţii unui cutremur 
prin grade de seismicitate reprezintă o informare cantitatiY:1. unila ternlă 
asupra efectelor distructife ale mişcării seismice. 

7.8. PROPAGAREA UNDELOR SEISMICE PRIN MEDII CONTINUE 
DEFORMABILE 

Studiul propagării undelor seismice din focar pînă la un anumit punct situat 
în interiorul pămîntului sau pe suprafaţa liberă a terenului, coristituieo problemă 
fundamentală în seismologie. 1n analiza mecanismului de propagare a undelor 
seismice, intervin numeroşi factori de natură diversă care fac ca rezolYarea 
acestei probleme să devină extrem de complicată, uneori chiar imposibilă. 
Se poate obţine totuşi o formulare matematică acceptabilă, dacă se admit 
unele ipoteze simplificatoare cu privire la modelarea mediului de propagare, 
prin neglijarea clementelor a căror influenţă asupra fenomenului în ansamblu 
poate fi considerată secundară. 

Principalele aspecte de interes major în ingineria seismtc:L, în legă tur;\ cu 
fenomenul de propagare a undelor seismice într-o anumită zon:1 sau într-un 
amplasament delimitat, sînt um1ătoarele: · 

- Variaţia intensităţii undelor seismice în funcţie de propricUiţile fizico
mecanice şi dinamice ale mediului de propagare. 

- Modificarea răspunsului seismic al structurilor în funcţie de caracteris
ticile de deformabilitate locală ale terenului specifice amplasamentului, precum 
şi identificarea eventualelor fenomene de filtrare dinamică, fo({l[i:;arc sau am
plificare a efectelor seismice. 

Undele elastice, generate de energia eliberată în focar în momentul declan
şării unui cutremur, nu se propagă către suprafaţa liberă a Pămîntului în mod 
uniform pe toate direcţiile şi în toate categoriile de teren. Astfel, în prezenţa 
unui depozit coeziv sau necoeziv, afinat sau consolidat, saturat sau uscat etc., 
intensitatea undelor seismice poate suferi modificări importante cu consecinţe 

. -directe asupra comportării terenului şi construcţiilor. 
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Pentru rezolvarea aspectelor enunţate mai sus, mediul de propagare se va 
reduce la un model perfect elastic, omogen, izotrop, continuu şi uniform. 
1n consecinţă, pentru analiza prop1gării undelor elastice de tip seismic se vor 
utiliza ecuaţiile generale ale mediului continuu deformabil exprimate în regim 
dinamic. Este evident că rezultatele ce se vor obţine pe baza modelului 
acceptat vor avea m:1i mult un caracter orientativ (20], [99], (102). 

7.8.1. Ecuaţiile mediului continuu deformabil ln raport 
cu tensiunile 

ln conformitate cu figurile 7.17 şi 7.18, condiţia de echilibru dinamic 
instantaneu a mediului continuu, exprimată în raport cu tensiunile, se poate 
scrie sub formă matriceală astfel: 

o: 

')Q,f 

a 
ax 

["• T.TJI :"] a n al! 't'v:i· crv •vz ay + p ; = pa/2 : • 
(7 .1) 

't"zx "zv • z 

c 
âz 

z 

z 
X 

Componentele 
r:- fortelor masice 

0\1, ' 
qx+-i-dz 

a2v 
Componentele tensiunilor 

Y Yat2 

Componentele 
tortelor de inertie 

' ' ' Î 

Fig. 7.1.7 

2 

M4~~ 
I V_,.V 
I 
I 

iz 
I 

I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

•.,J-___ 1,___ __ __,_..,_x 
I .,. 

~ I I 
~.;.-.;..---.1.,-1-, ---,'--"-X 

l M' 1 1 dx 1 I ,,/ 
I .,..,..,. y ___________ j,, 

X y 

I()'\ /,6---+---,J 
I ,..r l _,,,..,, 
L::~ ______ _J,,,.,... 

y 
a b 

Fig. 7.18 

. În ecuaţia generală (7 .1) este pusă în evidenţtt matricea simetrică a tensi-
unilor ('t" - - - - - - - - ) caract · t' " t" ·· d · . . :rv - ·1,x• ·.v, -. •::v•. ·,., - ·x: , ens 1ca s arn c tensmne spaţială 
du1 once punct al medmlm raportat la sistemul de axe OX)'Z şi de asem n · t · . , e ea 
~n e~vm matncele co!oană ale operatorilor diferenţiali de ordinul I şi ale pro-
1ecţulovr -~orţelor mas1ce (X, ~• Z), precum şi matricea coloană a proiecţiilor 
deplasarn„totale (u, v, w). Pnn p s-a notat densitatea specifică a mediului. 

Ecuaţnlor (7.1) li se asociază condiţiile de suprafaţă (de contur) 

IP:rvl [vz "III 'xzl I l 1 

Pvv = :III a11 • 11, ni l, 
P,v ·,:r .,11 a, n J 

(7.2) 

e~primate prin intermediul proiecţiilor tensiunii superficiale p,, şi cosinusurile 
directoare l = cos (v, x), m = cos (t·, y}, n = cos (v, z) ale \'ectorului de ori-
entare v (fig. 7.19). · 

z z 

X 

y y 
Fig. 7,19 
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7.8.2. Deformaţii specifice 

Din studiul geometric al deform:i.ţiilor 

- componentele deformaţiilor specifice 

au av 
Ex=-; e.11=-.; ax ay 

(fig. 7.20) se obţin 

liniare 

. aw 
E=-· • az • 

- componentele deformaţiilor specifice unghiulare 

0'11 au aw av 
Yrv=-+-; Yvz=-+-; ax ay ay az 

- componentele rotaţiei 

w = _!__ (aw _ ov ) . w = _!__ (~ _ aw) . l ( av au) 
., 2 ay o::.' y 2 oz ax, w,=2~- ay. 

Rezultă deci că matricea componentelor deformaţiilor specifice conţine 
nouă derivate parţiale distincte, adică : 

iJu au au - 1 
- e:.,. - "(,:y - <oz 2 Yx,+wu 

ex c'y c:: 2 

av av ov 1 1 
= 2 ·tvx + W, Ev 2 Yvz - Wr (7.3) 

<JX ay ;;:: 
i)w aw aw l 

-·1 -w z Y,v + 6l„ e:, 
ex ay a:: 2 ,zx V -

• ~~-ima matri~e care intervine în relaţia (7 .3) se numeşte matricea transfor
marzi omogene, iar a doua matricea generală de transformare. 
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y 
au dy 
ay 

->1-4----+l--&----t::=:--~-t----+--1--
-+--+----6--- ________ J 

M 

ol-x u-l--dx----+---l 
ou dx 
ax 

Fig. 7.20 

>< 
"C) 

iol~ 

X 

y 

o 
.y 

02 

o 

ou dy 
ay 

Oi 

X 

Matricea generală de transformare poate fi descompusă în trei matrice dis
tincte şi anume: matricea diagonală de dilataţie cubică tEJ, matricea simetrică 
de modificare a formei [ y] şi matricea anti'simetrică de rotaţie [ w]. Aceste matrice 
sînt de forma următoare: 

o 1 1 
2 Yru 2 Yxz 

\f 
o ~I· 1 1 

o -w, 

Ev -Yvx o 2 Yvz ' \ ~. o 
2 

o Ez 
-Wu w„ 

1 1 o 2 Yzx 2 Y,v 

-
şi în consecinţă va rezulta matricea generală de deformare pură 

E, 

7.8.3. :=xprimarea legăturii dintre deformaţii şi tensiuni 
prin intermediul constantelor Young-Poisson 

~.I 
-~X' 

Dacă matricei tensiunilor şi matricei de deformare pură li se asociază ma
tricea unitate, se constată că urmele acestor matrice rămîn invariabile la 
schimbarea bazei de referinţă (sistemul de coordonate Oxyz) şi deci 

0 = a., + au + a, = constant, 

Ev = Ex·+ e:v -+- e:, = constant. 

1n aceste relaţii 6 reprezintă invan·antul tensi·um"lor, iar Ev dilataţia cubică 
sau deformaţia specifică volumetrică._ . . _ . . 

Dacă se are în vedere aspectul fizic al problemei expnmat prm legea Im 
Hooke, cunoscînd modulul de elastici ta te transversală E (constanta lui Young) 
şi coeficientul de contracţie transYersală µ (constanta lui Poisson) corespun
zători mediului continuu analizat, se va obţine următoarea relaţie de legătură 
între matricele tensiunilor şi de deformare pură: 

1 1 
t.~ 2Y:rY 2 Y:rz 

r 7 xv 

""1 [I 
o 

;1-1 1 = 1 +µ ~ "ryz - ~ (a:r+av+a,) O 1 
2 Yyx Ey 2 Yyz E ·vx <Iy 

"":'z.x "Tzu a, O o 
1 1 

~r,11 2 Y,v Ez 

2 - (7.4) 
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Din relaţia (VI) rezultă sub formă generală, legătura dintre deformaţii 
şi tensiuni prin intermediul constantelor Young-Poisson: · . · • 

1-2µ 
e:., + e:11 + e:, = E (a., + a11 + a,.), 

şi în consecinţă legea generalizată a lui Hooke 

1-2µ 
--'--6. 

E 

7.8.4. Exprimarea legăturii dintre tensiuni fÎ deformaţii 
prin intermediul constantelor Lame 

Prin introducerea constantelor lui Lame: 

i.. = µE ' 
{1--: 2µ)(1 + µ) 

(7.5) 

(7.6) 

(7.7) 

G = E (7.8) 
2 (1 +µ) 

şi explicitarea invariantului tensiunilor din (7.5), relaţia (7.4) devine: 

1 1 
e:x 2 Y:c11 Z Y:cz 

r "r::,:y '~] 1 1 

+ "· [i 
o 

l :•"' a, -r:," = 2G 2 Y11z e:1/ 2 Y11z 1 o . (7.9) 

'z:r -r:,11 a, o 1 
1 l 
2 Yz:c 2 Yzv e:, 

-
Se obţine în final, tot sub formă generală, legătura dintre tensiuni şi defor

maţii prin intermediul constantelor Lame: 

Gz + a11 +a,= 2G(e:x + e:11 + e:x) + 3Ae:,, 

şi deci legea generalizată a lui Hooke 

O = (2G + 3A) e:v. 

(7.10) 

(7-11) 

Constanta G, avînd expresia (7.8), reprezintă modulul de elasticitate 
transversală a mediului. 

7.8.5. Ecuaţiile mediului .continuu. deformabil 
. în raport ·cu deformaţiile · • . 

1n această situaţie, ecuaţia generală, care exprimă şi con.diţia </.e, cbn-: 
tinuitate a mediului deformabil, se obţine. direct dacă se substituie în ectJ:: 
aţfa\ (7.l)tensiunile în funcţie de deformaţiile specifice (7.9). Efectuînd ope-
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raţiile corespunzătoare, ecuaţia generală a mediului deformabil, iîn formulare 
matriceală, va fi 

unde 

a 

a 
az 

a2 a2 a2 
Li=-·+-+-, 

j)x2 ay2 az2 

reprezintă operatorul lui Laplace de ordinul II. 
Efectuînd aceeaşi substituţie, condiţiile de suprafaţă (7.2) devin: 

\Pxv\ \ l l Pvi· = AE:v m + 2G 
p„ n 

1 1 
e:,, 2 Yxu Z Yxz 

1 
2 Y11x 

1 

1 
2 111z 

_l Yzx Z Yzv e:, 

(7.12) 

(7.13) 

Ecuatiile rezultate din exprimarea matriceală (7 .12) se mai numesc şi ecuaţiile 
lui Lam~. · • • f' · · 

Mişcarea oricărui punct maţe~ial situ:3-t într-un J?-edm 1~ mit, caractenzat 
prin modelul convenţional deţm1t antenor, va depmde aht de coordonatele 
punctului, cît şi de timp, adică 

it(x, y, z, t); v(x, y, z, t); w(x, y, z, t). 

7.8.6. Ecuaţia generală a undelor longitudinale sau de dilataţie 

Dacă se con5ideră forţele masice constante _sau_ nule, prin <ţe.:ivarea_ suc
cesivă în raport cu x, y şi z a ecuaţiilor constitutive ale ecuaţiei matnceale 
(7.12) se obţine: 

(A+ G) 

32 

oz2 

(7 .14) 

1n urma sumării tuturor ecuaţiilor din sistemul (7.14) rezultă ecuaţia 
generală a undelor longitudinale 

jj2e: 
(A+ 2G) Ae:v= p-v • at2 
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y 

z 

u(x,t) 
----X 

Fig. 7.21 

I 
) 

sau 
iJ2 .. 
~ =a2Llr::,., (7.15) 
i)t2 

în care constanta a reprezintă 
vileza de propagare a undelor longi
tudinale numită şi de dilataţie 

V'-+2G a= VL = -p-, (7.16} 

care este identică cu viteza de 
transmitere a sunetului prin me
diul respectiv. 

1n situaţia particulară ca
racterizată de condiţiile 

U=u(x, t); v=O şi W=O, (7.17} 

deplasările tuturor punctelor materiale aparţinînd mediului de propagare 
se vor manifesta numai în direcţia axei Ox, depinzînd exclusiv de coordonata 
x. Astfel, toate punctele situate în planul P (fig. 7.21) se vor deplasa uniform 
şi simultan numai în direcţia axei Ox, adică în direcţia de propagare a undei, 
x = x0 + u(x, t). 

~cuaţia care caracterizează mişcarea punctelor materiale (traiectoriile 
în timp) se obţine prin particularizarea ecuaţiei (7.15) pe baza condiţiilor 
(7.17). Deoarece mediul de propagare s-a considerat perfect elastic şi nelimitat, 
nu va fi necesar să fie satisfăcute condiţiile de suprafaţă, astfel încît ecuatia 
oscilaţiilor longitudinale rezultă sub forma ' 

02u(x, t) = a2 02u(x, t). 
ot2 ax2 

(7 .18) 

Admiţînd soluţia de tip armonic 

u(x, t) = A sin 2,.(; - ;} (7.19} 

în care A este amplitudinea oscilaţiei, iar T - perioada acesteia (mărimi 
considerate arbitrare), din condiţia ca funcţia (7,19) să satisfacă ecuaţia 
( 7 .18) rezultă 

unde l reprezintă lungimea de undă şi căreia i se poate da o interpretare 
geometrică. Dacă se determină deformaţia specifică liniară în planul P 
(,·. fig. 7.21) 

e: = au(x, t) = A 2" cos 21: (!.. - .!_), 
x ax t •·.·•· l T 

se constată că dacă la un moment t (constant) se admite pentru x o variaţie 
egală cu l, se obţine un nou plan P' în care r::., are aceeaşi mărime. Deformaţia 
specifică r::.,. la timpul t, devine minimă în zona în care planele devin mai dese. 
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z 

y 

l-1 
Fig. 7.22 

Distanţa dintre aceste zone este chiar l şi reprezintă lungimea undei respective 
(fig. 7.22). Mărimea comprimării sau dilatării maxime rezultă din condiţia 

cos 2,. ( ; - ~) = ± 1 sau ·; - ; = ~ , 
unde n este un număr întreg. Se constată că mişcarea oscilatorie are un carac
ter uniform în timp, avînd viteza 

dx l 
V=-=-=± a, 

dt T 

care reprezintă viteza de deplasare a undei longitudinale. 

7.8.7. Ecuaţia generală a undelor transversale sau de forfecare 

Menţinînd ipoteza forţelor masice constante sau nule şi presupunînd că 
procesul propagării se desfăşoară fără variaţii de volum (r::., = O), din (7.12) 
rezultă ecuaţia matriceală 

I tt I a2 r 1/ l 2 j 1t l j U l 
Gil : = p at2 [ :. sau ; 2 : = b2 Ll : 

(7 .20) 

care reprezintă ecuaţia matriceală a undelor transversale sau echivolumetrice, 
unde 

VG 
b = •·r = p (7.21) 

este vite:-:a de propagare a undelor tra11sversale numite şi unde de forfecare. 
Dacă se consideră cazul particular 

u =O; t' = O şi w =[w(x, t), (7.22) 

mişcarea punctelor materiale se Ya produce în direcţia axei O::, iar propagarea 
undei în direcţia Ox. Cînd mişcarea este armonică sau periodică, se produc 
oscilaţii transversale (omogene) direcţiei Ox de propagare a undei. 

În baza condiţiilor (7.22), ecuaţia matriceală (7.20) se reduce la următoarea 
formă simplă : 

o2w(x, t) = b2 32w(x, t) . (7 _23) 
ci2 ax2 

Din punct de vedere matematic ecuaţiile (7 .23) şi (7.18) sînt identice astfel 
încît modul de integrare este acelaşi. 
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7.8.8. Specificul undelor seismice 

Undele elastice generate de eliberarea energiei în focar în momentul pro
ducerii unui cutremur, numite unde seismice, se propagă radial în toate direc
ţiile. Undele seismice, descrise în § 7.3, care se manifestă în interiorul mediu
lui de propagare, cunoscute şi sub denumirea de unde de adîncime, sînt de două 
categorii: unde longi"tudinale (sau de dilataţie) şi unde transversale (sau de 
forfecare). Undele seismice care se propagă în imediata apropiere a suprafeţei 
libere a terenului se numesc unde superfici"ale. 

întrucît viteza de propagare a undelor longitudinale (7.16) este mai mare 
decît viteza undelor transversale (7.21), acestea se definesc ca unde primare 
(unde P), respectiv itnde secundare (unde S). înregistrarea mişcării generate 
de cutremurele de pămînt se efectuează în staţiile seismice echipate cu aparatură 
specifică. În general, înregistrările se obţin simultan pe trei direcţii ortogonale 
(două în plan orizontal şi una pe verticală). 

Pe baza formulelor (7.16) şi (7.21) şi ţinînd seama de expresile (7.7) şi 
(7.8) rezultă următoarele expresii pentru vitezele de propagare a undelor 
P şi S: 

v =V"A+2G=Y2(1-µ)_!i___, 
P p 1 - 2µ p 

Vs= V~• 
şi deci 

Vp __ y2(1-µ) > l, ( ) 
Vp >vs. 

Vs 1 - 2µ 

Relaţia (7.26) pune în evidenţă faptul că primul tren de unde 
înregistrează într-o staţie seismică corespunde undelor primare P. 

Dacă se consideră pentru coeficientul de contracţie transversală 
µ = 0,25, rezultă: 

2 = ./3, "A = G =_!Ş_· 
Vs 2,5 

(7.24) 

(7.25) 

(7.26) 
. 
care se 

valoarea 

În tabelul 7.6 se prezintă, pentru diverse categorii de pămînturi rapoartele 
vp/Vs- Se constată că vitezele de propagare cresc atît cu gradul de compactare 

TABELUL 7.6 

CATEGORII DE PĂMÎNTURI I y (tf/m') I E (kgl/cm') i µ I 
' 

Vp/vs 

Nisipuri prăfoase în 
stare usca tă 1.2 ... 1,5 100-120- 140 0,25 1,73 

Păminturi 
Nisipuri fine 1,2 ... 1,5 240-;280~370 0,30 1,87 

necoezi·,e N'isipuri mijlocii 1,4 ... 1,6 330-i00--460 0,30 1,87 ---·-
Nisipuri cu pietriş şi 

nisipuri n1ari 1,4 ... I, 7 330--400-460 0,35 2,09 

Pietriş uscat 1,8 ... z,o 330-400,.,,--460 0,35 2,09 

Praf argilos sau nisip I Pămi?turi argilos afinat 1,4 ... 1,6 iJ0-160-260 0,-40 2,-45 

coezive Praf argilos sau .. 
111s1p I 

I argilos bine îndernt 1,65 ... 1, 7.'i 120-210-350 0,-4.5 pl 
I 
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şi calităţile fizico-mecanice ale pămîn
tului, cît şi cu adîncimea măsurată de 
la suprafaţa liberă a terenului (grosi- c 

mea stratului considerat). Spre exem- ·e 30 1-----,1----+---1---,,.f----1 

plificare, viteza de propagare a undelor 
P pentru depozite sedimentare-aluvio
nare este Vr = 0,5 ... 2,0 km/s, iar 
pentru roci compacte (granitice sau 

"' a: 
::, 
u 
cr 
< o.. 

bazaltice) Vp;;,, 4,0 km/s. Valori orien- ~ 10 f-+7L.l--,.,,,,,_--+----+--~ 
tative ale vitezelor de propagare a ~ 

-< 
undelor P şi S, în funcţie de adîncime,. ~ 

o 
sînt cuprinse în tabelul 7.2. Se poate 
constata descreşterea semnificativă a 
vitezelor de propagare în nucleul ex
terior, ceea ce demonstrează starea 
fluidă a acestuia. Starea solidă a 

o 5000 10000 15000 20000 

DISTANŢA EPICENTRALĂ D(km) 

Fig. 7.23 

nucleului interior este pusă în evidenţă prin creşterea vitezei de propagare a 
undelor P. 

În funcţie de viteza de propagare a undelor, specifice mecanismului de 
focar şi caracteristicile mediului de prop1gare, se poate determina timpul 
pe care îl parcurg undele seismice pînă la un anumit punct sitµat pe suprafaţa 
liberă a terenului. Legătura dintre tin:pul de sosire a undelor P, S, L şi dis
tanţa epicentrală Li (km), pentru o staţie seismică oarecare şi pentru diferite 
cutremure, este pusă în evidenţă, în mod orientativ, de curbele ltodocrone sau 
hodografe (fig. 7.23). Deoarece curbele hodocrone sînt valabile pentru orice 
cutremur, independent de poziţia focarului, rezultă că şi proprietăţile de 
elasticitate sînt repartizate, în jurul centrului Pămîntului, după o lege apro
ximati,·-simetrică. Prin urmare, din punct de vedere seismic, interiorul 
Pămîntului poate fi considerat ca fiind constituit din straturi sferice şi concen
trice (v. fig. 7.1). 

7.9. OSCILATII TRANSVERSALE ALE DEPOZITELOR GEOLOGICE 
SUPERFICIALE 

i.9.1. Oscilaţii libere. Valori ~i vectori proprii, 
Perioade predominante 

Deoarece undele seismice transversale (de forfecare) definesc parametrii 
mişcării care produc cele_ mai important~ efecte dina1;11ice a~up~~ c~nstrucţ\
ilor situate la suprafaţa liberă a terenulm, se vor analiza oscilaţule libere on
zontale (de forfecare) ale punctelor materiale, în vederea determinării carac
teristicilor dinamice proprii. Se va admite pentru depozitul sedimentar, deli
mitat inferior de roca de bază (suprafaţa de discontinuitate), iar superior de 
suprafaţa liberă a terenului (fig. 7.24), un model de mediu perfect elastic, 
omogen, izotrop, continuu şi uniform (semispaţiu elastic) de grosime H. 

în acest sens, se vor defermina, pe baza unei abordări simplificate, valo
rile şi vectorii propr~i _corespunzători depozitului geologic supe_rficial, 3:vînd_ î:1 
vedere influenţa dec1s1vă pe care o au asupra fenomenelor de filtrare dmamica 
şi amplificare seismică. 
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Suprofată de discontinuitate 
ROCADE BAZĂ 

In condiţiile particulare în care 
se manifestă oscilaţiile orizontale 
libere ale punctelor situate la 
cota x, de la suprafaţa liberă, şi 
anume u = u(x, t), v = O, w = O, 
ecuaţia de mişcare va avea forma 
(7.23): 

a2u(x, t) = v2 o2u(x, t) . (7.27) 
at2 li ax2 

lntrucît vectorii proprii repre
zintă funcţii armonice staţiona
re, se pot admite pentru ecuaţia 
(7.27) soluţii particulare de tip 
Fourier-Bernoulli în care se con
sideră că variabilele de timp "IJ{t) 
şi spaţiu X(x) sînt separate 

u(x, t) = X(x) "IJ(t), (7.28) 
Fig. 7.24 

s-a notat deplasarea instantanee pe 
la aceeaşi cotă x. 

similare cu cele utilizate în capi
tolul 5, formula (5.7). Prin u(x, t) 

orizontală, a tuturor punctelor situate 

Din condiţia ca soluţia (7.28) să satisfacă eqxaţia (7.27) rezultă egalitatea 

X(x) ri(t) = v~X"(x} Y;(t). 

care împărţită prin (7.28) devine 

~(t) 9 X"(x) 
--= v:s--, =,:-,-(,,)2, 
"IJ(t) X(x) . 

(7.29) 

în~rucît <;ele d_ouă v~riabile "IJ(t) ~i ,X.(x).sî~l_indep~dente, .. relaţia (7.Z9} 
reprezintă o identitate ş1 de aceea ce1do1 temien:1,vor fi egali cu o constantă 
unică şi arbitrară, notată cu - (,,)2• Se obţin astfel două ecuaţii independente 
cu variabile separate 

~(t) + (,,)2ri(t) = o, (7.30) 

(7 .31) 

din care rezultă că(,,) defineşte chiar valorile proprii ale mediului (expriniate.prin 
pulsaţii), iar X(x) caracterizează configuraţia vectorilor proprii corespunzători. 

Prin integrarea ecuaţiilor (7.30) şi (7.lt} se obţin soluţii de forma-(5,11); 
respectiv (5.14), adică: ·. .· 

"l)(t) = Jf sin (,,)t + N cos wt= Cşin (ci>t + 9), (7.31) 
' <,) ,· Co) 

X(x) =Â sin- x + Bcos.-x• (7.33) 
Vs Vs 

Constantele de integrare M şi N sau. C şi cp se determină din condiţiile 
iniţiale ale mişcării, iar constantele A şi B din cbndiţiile la limită. 
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Astfel, impunînd următoarele condiţii limită: 

- la suprafaţa liberă: x = O, dX(x) = O, 
dx 

- la suprafaţa de discontinuitate: x = H, X{x) = O, 
(la nivelul rocii de bază) 

din ecuaţia (7 .33) rezultă A = O şi de asemenea 

cos~ H = O, ~ H = (2i - I}~-
Vs Vs 2 

întrucît B ,t. O • 
In consecinţă, expresiile valorilor (,,) şi vectorilor <l>{x) = X(x)/B proprii 

sînt următoarele: 

(2i - 1) 7t (7.34} 
(,,)1= Vs, 

2H 

<I>,(x) = cos[ (Zi~ I) r. •;]. i = 1, 2, 3, ... oo. (7.35) 

Perioada predominantă a depozitului sedimentar superficial Ya avea expresia 
21t l 4.H 

T, =-=--·-, (7.36) 
(i.)1 zi· - l Vs 

astfel incit perioada predominantă fundamentală, care Ya fi notată şi cu T 0 , 

rezultă · 

(7.37) 

iar următoarele 

(7.38) 
4.H 1, _ 4H 1. _ 4H 

i2=--, 3- • 4- • 
3~ 5% 7% 

şi deci T 1/T2 = 3, T JT3 = 5, T JT4 = 7, T 1/T5 = 9, ... (7.39) 
Configuraţiile geometrîce ale vectorilor proprii (formelor proprii de osci

laţiţ}, corespunzători primelo1· trei moduri, sînt reprezentate în figura 7.24. 
Se constată că perioadele predominante sînt direct proporţionale cu adîn

cimea depozitului H şi invers proporţionale cu viteza de propagare a undelor 
secundare (transversale - de forfecare), Este evident că la adîncimi egale H, 
perioadele predominante vor fi cu atît mai mici cu cit terenurile vor aYea 
consistenţă mai mare şi grad de compactare mai ridicat. In mod orientativ, 
se pot accepta următoarele valori pcntrn perioadele predominante fundamentale 
în funcţie de caracteristicile depozitului (stratului) geologic superficial: 

- Straturi consistente, consolidate, de tipul rocilor stîncoase 
(granitice, bazaltice etc.) 

- Depozite aluvionare, consolidate, compacte, consistente, 
< 0,3 s 

de mică grosime. o ,3 ... O ,5 s 
- Depozite aluvionare, consolidate, compacte, consistente, 

de grosime mare O ,3 ... O, 7 s 
--- Depozite aluvionare-sedimentare, slab consolidate, com-

pactare medie, de grosime intermediară 0,5 ... 1,0 s 
- Depozite aluvionare-sedimentare, slab consolidate şi com-

pactate, de grosime marc O ,8 ... 1,6 s 
- Depozite sedimentare moi, saturate, umpluturi afinate, 

de grosime medie sau mare 1,5 ... 3,5 s 
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Perioadele predominante se determină experimental prin înregistrarea miş
cării terenului produsă de seisme naturale (cut'111-ure sau microseisme) sau 
de seisme artificiale (explozii sau şocuri puternice). Se constată că perioadele 
predominante obţinute prin înregistrarea microseismelor şi cele rezultate din 
înregistrarea cutremurelor puternice au valori destul de apropiate. 1n general 
T O (microseisme) ~ T O (macroseisme). 

Pentru vitezele de propagare Vs, exprimate în m/s, se pot admite următoarele 
valori aproximative: 

- nisip necoezi,· 50 ... 100 - nisip saturat 300 ... 400 
- argilă nisipoasă 120 ... 240 - nisip şi pietriş 400 ... 600 
- argilă consistentă 250 ... 300 - conglomerat stîncos 800 . .. 1 500 

Este evident că valorile vitezelor de propagare Vs sînt mai semnificative 
<lecît valorile perioadelor predominante în care grosimea depozitului superfi
cial este descrisă numai calitativ. 

în mo<l convenţional se defineşte ca rocă de bază stratul compact căruia îi 
corespunde o viteză de propagare a undelor secundare Vs= 750 ... 800 m/s. 

În cazul unui depozit stratificat, constituit din n straturi cu proprietăţi 
şi grosimi diferite, dar omogene, viteza de propagare a undelor S se poate 
evalua în mod aproximativ prin valoarea medie: 

1 " 
Vs. m;<l = - ~ Vs. kHi-, 

H i=I 

(i.40) 

în care Vs. t şi H" reprezintă viteza de propagare a undelor S, respectiv gro
simea stratului k, aparţinînd depozitului considerat (k = I, 2, ... n). 

7.9.2. Oscilaţii forţata. Aplic.irea analizei modale 

Se n admite că la nivelul suprafeţei de separaţie dintre depozitul sedi
mentar şi roca de bază se manifestă mişcarea seismică caracterizată prin varia
ţia deplasărilor u8 (t). Menţinînd ipotezele şi condiţiile de definire pentru mode
lul mediului, se vor stabiU ecuaţiile de condiţie care guvernează convoluţia 
sursei seismice de la roca de bază către suprafaţa terenului, exprimată prin 
deplasări, viteze sau acceleraţii. Acest aspect reprezintă o problemă specifică 
<le dinamica mediilor continue deformabile şi va fi abordată prin metoda ana
lizei modale, aşa cum a fost expusă în capitolele 4 şi 6. 

Conform figurii 7 .25, deplasarea orizontală absolută a unui punct material 
situat la cota x (măsurată de la suprafaţa liberă) va fi: 

1,a(x, t) = it8(t) + u(x, t), (7.41) 

astfel încît ecuaţia (7 .27) devine 

(7.42) 

sau prin înlocuirea relaţiei (7.41) 

a2u(x, t) - vq a2u(x, t) = - !uM = - u (t), (7.43) 
ot2 S oX2 at2 H ---~~ 

1mde u8 (t) va reprezenta variaţia acceleraţiilor seismice la nivelul suprafeţei 
de separaţie (roca de bază). 
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unda • 
reflectata 

Fig. 7.25 

unda 
seismică 

î 

Soluţia ecuaţiei, bazată pe transformarea liniară (4.14) sau (5.49), are 
forma 

00 

u(x, t) = B <I>1(x) ·,;;(t), (7.44) 
i=l 

în care <I>1(x) reprezintă vectorul prop~iu c_orespun~ă!or modul:iii :: de oscilaţie, 
iar r. (t) coordonata modală (generalizata) aparţmmd aceluiaşi mod. 

S~bstituind soluţia (7.44) în ecuaţia (7.43) se obţine 
"' 00 

~ <l>;(x) -ri,(t) - v}~ <I>7(x) ,,1(t) = - itn(t). 
i~t t=l 

(7 .45) 

Dacă se ţine seama de expresia generală a wctorilor proprii (7.35) se poate 
scrie 
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iar prin înlocuire în (7.45) 

00 "' 

E cJ>,(x) -iilt) + E wrcf>,(x) ·l),(t) = - ii11(t). 
i=l i-1 

Prin multiplicarea acestei ecuaţii cu vectorul cf>i{x), .i # i şi prin integrarea 
fiecărui termen de la O la H, avînd în vedere proprietatea de ortogonalitate 
a Yectorilor proprii (5.36), rezultă: 

r;,(t) \H <N(:r) dx + Wî'l),(t) (H <l>î{x) dx = -ii11(t) \H <I>i(x) dx, 
•O Jo • O 

şi în final ecuafi a modală decuplată de forma (4.55) s1u (5.55): 

lÎt(t) + Wf'l)1(t) = - A,ii11(t), 
unde 

(7.46) 

r <I>,(x) dx 
A,=(~ . ' 

)o <I>î(x) dx 
(7.47) 

reprezintă J actorul modal de distribuţie al accele.raţi'ei, definîţ prin formula 
( 4.59), întrucît produsul A 1ii11(t) are semnificaţia unei acceleraţii modale. 
Proprietatea factorilor A,, i = 1, 2, ... oo rezultă din relaţia (4.59), adică 

Datorită variaţiei particulare a vectorilor p:-0prii,_ definită prin funcţii 
trigonometrice simple- (7.35) se obţin pentru primele trei moduri de vibraţie 
(fig. 7.18), Yalorile: · 

Al=~= 1,271; Â2 = - 0,416; 1kb: 0,242. 
r. 

. . .•·· 

Rezolvarea ecuaţiei modale p0ate fi f~~11tăJri .. qp]jfoţmitaţe cu. bazele 
teoretice expuse în capitolul .4. în qa,zuţ).?;et~ ,, .de~?'1Sţ> d~_Îl.lc~cw 
oarecare, cum este cazul celor prov.enite .ilin mlŞCa . Selsmieă. se vor pntea 
aplica conctptele specifice care urmează a fi prezentate în capitolul 8. In 
ecuaţia (7.46) poate fi introdus şi efectul ·amortizării oscilaţiilor seismice; 
printr-un termen identic cu cel care intervine în ,e<:;1Jaţia (4.55), f.ără ca difi~ 
cultătile de rezolvare să se majoreze. Expr:e:,ia co~iţientuluide amortizare 
specific mediilor omogene este dedusă în fontl1JlaJ1.6l). Dacă se determină 
nriaţia în timp a coordonatei modale 'YJ,(t), i:ăspu.nsulîti.timpulistoric(tirp.e
history) pe durata semnificativă a unui cutrem1ir .se evalue:;iză cu relaţia 
(7.44). . . .·. \ .•• : . . .., .. , ' ·, · .....•. , ..•. •. ·.· . . 

Acest mod de abordare a oscilaţiilor forţ_a;t~,\pt<>4tlse î.n stratudţt:sl)di7 ·.·. 
rnentare sup~rficiale de mişcare seismică. cate"se~anif~stă la·nivetuJr~ii de . 
bază, pmnite convolriarea acesteia în orice~un~t,sitiia:,tînlllediulde ptopa
gare sau la suprafaţa liberă a terenului.· Peiitrcµ'·~cea~ta:;:)>otfi f'ol9s,ite ac.cele;. 
rograme reale sau artificiale-simulate,, d~u~ite ~fcţ,:stapiliţe Pc~ ba:~a., 
caracte!isticilor focarului _ş! ~?<1i-t~!ui ?e .pz:~PRJ •. · .... · ... l~Fe~şl !i~~• s~ ~pate 
trata ş1 problema transmmb11ităţ11 m1şcăru ilţtsm1ce,,rţtl ~edn omoge,;it'i sau 
stratifica te care paate caracter~l:l. fen.omen~e ~·•ai,np}}ficilre.sau diJ11jnuai:e 
seismică, specifice unor am.plasamente locali~te: ;•• ··• ,. · 

::ms 

7.10. INFLUENŢA CONDIŢIILOR GEOLOGICE LOCALE 
ASUPRA EFECTELOR SEISMICE DE SUPRAFAŢĂ 

{!ndele seismice ~enerate de energia eliberată în focar se transmit prin 
medml de propagare m urma unor fenomene extrem de complexe de reflexie 
şi refracţie, datorate neomogenităţii şi discontinuităţii straturilor pe care le 
traversează. In vecinătatea suprafeţei libere a terenului, la contactul cu roca 
de bază a depozitului sedimentar superficial, direcţia de propagare a undei 
refractată este aproape verticală. Vitezele de propagare ale undelor elastice 
descresc din focar către suprafaţa liberă, iar intensitatea mişcării se atenuează 
cu distanţa tpicentrală. In general componenta verticală a mişcării seismice 
este mai puţin importantă decît cea orizontală, deşi proprietăţile terenului 
se modifică mai pronunţat în direcţia verticală. 

Condiţiile geologice locale, caracteristice unui anumit amplasament, au 
o influenţă decisivă asupra modificării efectelor seismice, caracterizate prin 
următorii factori principali : 

- intensitatea mişcării seismice, care se manifestrt la suprafaţa liberă, 
exprimată prin deplasări, viteze şi acceleraţii maxime; 

· - conţinutul de frecvenţe şi componentele dominante definite de compo
ziţia spectrală a mişcării înregistrate; 

- durata se'mnific;ativă a evenimentului seismic; 
_,;. configuraţia globală a variaţiei mişcării în funcţie de natura filtrării 

dinamice a undelor propagate; 
- focalizarea efectelor seismice care se manifestă la suprafaţa liberă a 

terenului. 
Cel mai important aspect legat de influenţa condiţiilor geologice locale îl 

rtprezintă compoziţia spectrală a mişcării seismice, care pune în evidenţă 
atît modificările survenite în factorii descrişi mai sus, cît şi mecanismul de 
focar ·al cutremurului, în corelare directă cu magnitudinea cutremurului. 

7.J0;1. Spectrul Fourier al amplitudinilor. 
Conţinut de frecvenţă - compoziţie spectrală. 
Amplificarea efectelor seismice d~ suprafaţă 

Spectrul Fourier al amplitudinilor unui eveniment seismic, înregistrat în
tr-un anumit punct situat în stratul geologic superficial, pune în evidenţă 
conţinutul de frecvenţă al mişcării, precum şi amplificările corespunzătoare 
unor componente dominante. Spectrul Fourier se_ ~bţine î~ ur~~_!>~tituirii 
mişcării reale tranzitorii a: terţ~lui, înregistrate cu aparatură specifică, 

pn,ţţţ_r-un num~ij:_ de_s!:l~P.o~nt~. ~i~t1~oid<1.le ale căror. frecvenţe şi 
fa~_dte. Prin supetpoziţia tuturor corr.ponentelor_sinusoidale, varia: . 
bH~..reţ.t1ltămişcarea r~~~ (i~ă). Se obţine astţeţ __ yariaţ!8:.'1:~1pl_i-

.. tudinîlor fiecărei c'oniponefftearmonice si!!l:J21-ţ_ ţ11 f,ungie_c_l_e .. frec.yenţă .sau peri~ 
•·· oadj'. În genei-alin ingineria seismică caracterizarea conţinutului de frecvenţă, 

precum şi a fenomenelor de amplificare în funcţie de caracteristicile condiţiilor 
geologice locale, se face prin intermediul spectrului Fourier al amplitudinilor 
acceleraţiilor. 
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Pe baza aspectelor teoretice expuse în § 1.7.5, acceleraţia a(t) generată de 
mişcarea seismică în timpul istoric al duratei semnificative (O:( t ;( T) 
se poate exprima printr-o serie Fourier astfel: ' 

unde 

co 
a(t) = A0 + E (Ak cos wi + Bk sin wi), 

k=I 

· 2r:k 
wk = k!::.w =--· 

T 

(7.48) 

în urma aplicării proprietăţilor de ortogonalitate ale funcţiilor armonice, 
rezultă pentru coeficienţii seriei Fourier (7.48) expresiile: 

A 0 = J... \T a(t) dt, 
T •O 

2 [T 
Ak = - , a(t) cos wi dt, 

T •O 

Bk = 2_ \T a(t) sin w„t dt. 
T .o 

Întrucît în cazul mişcărilor seismice atît viteza iniţială, cît şi cea finală 
sînt nule, rezultă A 0 = O, astfel încît seria (7.48) se poate exprima în urmă-
toarea formă compactă : . 

co 
a(t) = E Ck sin (wkt + cpk), 

k=1 

unde 

C1 =A!+ Ifi = ; 2 [( ~~ a(t) cos wkt dtr + (~~ a(t) sin wkt dtr], 

iar unghiul de fază 

~: a(t) cos wktdt 

c2· 
)o a(t) sin wif dt 

·(7.49) 

Din exprimarea acceleraţiei a(t) prin intermediul formei (7.49), rezultă că 
noul coeficient Ck reprezintă amplitudinea componentei armonice a mişcării 
~u pulsaţia wk, iar '?k unghiul de fază corespunzător pulsaţiei respective. 

Reprezentarea grafică a amplitudinilor C1c în funcţie de pulsaţia w1c (de 
frecvenţă sau de perioadă), corespunzătoare tuturor. componentelor (k = 
= 1, 2 ... oo), prin segmente discrete în punctele w ~ w,. = k!::.w, defineşte 
.spectrul Four;er al amplitudinilor acceleraţiilor. Variaţia acestor amplitudini, 
în funcţie de pulsaţia sau perioada comJ?onentei respective, pune în evidenţă 
~onţinutiel de frecve11ţe al funcţiei a(t). Descompu11erea unei funcţii de tip 
a(t), care a fost periodicizată pe intervalul 0:(t~ T, depinde de durata 
~emnificativă a înregistrării. Dacă durata creşte (teoretic tinde către infinit), 
J>rin transformarea sumelor în integrale, se poatefolosi reprezentarea în do
meniul frecvenţă prin intermediul spectrului transformatei Fourier. 
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In conformitate cu definiţiile date în § 1.8.4, transfonnata directă Fourier 
a acceleraţiei seismice are expresia 

F(w) = ~"' a(t) c-icM, 

•O 
(7.50) 

. S~ectrul F?urier al amplitudinilor acceleraţiilor mai poate fi descris şi 
pnn mtermedml tran~formatei (7.50) în funcţie de frecvenţă J = w/2TC. 
. T~ans[ormata F~un<;_r este. expri_m'.1tă at!t prin partea reală, cit şi prin cea 
1magmara a tennemlor m cosmus ş1 smus dm scria (7.48), în conformitate cu 
formula (1.38) 

F(w) = A(w) - iB(w) = C(w) eirp(w), (7.51} 
unde 

2 ' . [ (co ]2 [ (co ]2 . C (~) = A 2(w) + B2(w) = Jo a(t) cos wt dt + Jo a(t) sin wt dt , 

iar unghml de fază 

cp(w) = arctg B(w) . 
A(w) 

, Repr~zentarea grafică a amplitudinilor C(w) a transformatei Fourier 
m f~~cţ1e de frecv~nţele corespunzătoare defineşte spectrul Fourier al ampli
tudmilor acceleratnlor. 

S_pectrul Fouri~r permite să se pu~~ în evidenţă în afara componentelor 
?ommante ale ~nm :utremur. (compoz1ţ1a ~pectra~ă) şi domeniul de frecvenţă 
m c~re se mamfesta c_eayma1 mare ~nerg1e conţmută de mişcarea seismică. 
în f1şura 7 .26_ s: ~rezmt~ c?mp~rat1:7 spectrele F ourier ale vitezelor cores
punzatoare m1şcanlor seismice mreg1strate în staţiile El Centro-California 
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1940 (c~mpone!lta _SOOE din fişura 7.11),Ferndale-California 197' (compo
n~nta_ N44E dm figura 7.12) ştINCERC-Bucureşti 1977 (componenta N--:-:S 
dm figura 7 .14); Se _poate constata ase~ănarea conţinutului de frecvenţă 
al cutremurelor mreg1strate la Ferndale ş1 Bucureşti, ceea ce se va manifesta 
şi în variaţia spectrelor de răspuns ale acceleraţiilor absolute (v. cap. 8). 

Da<:ă se cunoaşte variaţia acceleraţiilor a8 (t) la nivelul suprafeţei de sepa
raţie dmtre roca de bază şi depozitul geologic superficial (x = H), se poate 
determina prin intermediul transformatei FourierF8 ((J)), transformata Fourier 
F0(w) a variaţiei acceleraţiilor de la nivelul suprafeţei libere F~(w), folosind 
funcţia de transfer H((J)), numită şi funcţie pondere, în conformitate cu relaţia 
( 1.50) . 

(7.52 

Cunoaşterea funcţi~i de transft;,_r a mediului de propagare, determinată pe 
baza aspectelor teoretice expuse m § 1.9, 1.10, 1.11, transformata Fourier 
inversă (1.40) furnizează variaţia acceleraţiilor la suprafaţa liberă a terenului 
punînd astfel în evidenţă filtrarea dinamică a m~diului prin componentele 
predominante conţinute de spectrul Fourier. Se va obţine deci: 

ao(t) = _l_(+oo F 0(w) eiwt d(J) 
21t J_oo 

unde transformata Fo(w) mai poate fi exprimată similar cu (7.51) 

F0(w) = Co(w) ei<:>,lwl. 

(7.53) 

(7.54) 

Aceste relaţii pun în evidenţă un proces tipic de convoluţie a acceleraţiei seis
mice de la roca de bază la suprafaţa liberă a terenului. 

Procesul de deconvoluţie coastă în a determini variaţia acceleraţiilor la 
nivelul rocii de bază, în funcţie de acceleraţia înregistrată la suprafaţa liberă 
a terenului, prin intermediul funcţiei de transfer inverse (impedanţa genera
lizată) astfel: 

(7.55) 
rezultînd 

(7 .56) 

Deconvoluarea unui eveniment seismic (înregistrat), de la suprafaţa 
liberă la nivelul rocii de bază, permite prin re-convoluarea acestu· ct, în orice 
amplasament din zona respectivă, să se stabilească caracteristicile specifice 
variaţiilor acceleraţiilor care ar fi posibil să se manifeste în amplasamentul 
respectiv. 

Problema poate fi abordată în această concepţie utilizînd şi cutremure arti
ficiale, definite prin accelerograme sintetice sau simulate prin descompunerea 
semnalului seismic în componente simple armonice cu frecvenţe diferite. 

Compararea efectelor seismice datorate influenţei condiţiilor locale poate 
fi pusă în evidenţă prin compararea spectrelor Fourier, corespunzătoare acce
leraţiei seismice, de la nivelul rocii de bază şi acceleraţiei seismice dela nivelul 
suprafeţei libere. 

în figura 7 .27 este arătat modul de definire al factorului de amplificare. 
Astfel la cota x = O (suprafaţa liberă), variaţia :;i.cceleraţiilor orizontale s-a 
notat prin ao(t), iar spectrul Fourier al acesteia cu SF'0(t), în timp ce la cota 
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Fig. 7.27 
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o FRECVENŢA 

o FRECVENŢA 

t F~(wl 

l~A. 
o FRECVENŢA 

x = H (roca de bază), variaţia acceleraţiilor orizontale este an(t). iar spectrul 
Fourier corespunzător SF n(t). Spectrul amplificării sau factorul de amplzfz"care 
(uneori de atenuare în anumite condiţii particulare), de la roca de bază la 
suprafaţa liberă a terenului, se defineşte prin raportul 

A (t) = SFo(t) > 1, 
O,R SF11(t) 

(7.57) 

care în marea majoritate a situaţiilor este supraunitar. 
Dacă se utilizează spectrul Fourier al amplitudinilor acceleraţiilor exprimat 

prin transformata Fourier, factorul de amplificare al efectelor seismice de la 
roca de bază către suprafaţa liberă, rezultă din relaţia (7 .52), prin intermediul 
funcţiei de transfer 

(7 .58) 

aşa cum rezultă din figura 7.27. 
Functiile de amplificare, exprimate fie prin relaţia (7 .57), fie prin (7 .58), 

pun în ~videnţă proprietăţile dinamice şi seismice ale depozitului geologic 
superficial, precum şi tendinţele de amplificare sau focalizare a undelor seis
mice de la roca de bază, ceea ce caracterizează, din punct de vedere ingineresc, 
efectele distructive de suprafaţă ale cutremurelor puternice. 

7.10.2. Atenuarea viscoasă a mediului de propagare 

Pentru evaluarea factorilor de transmisibilitate sau amplificare a undelor 
seismice de la roca de bază pînă la suprafaţa liberă a terenului mai intervin 
proprietăţile de amortizare internă a mediului. Se va admite pentru modelul 
omogen şi perfect elastic ca lege de atenuare internă modelul Newton, carac
terizat prin amortizare liniar-vîscoasă. 
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Dacă se ţine seama de prezenţa amortizării de tip vîscos, ecuaţia oscila
ţiilor libere ale mediului continuu (7.27} rezultă sub următoarea formă: 

P . olu!:: ~) • . G a~~: t} + f. -~~~:;e'~.;T .'.. .. . .. (7 .59) 
. . . .. ~ . 

în care s-a notat prin c coeficientul de' viscozitate al stratului-geologic. super
ficial. Amortizarea mediului s-a considerat. proporţională cu variaţia în timp 
a deformaţiei specifice unghiulare (viteză de deformaţ1e},. adică cy(x, t} = 

a2u 
=C--• axat JI•, . ',i,., 

Prin transformări corespunzătoare, similare celor di~. § t9.l, în urma 
separării variabilelor, ecuaţia (7 .59) se va exprima printr-o ecuaţie (cu va
riabilă de spaţiu} identică cu (7.31} şi prin ;iltă ecuaţie (cu variabilă de timp) 
similară cu (7.30) în care intervine termenul corespunzător amortizării:. 

(7.60) 

Din punct de vedere matematic ecuaţfa (1,60) afe aceeaşi formă cu ecuaţia 
(2.20), astfel incit prin utilizarea relaţiilor (2.22) · şi (2'.23) se obţine direct 
e:x-presia fracţiunii din amortizarea critică v echivalentă astfel: · 

2 c, 2 • ·. c,, .. c,· .. 
v,c.>,,= G 6l1, v = --· =-- c.>,, . 

...,,1c : 2G · 
(7.61) 

de unde, ţinînd seama de (7.34) şi (7.21) se obţine expresia coeficientului de 
viscozitate critică corespunzător modului propriu ide oscilaţie: • 

C = 2G = 4H . .JG (7 .62) 
i, cr (2, _·1) . p, 

6), i - 'lt . 

iar pentru primul mod de oscilaţie (i = 1). 

4H -
C1,cr =-.JGp. 

'lt 

Dacă se consideră că variaţia deplasării seismice la nivelul rocii de bază 
u8 (t) are caracter armonic şi staţionar, factorul de amplificare maximă 
modală poate fi determinat cu formula (2.73) corespunzător fenomenului 
de· rezonanţă 

. A, =-1-=~=..!... _2H _· {Gp. 
2v, 6l1c, c, (2i -)) n .· 

(7.63) 

În cazul în care se admite că viscozitatea mediului este aceeaşi pentru toate 
modurile de oscilaţie şi egală cu viscozitatea J:nOd~iui fundamental c1, .rei?-ţia 
(7.63) are exprimarea următoare: · ···· · · 

A, ;_ _A 1 . ' , . ·:.f ~ 1 J/t~~:?ix>. . ' ?l.~4) 
- 2i'-1 · · · •·· .. 

· Variaţia a~plificării în funcţie didrecvenţa)'ttts~i 'â:nnonice este da:ti în. 
figura 7 .28 de unde rezultă că raportul ff'etvenţe'ltJr::ae iezona1ilif ate ,·,neăiutu, 
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este invers proporţional cu raportul amplificărilor maxime, deoarece A,f; = 
= constant, ceea ce pune în evidenţă sensibilitatea dinamică a mediului la 
frecvenţe de rezonanţă joase (perioade predominante lungi). În acest caz 
efectele seismice de suprafaţă sînt deosebit de violente, aşa cum s-a întîmplat 
pe .teritoriul municipiului Bucureşti la cutremurul din 4 martie 1977, deoarece 
perioadele fundamentale predominante ale majorităţii amplasamentelor au fost 
destul de lungi {T0 >0,9 s). 

CaJ>acitate3: · '?e amorti~re a m~diilor e_ste relati:V ridicat~,. î~ funcţie de 
proprietăţile fiz1co-;mecamce, fracţiunea din amortizarea critica variind în 
general între valorile v = 0,10 ... 0,50. 

7.10.3. Rezonanţă tranzitorie - amplificare seismică 

Spectrele Fourier ale amplitudinilor, care pun în evidenţă compoziţia 
spectrală a unei mişcări seismice, prin conţinutul de frecvenţă al înregistrării, 
precum şi componentele semnificative, permit identificarea perioadelor predo
minante ale fenomenului seismic. 

Caracteristicile perioadelor predominante ale mişcării terenului în timpul 
evenimentelor seismice dePind în principal de magnitudinea cutremurului, 
distanţa epicentrală, configuraţia topologică a zonei, mecanismul de focar 
(în special a,dîncimea acestuia), precum şi de condiţiile geologice locale ale 
am.p'laşamen.tuluţ. Cu.cit distanţa epicentral~ şi 9.urat8: semnific:ttivă a mişcării 
seismice sînt mai man, cu atît fenonienul se1sm1c va fi caracterizat de compo
nente cu frecvenţă joasă, adică cu perioade predominante lungi. S-a consta
tat că în cazul. cutremurelor normale sau intermediare puternice (de magni
tudine M > 6,5) mecanismul de focar generează perioade predominante 
relativ lungi (To> 1 s), iar în cazul cutremurelor slabe (normale) sau chiar 
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m~i puternice (superficiale), mecanismul de focar genetează·p-erI6~de1>riJ:t6::. 
mmante scurte (T0 < 0,5 s). · . ,.. :.·;.,; 1,;,;.·;.,,;41-

0 im~!.tantă in~luenţă asupra apariţiei perioadelor predominante\ 1!n i 
o a1;1 cond1ţ!Ile geolog1~e locale :ile terenului, c~respunzătoare a~pjasamenhilu1, 
~a1 ale~ cmd d_tpoz1tele ~ed1m~ntare a_parţm cuatemaruluf,J176]. fotrucît 
m_ depozitele sed~menta:e ş1 aluvionare vitezele de propagare a.le. undelor seis
mice secun~re smt mai reduse, ca urmare _a scăderii modulului de elasticitate 
t~ansver_sală, conform formulelor (7.25) ş1 (7.37), perioadele 'predominant 
ţm special _cele fundame?tale) rezu~tă mult ma~ ridicate .. Ase111enea situaţ/ 
m car~ ~~a~e p_redommante lungi au caractenzat componentije distructive 
ale mişcam seismice, s-au semnalat în depozitele sedimentare moi afinate şi 
de dată relativ recentă, în unele zone din Chile Iugoslavia Japonia Mexic 
Româ1_1ia, S.U.A. (California, Alaska), VenezueÎa etc. i ' ; ' ·. • 

Existenţa ~nor componente i~~~nsive cu pei:ioa~e fundamentale predomi
nante T0 man :1u cc:mdus la ~va:u importante ş1 chiar la distrugerea completă 
a_ unor :tructur_1 mai zv~lte m timpul multor cutremure, dintre care se men
ţ1oneaza: .Fukui- Japon:a, 1948 (T0 = 0,5 ... 1,5 s), Mexico City, 1957 (To> 
~-2 s), Nagoya:-Japonn, 1963 (T0 = 1,2 s),Anchorage-Alaska (T0 >0,6 s), 
~ugata- Japoma _1964 (T,0 '"'."' 0,5 ... 1,0 s), Caracas-Venezue,la, 1967 (T0 > 
:- 0,6 s), Bucureşti-Romama, 1977 (T0 = 0,9 ... 1,7 s), Mo_nfonegro-Iugosla
Ha, !979 (~0 =:= 0,7 ... 1,4 s). Acest fapt este datorat .unui fenomen de rezo
nanţa tra~ziiorie s~1: de a_mflîficare ~ei'smică, întrucît perioadele proprii ale 
~onstr~cţulor se afla m vee1~a ta tea perioadelor predominante ale componentelor 
mtens1ve ~ cutremurului. Eţectele seismice înregistrate în timpul cutremu
relor menţ~nate au fo~t. maJore, amplificările seismice fiind generate, în 
a!ara mec3!11_smelor specifice de focar, în mod decisivde caracteristicile geolo
g!ce superf1oale ale _ampl~samentelor, deşi distanţele epicentrale au fost-Varia.., 
bile (295 km-Mexico City, 55 km - Caracas, 165 km-:- Bucureşti) ... 

Cercetările~; ~eismologie pură ş\ inş-inerească au identificat existenţa unor: 
:,zo1!e de .!""!'a m c:ire efectele. se1sm1ce de suprafaţă au fost minime, chiar 
m s1tuaţ11le m care d1stanţ~l~ ~p1centrale erau reduse. Aceste fenomene parti
c~la:e -~e datoresc carac_tenst~e1lor globale şi locale ale mediului de propagare, 
filtrar~i comj;onente?or intensive, atenuări1or interne, existenţei unor ecrane de 
reflexie sau refracţie etc. · 

Indiferent de perioade!~ pred?mi;1ant~, ~ondiţiile geologice locale ale ampla
samentelor au_ un_ rol pnmor~1al m pn:'mţa efectelor seismice înregistrate 
la suprafaţa libera a terenului .. Terenunle cu sensi'bitt'tate sei'smi'că ridicată 
(depozitele se~imentare aluviona_re, _afinate, necoezive; neconsolidate, umplu
turile, tereminle saturate) contnbme la majorarea efectelor seismice de 2-5 
ori în raport cu stra!uril_e compacte, tari şi consolidate. Aşa se explică marile 
d_ezastre s~alate m timpu~ unor qitre11.1ure puternice, dintre care pot fi 
c~tateur:mato:1rele: San Franc1sc?-Califorma 1906,Messina-Italia 1908,Hansu 
şi Sans1-~hma ~920, Tokyo ş1 yokohama-Japonia 1923, Fukui-Japonia 
19~8, Mexico Ct!Y 1957, Aţadir-Maroc 1960, Valdivia . şi Conception 
Chile . 1960, ScopJe-lugoslav1a 1963, Anchorage-,-Alaska, 1964, Niigata-,
Japoma 1964, Caracas-Venezuela 1967, Konva-India 1967 Tokachi Oki..;... 
Japonia 1968, Lima~Peru 1974, Tangshan-Cbina 1976, :Mii{danao-1.<ilipine 
1976, Khorasan-Ind1a, 1979, .El ..Asnan-Algerial980 etc. . ' , 
. Inf_lu~ţa pr~P;_ietăţilo: straturilor_ ·s?perficiaţe asupra configuraţiei şi 
mtens~tăţn mişca:n s~1sm1c_e e?te pusa m eYidt;nţă în figura 7.29 [71], îi\ 
:are_ smt redate mreg1_str~nle, mstrumentale obţmute la Arvin Tehachiâpi 
m timpul cutremurului dm 11.ern County-Taft din 2L iulie. 1952. Astfel, Îfi 
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figura 7.29, a este redată înregistrarea deplasărilor într-un teren aluvionar, 
iar în figura 7 .29, b se prezintă înregistrarea deplasărilor într-un teren compact, 
stîncos, ambele fiind obţinute la suprafaţa liberă a terenului. 

7.10.4. Focalizarea fenomenelor seismice 

Focalizarea undelor seismice, în anumite zone relativ restrînse situate la 
suprafaţa terenului, reprezintă un proces de propagare şi amplificare locală 
extrem de complex, încă neelucidat în totalitate, care se manifestă uneori 
cu violenţă, independent de distanţa epicentrală. La generarea acestui feno
men seismic particular, un rol important îl au caracteristicile geologice globale 
ale mediului de propagare, precum şi condiţiile locale specifice straturilor 
superficiale. 

Se admite că focalizarea fenomenelor seismice survine în acele zone în care 
există depozite sedimentare sau aluvionare adînci, sensibile din punct de vedere 
dinamic. Ap1riţia focalizării pe suprafeţe destul de limitate, poate fi atribuită 
şi proc~sul~~ ~e reflex!e şi r~fracţie ~ undel?r seismice la contactul cu anumit~ 
discontmuitaţ1 geologice existente m medml de propagare. Acestor cauze li 
se asociază perioadele predominante ale depozitului geologic local, proprie
tatea de filtru dinamic a mediului de propagare, precum şi interacţiunea dintre 
stratele superficiale. S-a constatat că o influenţă importantă o are configuraţia 
topologică a zonel?r în care se man~fes!ă cutremurele _pute;nice: Asemenea 
fenomene de focalizare a efectelor se1sm1ce de suprafaţa se . mregistrează cu 
regularitate în timpul cutremurelor de mare intensitate. Dintre cazurile de 
excepţie pot fi menţiona te focalizările puternice produse cu ocazia cutremurelor 
de la -Fukui-Japonia 1948, Skopje-Iugoslavia 1963, Caracas-Venezuela 
1967•, precum şi de la San Fernando-California 1971, cînd staţia din munţii 

317 



San Gabriel situată în apropierea barajului Pacoima a înregistrat o acceleraţie 
maximă care a depăşit_ l g. Focal~zarea se_ismic~ ~e excepţie produsă la San 
Fe1:1ando ~e datoreşte ş1 pa~an::ietnlor parbculan at cutremurului: 6,6 magni
tud1~~a Richter,. 13 ~m admcimea foc~rul~i, . 4 km distanţa epicentrală a 
staţ1e1 San Gabnel ~1. 7 s durata şoculm seIS?J-iC (fig. 7.13). · 

în general, apa_n_ţ1a fenomenelor de focah;Zare e~te specifică cutremurelor 
?ormale sau superf1C1a,le .. In acest sens :poate fi m_enţ1onat şocul seismic produs 
m or_a~ul ~arocan ~gad1r (29 feb1:11ane 1 ~60), Situat. pe un teren aluvionar 
st~atificat m apropierea oceanulm Atlanbc. Amploarea catastrofei seismice 
( 11st,;11ge_,rea aproap_e ~ompletă a ?raşului şi maţ mult de o trein::ie din populaţie 
d1sparuta), se explica prm focalizarea puternică a undelor seismice provenite 
din_foca~l ~at în imediata vecinătate, la o adîncime de aproximativ 3 km 
deşi m_a~it~~mea a fost dest?l _de redusă (M = 5, 7) şi de asemenea prin dura ta 
(semmficabva) destul de nd1cată pentru asemenea categorii de cutremure 
(15 s). 

Cu toate că focalizarea seismică este influenţată direct şi de mecanismul 
de f?car, ~aracteri_stic cutremurelor superficiale de faliere, cutremurul inter
mediar vrmcean dm 4 martie 1977 a pus în evidenţă numeroase fenomene de 
focalizare şi directivitate pronunţate ale undelor seismice. Asemenea fenomene 
s-3:u produs în ~uc1;1reşti, Zimnicea, Turnu Măgurele şi Craiova, la distanţe 
ep_1centra~e _aprec1~bile, _ceea ce reprezintă o situaţie aproape unică în istoria 
se1smolog1e1 cu aht mai mult cu cît asemenea fenomene, chiar de mai mică 
amploare, nu s-au semnalat în zone apropiate de epicentru, deşi conditiile 
geologiei locale erau favorabile în acest sens. ' 

7.10.5: Comportarea terenului în timpul cutremurelor, 
Deformări cu caracter permanent 

. Principalii factori care influenţează asupra comportării terenurilor, în 
timpul cutremurelor puternice, sînt: 

. - caracteri~ti~i~~ c1;1tremurul?i (intensitaJe-~cceleraţie maximă-magnitu
dme, durata ~işc:a~u, d1stanJa epicentrală, ad1~cin::iea focarului etc.); 

-: c_aracteristlcile geologice globale ale medmlm de propagare cuprins între 
sursa ŞI amplasament; 

- caracteristicile geologice locale ale amplasamentului (geomorfologia, 
stratigrafia, gr:os~~ea 1epozitului ~uperfici~l, ni:'elul apelor subterane etc.); 

- ~aractenstic1le fizico-mecamce ş1 dmam1ce ale terenului (rezistenţă 
m~camcă, unghi de frecare internă, porozitate, consistenţă, perioade predo-
mmante etc.). i 

Cele mai importante modificări care pot surveni în starea de echilibru a 
straturilor superficiale sînt: . 

- rupturi în scoarţă (ascendente sau . descendente) însoţite de prăbuşiri 
sau procese de faliere ; · · 

- alunecări de terenuri care pot antrena deplasarea versantilor; 
- reactivarea unor falii existente; · · ' · 
- tasări, produse prin fenomenul de compactare, ale depozitelor granulare 

necoezive; 
- lichefierea depozitelor nisipoase saturate. 
Defonnările permanente cu caracter. tectonic sînt în general specifice 

cutremurelor cu focarul relativ superficial. · In acest sens· pot fi menţionate 
efectele tectonice provocate de mişcări seismice puternice în oraşele Fukui
J aponia (1948), Puerto Montt-Chile (1960), Agadir-Maroc (1960),Anchorage 
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-Alaska (1964), Niigata-Japonia (1964), San Fernando-California (1971), 
Managua-Nicaragua (1972), El Asnan-Algeria (1980) etc. 

Fenomenele de lichefiere, ·ca urmare a creşterii presiunii apei din porii 
nisipurilor gra~ulare apar~nt_ comp_acte, . cond?c _Ia cedări. instantanee ale 
terenului, însoţite de tasăn d1ferenţ1ate ş1 presmm laterale importante. Ase
menea fenomene s-au manifestat la Puerto Montt şi Valdivia (1960), la Niigata 
{1964), Anchorage (1964), Tokachi-Oki (1968), San Fernando (1971), Tangshan 
(1976) etc. , · 

Terenurile cele mai sensibile la deformări cu caracter p::rm2nent sînt 
cele cu pronunţată neomogenitate, slab consolidate şi de consistenţă redusă. 
Din această categorie fac parte depozitele aluvionare, alcătuite din materiale 
granulare (nisipuri fine, pietrişuri mărunte), afinate şi saturate, definite prin 
compoziţia granulometrică, densitatea aparentă, textură, rezistenţa la forfe
care, nivelul apelor subterane etc. 

Cutremurul vrîncean din 4 martie 1977, deşi intermediar, a produs 
modificări morfologice destul de importante ale terenului, dar izolate ca 
răspîndire şi amploare, mai ales în zonele de sud ale ţării [131]. Astfel, s-au 
produs crăpături_ în s:oarţă şi compactări de ~e;en în zona s~b~arpati~ă 
(judeţele J:<ocşam, Buzau ş1 ~rah?va) .. pr~cum ş1 m ur:ele locun_ ~1tuate 1_n 
Cîmpia Română (Slobozia,_ Gm:gm, Z1mmce_a, Turnu M_a~rele) ş1 m Oltema 
(Craiova). Fenomene de lichefiere a .1epozi:,te!?r ~e n_1s1p ~tTI:rate '.1-u. fost 
semnalate în special de-a lungul lune11 Dunarn (Gmrgm, Z1mmcea ŞI 1 urnu 
?IIăgurele) precum si în municipiul Iasi. 
" ln afa~a efcctelo'r distructive pe ca{e le are acţiunea dinamică produsă 
<le mişcarea seisrriică asup:r:a construcţiilor, deţormă:ile permanente ,al~ tere-
1mrilor pot provoca une<_m dezastre m~lt mai man, aşa cum s-a ~nt~1;1:plat 
în timpul cutremurelor dm oraşele Fuku_1_ (19~8), Anchora~_e (19_64) ş1 Nuga ta 
(1964). Cele mai afectate sî~t c~>IlSt~~ţule situate p~ f'!-1~1 actIYe sau poten
tiale (în cazul cînd acestea smt 1dent1ficate). Caractenst1cile de deformare ale 
terenului constitue unii din parametrii de bază în activitatea de elaborare 
a hărţilor de micro/macrozonare seismică a teritoriului. 

7.11. SEISMICITATEA TERITORIULUI ROMÂNIEI 

7.11.1. Caracteristicile cutremurelor din România 

România este una din tările lumii supusă unui regim seismic persistent, 
periodic şi sever, provenintl'din surse cu ~arac_ter t~cţo,?i~ d~ m~re diversitate. 
Astfel, pe teritoriul ţării noastre se mamfesta activ1taţ1 seismice cu car'.1-~ter 
particular datorită diversităţii categoriilor de cutremure: superficial~ 
(H ,.;; 5 km) crustale (normale) cu focar ascendent (5,.;; Ho:;; 30 km) ş1 
intermediare' (70~H ~ 170). Cutr~murele cele mai in_tensive ca_:e se pr?duc 
în România sînt de tip intermediar (cu focare persistente), fnnd localizate 
în cotul muntilor Carpaţi în zona Vrancea. Cutremurele care se produc în 
Vrancea, numite şi cutremure m_ot4a_ve, reprezin_tă fe~omene_ seis:11-ic_e sin_gulare 
pe plan m?nd\al prin c_aractenstie1le geometrice, cmemat1:e ş1 dmanuce al~ 
focarelor ŞI prm mecamsmul de gen~rare al ~cesto:a·. Dupa B. Gute1:1berg ŞI 
Ch. F. Richter, [66] cutremurele vnncene smt asimilate, ca mecamsme de 
focar cu cele care se produc în munţii Hindu Kush (Afganistan) şi Bucara
manga (Columbia). Efectele acestor cutremure sînt neînsemnate întrucît 
:se produc în zone slab urbanizate şi industrializate. Cutremurele vrîncene 
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au în general focarele situate la adîncimi H = 70. , • 170 km, dar cele mai 
frecvmte Ji violente au po~iţi3: fo~arului la J! = 130 <· . _150 km [161J. ' 

Tectonica generală a ter1tonului României pune în 'evidenţă un conglo
merat de plăci şi subplăci convergente în zona Vrancea (fig. 7.30). Centura 
alpino-carpato-caucaziană, cu structură geologică extrem' de complexă, 
situată la extremitatea vestică a plăcii gigantice euroasiatice, cuprinde sub
plăcile din Mediterana de vest, din aria panonică şi transilvană, precum şi 
din Marea Egee, fiind delimitată prin munţii Carpato-Balcanici. Subplăcile 
situate în sudul munţilor Carpaţi, conectate cu cele balcanice, definesc global 
subplaca (sau platforma) Moesică. Aceste conglomerate de subplăci caracte
rizează zone tectonice cu seismicitate ridicată şi, activă în care se produc 
cutremure generate de focare superficiale, crustale (normale) şi subcrustale 
(intermediare), prin procese de faliere sau de subducţie a plăcilor. La con
fluenţa extremităţii estice a plăcii euroasiatice, subplăcilor intra•alpip,ă şi 
moesică este situat teritoriul României, caracterizat prin tectonică neomo
genă şi activitate seismică pronunţată în curbura Carpaţilor orientali (definită 
de zona Vrancea), prin cutremure de frecvenţă şi intensitate variabile. în afara 
acestei zone, bine precizată seismic, care generează cutremure subcrustale 
(intermediare), pe teritoriul României se mai produc cutremure superficiale 
şi crustale cu energii moderate. Localizarea cutremurelor în zona Vrancea, 
în lungul depresiunii Focşani-Odobeşti, a permis identificarea genezei mişcă
·rilor seismice puternice care se manifestă la intervale de timp destul de mari, 
caracterizate prin energii eliberate în focar imense şi distribuite radial 
neuniform. 

Cutremure superficiale şi crustale, generate pdn mecanisme de faliere au 
fost localizate în Banat, Crişana, Maramureş, Bucovina, zonele Făgăraşului 
şi Tîmavelor, precum şi în Cîmpia Română şi su.du! Dobrogei. Cele mai i;ecente 
cutremure superficiale semnificative s-au produs în lungul faliilor Videle
Roşiorii de Vede (20 aprilie 1977) şi Ploieşti-Fierbinţi-Călăraşi (28 iunie 
1977). . 

~km 

Fig. 7.30 
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~vînd în_v_edere totalitatea ~~selor s~smice_ g~eratoare ~e mişcări tec
tomce superficiale, rezultă că peste !>0% dm teritoriul României este afectat 
de cutremure puternice sau moderate. 

7.11.2. Scurt istoric 

Documentele istorice menţionează că pe teritoriul ţării noastre s-au mani- · 
festat de-a lungul secolelor cutremure puternice, provenite în special din 
zona Vrancea, care au produs victime omeneşti şi importante pagube materiale. 

Dintre cutremurele cele mai violente, cu efecte distrugătoare deosebite 
istoriografia a reţinut următoarele date semnificative: 29 august 1471 (avariC-: 
rea Mănăstirii N~amţ), 8 noiembrie 1620, 12 iunie 1701,. 11 iunie 1738 (dis
trugerea. turnu.Im ~e ţa Curtea DolllI}ească), 2~ octombrie _1802 (prăbuşirea 
Turnului Colţei), 1 mhe 1829 (produs m zona Crişana), 13 noiembrie 1868 etc.· 
În acest secol, cele mai importante mişcări seismice s-au produs la 6 octombrie 
1908, 25 mai 1912, culminînd cu dezastrele înregistrate la 10 noiembrie 1940 
şi 4 martie 1977. , . 

Cutremurul vrînceaD: d~n 19~~, unul dintre cele m:ti puternice după 1802, 
a pro_voc_at ~u~~oase vic_t1me şi imense pagube materiale pe o suprafaţă mare 
a tentori~lm ţaru [1~]. Distrugerea completă a blocului Cadton din Bu_cureşti,.~~ ______ _ 
construcţie cu 12 etaJe avînd structura de rezistenţă din cadre de beton armat, 
a. constituit pentru acea epocă cea mai mare catastrofă din tehnica betonului 
armat. Epicentrul acestui cutremur a fost localizat în zona Vrancea prin coor-
donatele 45°8' latitudine nordică şi 26°7' longitudine estică. Focarul cutre-
IJ?-Urului.~ fost situat. la~ adîncime d~ cir~a 133 _km, ia~ ca severitate s-a apre-
ciat ca fnnd de magmtudme llf =7,4 ş1 de mtens1tate seismică maximă 1'.:fM = 
= IX. în figura 7 .31 se prezintă harta cu izoseistele acestui cutremur [158] 

Ultimul cutremur de amploare, generat de un focar situat tot în curbur~ 
munţilor Carpaţi (Vrancea) s-a manifestat cu deosebită violenţă în seara zilei 
de 4 martie 1977. 
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Prin dimensiunile p.1gubelor materiale, atît în mediul urban, cit şi rural, 
acest cutremur poate fi considerat ca cel mai dezastruos din istoria României, 
avînd în vedere dezvoltarea socială şi industrială pe care au cunoscut-o în· 
ultimele decenii zonele afectate de seism. Date de natură seismologică asupra 
cutremurului din 4.IIl.1977 vor fi prezentate în continuare, iar cele referi-
toare la comportarea construcţiilor în capitolul 8. . 

În tabelul 7.7 se prezintă o sinteză a cutremurelor cu magnitudinea 
M;;,, 5,5 produse pe teritoriul României în perioada 1901-1 984, pe baza 
cercetărilor efectuate de C. Radu [165]. 

TABELUL 7.7 

CUTREI\IURELE CU l\lAGNITUDINEA M;;,,5,5 PRODUSE PE TERITORIUL ROMÂNIEI 
1N PERIOADA 1901-1984 

li Nr. , I ORA I LATIT., LONG. I ADIKC. I' 
t DATA (GMT) N E H (km) 

J cr · 1 · (grade) (grade) 

I 
(MSK) 

I 1 1903.IX.l3 08:02 45,7 26,6 60-163 I YI-VII 

1-2- f!904.II.06 02:49 45, 7 26,6 60- 1631 YI 
!------- --------
i 3 1908.X.06 45,5 26,5 

----\---
21:39 l.50 i \'II-VIII 

i 

I R~H-1 ZONA 
TER 

6,3 Vrancea 

5, 7 Vrancea 

6, 75 Vrancea 
i-
i 4 1912.V.25 _1_8_:0_t_,_4_5;..' 7 __ 2_7,_2_ I VII 6,0 Vrancea 

---1-----1•--
80 

! 5 1916.I.26 07:38 5-60 : YIII ___ , ___ _ 6,5 C împulung 

I 6 1917.VII. ll 03:23 45, 7 26,6 60-.163 VI 

/---;- 1929.XI.01 06:57 =4=5_,-9= =2=6=,5=::==1=6=0==i Yl-'-VII _5_,7_5 

! 8 1934.111.29 20:06 _4_5_,8 __ 2_6_,5 ___ 9_o_/~-'-'_II __ , __ 6,_2_5 _,_,r_a_nc_e_a __ 1 

5,5 Vrancea 

Vrancea 

Î 9 1940.Vl.24 09:57 45,9 26,6 115 , Y-VI 5,5 Vranl!'ea 
I' -- ---<---- -----1---1 

,_10 ___ 19_'1_0._X_.2_2 ___ 0_6:_3_7--1_4_5.:_,8 __ 2_6,_4_ 122 VII 6,5 

i 11 19'10.XI.08 12:00 45,5 26,2 145 1 \"I 5,5 Vrancea 

Vrancea 

I :: -1-
1
:-:0-

0
:-:-:-::-:-- --:-;-::_:-,=_::-;:.-·::- _=:=-:=:-:=-,1_~-:..-:=;_0-

3
==1.1~.. ·. :.: .. 1 _. _:_::_. _,_:_::_:_:_::_: __ , 

) 14 19'15.111.12 20:52 45,6 26,4 125 i==i=l 5,5 Vrancea 

_1:>_-_1_1_9_45_._IX_.0_7__ __1_5_:'1_8_, ~-'1~5-,_9= =Z=6=, 5=:::===7=5== j YII -VIII 1-6_,5_1 __ ,_'r_an_.c_e_a __ , 

16 1946.XI.03 18:47 45,6 26,3 HO ' VI I , 5,5 Vrancea 
~· ------ --- --- ----

17 1948.V.29 I 04:'19 45,8 26,5 140 H-\"II 5,75 Vrancea ·--~------,---~--- ---- ____ _, ___ , ____ _ 
1_18_ 1950.VI.20 _O_l_:0_8---1,_4_5_,9_126,5. __ 16_0 ____ V_I ____ 5_,5_:_,_·,_a_n_ce_a __ 

1 

~ _19_6_0._X_._13__ 02:21 '15,7 _2_6_,'l"- 1 __ 1_6_0_, ___ V_I ____ 5_,5_1 __ ,_·r_a_nc_e_a __ 1 

20 1966.X.02 11:21 _'1_5,_7 __ 2_6_,5_
1 
__ 1_4_0 ___ ,_·r ___ 5,_5_ Vrancea 

21 1973.VIII.20 15: 18 45, 7 26,5 73 \"I 5,5 Vrancea --·t----
22 1976.X.O 1 17 :50 _'1_5_, 7 __ 2_6_,5_ •~1_4_6 ___ ,_· -~V_I '--I 5,5 Vrancea 

23 1977.III.04 19 :21 45, 78 _2_6,_7_8 ---'-9~3 _____ -___ 5_, 5_1,_,_·r_a_nc_e_a_--1 

24 1977.III.04 19:22 45,72 26,9'1 79 - 6,5 Vrancea --·•------- -----1,-
25 1977.111.04 19:22 ---:----

1 19:22 26 1977.III.04 

Q3 -. 6,5 , Vrancea 

109 YIII-IX 7,2 Vrancea 

45,48 26,78 

45,34 26,30 
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7.11.3. Cutremurul din 4 martie 1977 

Datorită modului plrticular de generare, mecanismului de focar şi corn-· 
poziţiei spxtrale, cutremurul din 4 martie 1977 reprezintă o exp.:!rien{ă 
seismologică unică p.:! plan mondial prin violenţa acţiunii şi prin implicaţiile 
de ordin seismologic, geofizic, ingineresc, economic şi social. Aproap3 30% 
din teritoriul României a fost puternic afectat, înregistrîndu-se pierderi de 
vieţi omeneşti şi imense pagube materiale, în special în zonele din sudul 
ţării (Bucureşti, Vălenii de Munte, Cîmpina, Zimnicea, Turnu Măgurele, 
Craiova etc.). 

Din datele oficiale a rezultat că în urma cutremurului, 1570 de p~rsoane 
şi-au pierdut viaţa, 11 300 au fost accidentate, iar circa 32 900 de construcţii 
au fost distruse sau grav avariate, cele mai mari daune fiind înregistrate în 
Bucureşti. 

Aria de manifestare a mişcării seismice a fost deosebit de extinsă, cutre
murul resimţindu-se din Sicilia pînă la Moscova şi Leningrad şi de asemenea 
în sud pînă în Grecia, aşa cum reiese şi din harta distribuţiei intensităţilor 
macroseismice elaborată de N. V. Shebalin [112] în anul 1977 (fig. 7.32). 

Magnitudinea medie a cutremurului s-a apreciat la valoarea 111 = 7,2 
(căreia îi corespunde o energie eliberată de aproximativ 4 • 1022 ergi), iar 
adîncimea focarului H ~ 100 km (există mai multe păreri în acest sens). 
Deşi magnitudinea siesmului din ·UII.1977 a fost mai mică decît cea a cutre
murului din 10.XI.1940 (1vf = 7,4), datorită adîncimii relativ mai mici a 
focarului (faţă de 133 km) efectele produse la suprafaţa liberă a terenului 
au fost mai ample. 

Cea mai semnificativă înregistrare instrumentală s-a obţinut în staţia 
seismică INCERC-Bucureşti cu un accelerograf tip SMAC-B (de construcţie 
japoneză). Accelerogramele obţinute, şi apoi corectate, sînt reprezentate în 
figurile 7.14, 7.15 şi 7.16. 

Cutremurul din 4 martie 1977 a fost definit ca un eveniment seismic multi
plet cu caracter de multişoc, care pune în evidenţă complexitatea parti~ulară a 
focarului şi a mecanismului de generare [32], [112], [138], [163]. Intrucît 
poziţia epicentrului este aproximativ identică cu cea a cutremurului din 
1940, se p:esupune că există o tendinţă de „migrare" a focarului către sup:·a
faţă. Directivitatea efectelor seis:nice importante (implicit a energiei eliberate 
în. focar) s-a manifestat către S-\\', în timp ce în anul 1940 dHrc l\'-E, 
ceea ce justifică fenomenele de amplificare şi focalizare r~ direcţia Bucureşti -
Zimnicca-Svistov (Bulgaria). 

Cutremurul din 10 noimebrie 1940 s-a caracterizat printr-un şoc unic, 
în timp ce mecanismul de focar al cutremurului din 4 martie 1977 a fost 
definit prin trei şocuri multiple, de natură tectonică diferită, succedate pc
o durată de 19 ,2 s de la iniţierea seismului. Caracterul multişoc al eYenimen
tului seismic din 4.III.1977 a fost identificat p.:!ntru p:ima dată de E. Pcter
schmitt [138], [157], stabilindu-se în cadrul CSBI princip.1lii pJ.rametri 
geometrici prezentaţi în tabelul 7.8, cărora li s-au asociat şi magnitudinile 
determinate de C. Radu şi I. Apopei [163]. 
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TABELUL 7.8 

l LATIT. N I 1.0:--:G. E 
I i I DJF. TIMP I MAGNIT. I ADÎ:S.C. I ORA 

I H (km) I (G)!T} (s) M 4 MARTIE 1977 {grade) (grade) I 
I 

I i I I 5 I 
26,78 I 93 19:21:56,2 o 

PREŞOC F 
I 45,78 I ! I ! 

I 
I j ' 79 I 19:22:00,9 4,7 6,5 

ŞOCUL S1 45,72 26,94 I 
I 45,48 26,78 93 19:22:08,5 12;3 6,5 

ŞOCUL S2 I 
I 

ŞOCUL Sa 45,34 26,30 109 i:J:22: 15,4 I 19,2 7,2 
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Asupra valorii magnitudinii ceiuI de al treilea şoc S3 s-au elaborat nume
roase studii, rezultatele obţinute fiinq aproape identice. Dintre aceste rezultate 
se menţionează următoarele: ' 

M = 7,2 - National Earthq:irake Information Service, Colorado (Pasa-
dena Station) - U.S.A. (NEIS); 

M = 7,3 - Institut Fiziki Zemli, Mos,kva - S.S.S.R. (IFZ); 
M = 7,2 - United .States Geologica! Survey - U.S.A. (USGS); . 
M = 7,1 - Centrul de Fizica Pămîntului şi Seismologie, Bucureşti -

România (CFPS) ; · · 
M = 7-7,25 - Centre Seismologi4ue Europeo-Mediterraneen, Str2.s

bourg - France (CSEM). 

Prin analizele multiple efectuate ulterior, C. Radu [164] a stabilit în mod 
definitiv valoarea 1,1 = 7,2 pentru şocul principal S3 care s-a produs după 
19,2 s de la preşoc F, numit şi foreshock. În figura 7.33 este reprezentată 
distribuţia epicentrelor corespunzătoare preşocului F şi celor trei şocuri 
succesive S1, S 2, S3• 

Cu privire la energia seismică eliberată în focar, în lucrarea [59] s-a aplicat 
relaţia dintre energie E (exprimată în ergi) şi magnitudine M, şi anume 
log E = 11,8 + 1,51vl, stabilită de Ch. F. Richter, pentru cutremurele inter
mediare vrîncene. Pe baza acestei relaţii s-au evaluat energiile seismice ale 
unor cutremure semnificative produse în perioada 1940-1977. Se face men
ţiunea că şi celelalte caracteristici geometrice şi de magnitudine, date în 
tabelul 7.9, sînt conţinute în studiul citat anterior. 

Compararea poziţiei epicentrelor cutremurelor din tabelul 7.9 (fig. 7.34) 
cu situaţia din 4.III.1977 (fig. 7.33), pune în evidenţă persistenţa şi stabili
tatea unei suprafeţe epicentrale restrînse, independent de magnitudine şi 
adîncimea focarului. 

Cercetările efectuate de D. Enescu împreună cu E. Crişan şi R. Plaviţă 
[59] au condus la corectarea relaţiei de legătură E-M (fig. 7 .35) obţinîndu-se: 

log E = 12,51 + 1,5M. 
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TABELUL 7.9 

I I COORD. EPICENTRU ,,\DÎNCIME I MAG!-:IT. 
~r. I CUTREMUR 

I 
ORA ENERGIE 

crt. (data) (GMT) LATIT. N I LONG. E H (km) M (ergi) 

1 I 22.X.1940 06:37 45°8' 26°4' I 125 6,5 3,55 X 1021 

2 IO.XI.1940 01:39 45°8' 26°7' 1:33 7,4 7,94 X 1022 
--
I 3 07.IX.1945 15:48 45°9' 26°5' 80 6,3 1,78 X 1021 

6,5 3,55 X 1021 
1--

80 I 4 0').XII.1945 06:08 45°7' 26°8' 6,0 6,31 X 1020 

j 5 29.V.1948 

I 
04:48 45°8' 26°5' 130 5,8 12,70 X 1020 

I 6 04.IIl.1977 19:22 45°8' 26°8' ~100 - o 3,98 X 1022 '·-

Efectele de suprafaţă observate, asociate unor înregistrări instrumentale, 
au permis trasarea izoseistelor cutremurului din 4.IU.1977 de forma prezen
tată în harta din figura 7.36, elaborată de T. Iosif şi S. Iosif [112]. Rezultă 
-că intensitatea maximă s-a manifestat în zone destul de limitate situate pe 
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direcţiile N-E şi S-W de epicentru 
(izoseista I= 7), precum şi în anumite 
perimetre restrînse în care efectele se
i5mice au. fost focalizate şi amplificate: 
Huşi şi Iaşi (către N-E) şi Bucureşti, 
Zimnicea şi Craîova (către S-W). 1n 
acelaşi timp, forma asimetrică a izo-
seistei I= 7, datorată rolului de ecra
nare al munţilor Carpaţi, defineşte 
propagarea neuniformă a energiei elibe
ra te în focar·, iar conturul eliptic (mar
cat cu linii întrerupte în figura 7 .36) 
evidentiază.. fenomenul de directivitate 
accenti'.tată a efectelor seismîce de 
suprafaţă. Amplificările. macroseismice 
înregistrate în zonele menţionate se 
datoresc în special sensibilităţii seis
mice a straturilor geologice specifice 
depozitelor superficiale, precum şi 
mecanismului defocar, deşi distanţele 
epicentrale au fost relativ mari (Huşi 
1 '1.0 km, Iaşi 160 km, Bucureşti 165 km, 

-···----------- Zimnicea 260 km, CraioYa 290 1..-m). 

log E = 12,51 „1,sM 

în urma unui program de coope
rare cu Centre seismologice din Albania, 
Austria, Bulgaria, Cehoslovacia, Fin
landa, RD.G,, Grecia; Iugoslavia, 
Polonia, tJngaria şi U.R.S.S. a fost ela-

L borată harta. cu i.zoseistele cu tremuru-
10 io 5 ------·------J lui din. 4 m.ârtie 1977 (fig. 7.37) din 

6 7 8 care rezullă.imensa arie de răspîndire a 
MAGNITUDINE M - fetiotnemtluiseismic{2· 106 km2,-grade 

de intensitate seismică MSK ~ IV). Fig. 7.35 
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Zonarea seismică a teritoriului ţării noastre a suferit modificări şi îmbună
tăţiri în unna seismului din 4.III.1977. Harta din figura 7.38 prezintă (compl.
rativ) zonarea seismică oficială a României înainte şi dup1 acest cutremur. 

r * ,* * 
Din succinta prezentare a seismicit.'iţii teritoriului României rezultă că cele 

mai puternice cutremure produse în ultimele două secole au fost următoarele: 
26 octombrie 1802, M ~ 7,5, 

- 10 noiembrie 1940, M = 7,4, 
4 martie 1977, 111 = 7,2, 

toate provenind din focarele intermediare situate în Munţii Vrance1. S-a 
estimat că perioada de revenire a cutremurelor vrincene cu magnitudinea 
1\,[ = 7 este de circa 33 ani, iar cu .M = 7,5 de circa 81 ani. 

Datorită p1rticularităţilor mecanismului de p:o:iu-::ere (multişoc), a 
situaţiei singulare pe care o reprezintă focarul intermediar vrîncean, precum 
şi consecinţelor sociale şi economice produse, cutremurul din 4 martie 1977 
a suscitat un deosebit interes pe plan internaţional atît din punct de vedere 
seismologic, cît şi ingineresc. El a fost analizat din toate punctele de vedere 
d,3 specialişti români şi străini; multe din studiile consacrate acestui eveni
ment seismic sint citate pe parcursul lucrării şi în lista bibliografică. 

h această privinţă, celebrul seismolog american prof. Charles F. Richter 
(creatornl scării magnitudinilor) se exprima astfel, dupl 4 martie 1977, asupra 
cutremurelor care îşi au originea în zona Vrancea: ... ,,nowl:ere else in the 
world ·is a center of population so exposed to eartliquake originating repcatedly 
{rom tlt~ same source" ... ( ... ,,de altfel, nu există nicăieri în lume o concen
·trare c_le poJ:t;htie atît <le expusă la cutrcillure generate în mod repetat de 
aceeaşi sursa' ... ). 

7.12. P?.ED!CŢIA CUTREMURELOR 

Cercetările cu privire la predicţia cutremurelor puternice, prin precizarea 
magnitudinii, momentului şi locului, deşi sînt de datft recentă au înregistrat 
pînă în prezent unele progrese semnificative. 

Predicţia cutremurelor poate contribui la evitarea pierderilor de vieţi 
omeneşti şi limitarea pagubelor materiale. 

Dintre aspectele fundamentale care intervin în predicţia cutrem?t7elor se 
mentionează: 

G Localizarea zonelor potenţiale sau active care p:;t genera cutremure 
puternice. 

e Supravegherea acestor zone prin observaţii instrumentale SJ.U de altă 
natură care să permită evidenţierea unor elemente specifice premergătoare 
mişcărilor seismice. 

o Identificarea calitativă şi cantitativă a parametrilor caracteristici 
fenomenelor premergătoare cutremurelor. 

411 Investigarea, pe baza unor modele sau scenarii corespunzătoare, a 
informaţiilor furnizate de fenomenele premergătoare. 

Majoritatea cercetărilor în predicţie au constatat că înaintea unui cutre
mur puternic anumite fenomene fizice devin variabile. Se apreciază că în 
general fenomenele premergătoare cutremurelor (fizice, mecanice, topologice 
sau biologice) sînt în număr foarte mare şi numai prin asocierea şi interpretarea 
tururor informaţiilor pot fi exprimate concluzii cu privire la un viitor seism. 
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Seim:ologii din Japonia, S.U.A. şi U.R.S.S, au reuşit să prevadă pînă 
acum unele cutnrr.ure de slabă intrnsitate însă cel mai mare succes în pre
dicţia unor cutnrr.ure puternice 1-2.u înrfgistrat seismologii din China. în 
acest sms, seifmologii chinezi 2u n:uşit să prevadă distrugătorul cutremur din 
provincia Haichrng de 1a 4 febrnarie 1975 (M = 7,3), care a distrus peste 
90% din conshucţii, precum şi suita cutnmure1or de mare intensitate din 
provincia Szechuan produse în zilele de 16, 22 şi 23 august 1976 cu magni
tudini llf = 7,2, .M = 6,7 şi re~pcctiv M = 7,2. Datorită avertizării din 
partea autorităţilor, s-a înregistrat o reducere substanţială a victimelor şi 
pc:gp.be1or materiale. 

1n continuare, se prezintă o sinteză a principalelor metode de investigare, 
care pot conduce la definirea predicţiei cutremurelor. 

7.12.1. Metode statistice 

Metodele statistice se bazează pe interpretarea şi extrapolarea ; 1forma
ţiilor achiziţionate din documentele istorice, sau prin observaţi· , i lungă 
durată, asupra cutremurelor, ca.re în multe ţări au înct:put să fie utalogate 
pe perioade seculare. Principalele aspecte luate în considerare sînt următoarele: 

s Cercetarea în teren a apariţiei unor crăpături, dislocări sau goluri de-a 
lungul marginilor unor falii sau plăci. Asemrnea observaţii se întreprind 

· mai ales în acele regiuni in care nu s-au sEmn;,Jat cutremure în ultimul timp. 
Totdeauna o linişte temporară a unei astfel de regiuni poate prevesti eve
nimente seismice puternice. în această situaţie se află falia San Andreas -
California care nu s-a mai reactivat din anul 1906. 

• Urmărirea migrării epicentrelor, în special a acelora de la extremită
ţile plăcilor. 

• Posibilitatea declanşării unor cutremure prin cauze neseismice (astro
nomice). 

7.12.2. Metode geofizice 

Metodele geofizice au în vedere modificarea sau variaţia unor parametri 
geometrici sau fizici măsurabili, într-un interval de timp dinaintea p:-oducerii 
cutremurului Aceşti parametri, specifici fenomenelor seismice premergătoare, 
caracterizează comportarea rocilor înaintea declanşării unui cutremur puternic 
atunci cind înc(pe procesul de fracturare şi de degradare a zonei focarului. 
Seismologii au identificat următoarele situaţii semnificative premergătoare: 

• Modificarea configuraţiei scoarţei terestre. Acest fenomen este urmărit 
prin reţele de triangulaţii, extinse pe suprafeţe imense, în zonele seismice 
active sau potenţiale, sau prin detectoare cu laser amplasate pe sateliţi sta
ţionari sau pe lună. 

e Variaţia tensiunilor superficiale din scoarţa terestră. 
• Anomalii în privinţa vitezelor de propagare a undelor seismice P şi 

S şi de asemenea în conţinutul spectrala! semnalelor înregistrate. În anul 
1971 seismologii sovietici au comunicat, după 25 ani de observaţii intensive, 
că într-o anumită perioadă înaintea unui cutremur raportul vp/v8 scade cu 
circa 10% in comparaţie cu valoarea norrtJ.ală a acestui raport. Studiind acest 
aspect important în activitatea de predicţie, seismologii americani au ajuns 
însă la concluzia că modificarea raportului Vp/v8 poate avea loc cu 25-75 ani 
înaintea unui cutremur de magnitudine M = 8, cu 6-10 ani înaintea unui 
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cutr~mur cu 111 = 7, cu 1-2 ani cînd M = 6 şi numai cu cîteva zile 'n 1 unui cutremur cu M = 3. 1 cazu 

• Anomalii în cîmpul geomagnetic. 
• Anomalii în rezistivitatea electrică care poate creste • · t · i 10 2001 · '. , 1na1n ea unui se sm cu ... 10 , pnn generarea de potential electric în mediul d 

V · ţ·· , • • . . ' e propagare . 
. • ana u m em1s1a ş1 concentraţia radonului (gaz cu propriet~ţi d" 

active) sau altor gaze subterane. a ra 10-

• Va~iaţii pronunţate ale nivelului apelor subterane care în g n l t 
brusc înamtea producerii şocului seismic. e era creş e 

•. Abundenţa unor cutremure slabe sau moderate şi apariţia 
şocun de prevemre. • unor pre-

-cr • l\fanif~stăi_:i de zgom?te pu_ternice_ca urmare a iniţierii proceselor de de
bradare; ~ocilo~ 1~ focar (f1s~~an, rupen) şi producerii undelor de dilatei.tic p 
. Urm<tnrea rn"trumentala a tuturor fenomenelor illPnti t ~· : 
111terpr t l t· t d , - , ona e, pre"um s1 e ar.ea or coree a, po con uce m mod eficient la predict· t ' 
lor puternice. ,Ia cu remure-

. F~nomene de ti~ul celor descrise s-au semnalat cu ocazia diferit J · ~ · 
seismice cmn ar fi: e or mişcan 

Anchorage-Alasl?a, 27 martie 1964. Cu cîteva ore înaintea de~I n ~ ·· t 
1 · d · • · "' a şan1 cu re-n~uru u1 s-': ~ro us o I;1UP;)rţanta perturbare a cîmpului geomaruetic 

ş1 co;1~entran de. t~nsmn~ ŞI. deforma\ii în straturile superfici~le al~ f:~~~ef 
• . 'A_ iigat_a-Japonia, l~ mn,e 1964. Cu 5 ani Îilainte s-a observat 'd• · 

cu cuca .:J cm a scoarţei terestre. 0 n icare 

Taş~ent-U.R.S.S. 26 aprilie 1966. S-au înreoistrat mari vari·at1·· · 
C 0 ntrat1a d d 4 ·1 . . "' i 1n con-e , e ra on cu z1 e mamtea cutremurului. ' 

_ ~an Ferna_ndo-Calijornia, 9_Jebruarie 1971. Prin reinterpretarea înr is-
t:anţor anterioare cutremurulm, s-a constatat că raportul / _eg 
s·~ţ 1tor p t · , 1 . , . Vp Vs scazuse "" . , en ru ca numai cu c1te,·a um mamtea cutremurului ~ · • 1 norm l D ·a •c· sa revma a . a.. . e ascmei:ea s-au 1 ent111cat anumite modificări ale c ·· f; r t · · 
suprafeţei terenulm. on .gu,a,1e1 

Tangslzan-Chi'na, 28 i'ulie 1976. S-au observat puterni·ce „ d rad lt • · t ul • . . emanaţu e · on cu mu mam ea şoc m se1sm1c. Acelasi fenomen a f st · 
1. ~ lt I ) · • · , o ses•zat (pe 1?-gaa t: e _ş1 mamtea cutremurelor prognozate din 16, 22 si 23 · t 1976 din provmc1a Szechuan. , augus 

Imensa falie San Andreas din California care ar putea gen · .. t '- ' · d' , ' era 1n v11 or cuLre1:1-ure ae magmtu me .,I= 7-8, este urmărită instrmn nt 1 1 
f t"' ' d' · · · t h · · · e a a supraa, <t _ŞI ma mc1me prm e mei mterfcrometrice cu laser cu marrn t t · t · • • , • o e ome re ş1 
şrav1me re, precu~_.ş1 cu 111:eg1st:atoare de radon şi rezistivitate electrică 
m vederea detectaru fracturilor ş1 a tuturor modifica"r1'1or tecton· . ' 

t · t · N · , 1cc care ar 
pu ea m erv~1:1. 1 uma1 m zo~a Los Angcle~. ex(stă_ în dotarea USGS (Unitcd 
States ~eolo0 1cal Surv_ey) peste 150 de staţn seismice de avertizare. Din 1973 
USGS ~1. USCGS (Umted States Coast and Geode tic Survev) cu -.. · l 
Fund t N t' l d şt·· • · • · sp.11 mu . a,1e1 a,1ona e e unţa, au stabilit o retea 1'mensa· p. ~ntru . t· · 
d d . t· · d · , c, terce an e ~r~ 1c,1e ~~ ~ avertizare pe întreg teritoriul S.U.A. 

Sei_ smologu dm China, prin organisme ruvernamental, d t· ~ 
P t · • t· ·t d d • 0 e, es aşoaLt o u em!ca ac 1v1 ate e pre 1cţ1e a cutremurelor bazati pe circa 20 d, t t" 

P t Id b . 'd' . esau o era,10na e· e o ·servare, prunm mformaţii de la peste 300 de st- t 1·· · ·' · t 5000 d d . a, 1 seismice 
Ş: pes e „ e J?Uncte . e observaţie, la care se mai adaugă si contrib ţ· 
<:1torva mu de seismologi amatori. , u ia 

Cercet~i de a:1-verg:u,ră as~pra predicţiei se efectuează cu succes i în 
U.R.S.S. ş1 Japoma pnn man reţele seismice şi de observare. ş 
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7.12.3. Metode biologice 

Metodele biologice sînt bazate pc comportamentul şi reacţiile animalelor 
pe intervalul premergător cutremurelor intensive. Manifestarea neobişnuită 
a unor animale se datoreşte în special schimbării cîmpului electrostatic şi 
magnetic, mirosului gazelor emanate, sunetelor şi vibraţiilor imperceptibile 
pentru oameni etc. 

Dintre cele mai sensibile animale se menţionează reptilele, peştii, cîinii, 
caii, şoarecii, păsările, insectele etc. În vederea urmăririi modului de compor
tare s-au creat staţii seismice „biologice" în cadrul reţelelor naţionale de 
observaţie şi avertizare. în această privinţă cea mai mare experienţă (mile
nară) o au chinezii. Fenomene biologice de excepţie s-au constatat înaintea 
cutremurelor din Itafa (1976), China (1976) şi Guatemala (4 februarie 1976). 

7.12.4. lmplic«!.ţii sociale şi economice 

Activitatea de predicţie a cutremurelor puternice, precum şi identificarea 
zonelor cu risc seismic ridicat nprezintă o p:oblemă fundamentală în ceea 
ce priveşte protejarea oamenilor ş1 conservarea bunurilor materiale. Procesele 
geologice care generează cutremure fiind extrem de lente, este necesar ca 
observaţiile şi investigaţiile să se desfăşoare pe perioade lungi de timp pentru 
a putea stabili aIJ.umite legi rnre guvernează mişcările seismice ale terenului. 

1n această privinţă experienţa pozitivă a cutremurului prevăzut de 1a 
Haicheng {1975) a condus la următoa.rele concluzii: 

• Oamenii de ştiinţă pot obţine informaţii de mare valoare din eveni
mentele specifice premergătoare cutremurelor puternice. 

e Pot fi definite şi ierarhizate principalele fenomene premergătoai·e. 
• Poptlaţia :roate fi educată astfel încît să se evite panica şi să se menţină 

disciplina în perioada de avertizare. 
~eismologii se întreabă dacă predicţia unui eventual cutremur tr~buie 

făcută publică sau ţinută în secret. În legătură cu prevenirea prin avertizare 
se ridică mai multe probleme, dintre care se menţionează: 

- cum sînt oamenii educaţi pentru a reacţiona cu calm şi disciplină la un 
ewntual semnal de avertizare a unui cutremur puternic; 

- cine îşi asumă responsabilitatea asigurării evacuării populaţiei şi _a 
întreruperii anumitor activi tă ţi economice, printre care unele de vîrf cum ar f1: 
golirea barajelor, oprirea funcţionării reactoarelor atomice, întrerup_ere::i ga
zelor şi a reţelelor de înaltă tensiune, suspendarea traficului feroviar et~.; 

- ce se va întîmpla dacă ala1ma este falsă., ceea ce devine posibil datontă 
incertitudinilor şi inexactităţii inte1pretării evenimentelor premergătoare. 

Este evident că numai un organim1 oficial, guvernamental, va putea 
decide pc baza predicţiei seismologilor, .asuţra avertizării populaţi~i şi să 
preia rc~ponsabilitatea tuturor consecinţelor. 1n afară de China, în nici o ţară 
din lume, cu ng:m seim1ic ridicat şi frccvo1t, nu s-a găsit încă un răspuns 
Ja multiplde 2.sr cete de problemei, dintre ct.re r.umai cîteva au fost semnalate 
mai sus. 

În orice caz, previziunea şi avntizarea vor contril:.ui la salvarea multor vieţ~ 
omeneşti dwarccce majoritatea victimelor se datoresc ranicii, neprevăzutului 
şi prăbuşirii clădirilor. 

1n concluzie, tr e tuie reţinut fa ptulcă pînă jn prezent nu există nici o m~todă 
care să prezinte suficientă garanţie cu privire la predicţia momentului, lo
cului şi magnitudinii unui viitor cutnmur i::uternic. 

a 
RĂSPUNSUL SEISMIC LfNfAR AL STRUCTURfLOR 

VEvaluarea cît mai co:ec.tă a efectelor cu caracter dinamic pe care Ie ene
reaza cutremurele_ d~ I?<l:~mt asupra construcţiilor reprezintă O prob1emă 
extrem de complexa ş1 d1f1c1l de abordat analitic avind 1·n \'edere 111ult ·t d' f t ·1 · · • • . . . , 1 u mea 
~~ or~ or_care_mte\vm_ 1:1 descnerea ş1 defmirea structurii de rezistenţă acţiu-

llll seismice şi geo ogiei amplasamentului. Analiza unei structuri re~ist t 
la cutremure severe _comportă în general următoarele aspecte fundament:~/ 

.• M~1elarea ~m pu;1ct de v~dere geometric, fizic, mecanic şi matematic 
a stn~ct~ru de rezistenţa (matenale, elemente componente b t t · · 
conexmni). , su s ruc un ş1 

• Modelare_?- geologică, geotehnică şi dinamică a conditiilor locale d 
teren corespunzato<!-re amplasamentului construcţiei. ' e 

. O ~~?de~are~ cmematică şi parametric;, a istoriei în timp (time-histor_v) 
a nuşcăi:11 seismice. 
..... ~ Estimarea p1:_in,anal_iză nuii:icric~ a r::spunsului insta:i.taneu sau maxim 

cesci1s de structura m timpul 1stonc al cutremurului 
-~ • !nterpret<:!ea ~i e~trap?larea_ re~ultatelor obţinute. în urma întregului 
l·-O<;~s ae operaţu cahtatrve şi cantitatiw, desfăşurat si elaborat prin inter-
mtmul unor modele de calcul convenţionale. ' 

. ~ Proiectarea 1i_ realizarea efectivă a constructiei în limitele unui niv 1 
c._e ~sigurare prest~bil:t, în ~o_ncordanţă cu seismicitat'ea zonei amdasâmentul~i 
şi importanţa ob1ect1vului implementat. · 

_, __ Toate aspectele descrise ~îi::t ~upuse (n~ai mult sau mai puţin) aproximă
' ~-Io:. :_are stau 1~ ~a.za mod~lan_1 _şi rez?lv2.nlor analitice în care pot interveni 
e,o, i m schemat_izaz:1le admise şi m estimarea datelor primare si de asern n 
elementelor subiective (uneori chiar arbitrare) pe baz;, c"ror~ p'o'at. fi· l be eat, 

1 d d · · T • - <. - n e e a ora 
actu e ec1z1e. oate aceste clem·?nte la cara se ad~t1,-;; s1· ~Ite f 

~ • • • • - , - ..... c (.,_ tsc.- <-~ enomenc 
~~1ective; contnbu_1~ de m_,1lte <=;ri !;., _~tlte,·are:1 nh·dului ele' risc acceptabil, 
±-',ecum ş. la a_n:,phhcarca 1::cen:1taau11lo'.·· Clnar fr:,tul d analizele seismice 
:1.ctu~'.le se aplica pentra as:gurc:,::':J. unei coastn!cţii la un ,·iitor cutremur 
necunoscut renrezmtă un factor nn1·or de risc fu ~c.0 ~~t•t orc1•1·ne d· 'd · - . d ~ . . . . ... <~ -...a~ .c .;_ e I CI 
.::,te :"l en: c:: .on_ce c_u!rcmu; ,:11tor r~al _,-~ reprezenta O ad~Yrtrat2. surpriză 
p,ntru o co,1sLt,ctlc proiectata si C'"ecutat:• m arord c'U c1•nost111 t 1 ' b' d't , • , , • • - • v •• • _ c e ao 1n 1 e 
am cercetarea unor şocuri seismice anterioare. ' ' 

_Pe x~?-z~- pri~:tiilor .:1~ mod::-lare expuse în_ capitolele J şi 7, precum şi a 
<l_enolt,uilo". te<?reL,,e_ co„ţmute m celelalte cap1tck, se va trata în continuare 
r;_tspunsul seismic a! s1ster;1elor cu comportare clastic:t, iar în anumite situatii 
ş1 cu comportare melast1că. ' 
. . Răspunsul _dina1:1ic al structurilor produs de cutremurele puternice poate 

f: mv~st1gat prm trei metode distincte (sau vari2.nte ale acestora) care pot fi 
smtetizate astfel: 

. ~ Jv!etodaf?rţel~r :ci's~1_zice stati'c-ecl1.;.·,ialmte. Ace2.stă mctodrt este conven-
ţionala ş1 aproxnnativa, fund prevăzută în regulamente sau normative de 
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proiectare. Este o metodă_ simplific~tă,_ sp~cifică a1;alizclor_ gl?~ale, în car~ 
este prescris nivelul de asigurare se1sm1că m funcţie de se1sm1citatea zonei, 
de caracteristicile dinamice proprii ale structurilor (perioade proprii şi capaci
tate de disipare), precum şi de un anumit nivel de ductilitate acceptat. 

• }.feioda spectrelor seismice de răspuns. Este tot o metodă cu caracter 
aproximativ utilizată în proiectarea directă a structurilor rezistente la cutre
mure. Metoda este formulată în asemrnea manieră încît permite separarea 
caracteristicilor dinamice ale structurii (de cele ale mişcării seismice) de~~ite 
prin „spectre seismice de răspu1;s"_. A~est 1!1od de abord~re_este ~urent utilizat 
în proiectarea structurilor ant1se1sm1ce şi poate con~~1tm :im mstru~ent de 
analiză în proiectarea preliminară în_ ve~1;rea ef~ctuărn unm cal~ul ma1 exact. 
ln afara importanţei pe care o prezmta m proiectarea struc~u_nlor, spectr~le 
seismice furnizează informaţii importante în legătură cu defmirea car_a_cten~
ticilor intrinseci ale miscării seismice înregistrate. În acest sens, pot fi identi
ficate proprietăţile de a'.mplificare ale t~renu.l~i, com_poziţia spectrală~ accelero
gramelor, precum şi componentele (mclus1':' perioa~ele( ,Predomi1;ante ale 
mişcării. Twria spectrelor de răspuns poate fi abordata atit i~ cazu~ s!stemelor 
cu comportare elastică, cît şi în cazul celor cu comportare melastlca (elasto
plastică). 

• :Metoda integrări"i directe. RezolYarea în această metodă bazat~ pe_ pr?
cedeul , pas cu pas" (stcp-by-stcp) permite reprezentar:ea :r:_ăs~unsulm seismrc 
pe timpul istoric al cutnmurulm. Metoda este_ laborioasa ş1 formal are un 
caracter exact, fiind specifică analizelor numerice automate. 

8.1. RĂSPUNSUL SEISMIC AL SISTEMELOR _ 
CU UN SINGUR GRAD DE LIBERTATE DINAMICA 

@ l_{ăspuns seismic instantaneu 

Se consideră sistemul cu 1 GLD din figura 8.1 cu comportare. liniar:ă, _a 
cărui bază rigidă este supusă unei ~~işcări seismice ca::act~izată pnn va~1aţ!a 
deplasărilor u 0(t). Ecuaţia de condrţiecare guve~eaza m1şc_area ~e translaţie 
a sistemului, în conformitate cu aspectele teor.et1ce expuse m capitolul 2, are 
forma generală 

sau 
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m 

C 

k 

m(AAI) + c(VRI) + k(DRI) = O, 

rn[ii 0(t) + i(t)] + cx(t) + h(t) = O. 

(8.1) 

(8.2) 

-i x(t) \---"-

,,1 =:::::>--
F( rl 

U0 (t) 

tyry~t 
ACT! UNE 
INDIRECTĂ 

SISTEM R;.S?UI/S RELATIV 

L1GLDI ·/l('fvl\J-ORi=x(t) 
T:::2:ff'/w 
c =c/ccR i..-....,,__;/ţ~,/,/r, V R I = x [ t i 
-------

OJ = lk/m e.....,..1JvJ~A+v\. AR 1 = x I t) 
Crn=2v'm°k INSTANTANEU 

Fig. S.l 

Constantele ca.re intervin în ecu
aţiile (8.1) sau (8.2) reprezintă ele
mentele de definire ale sistemului 
dinamic-liniar, şi anume: caracteri·s
Uca inerţi"ală m, caracteristica disi
pati"vă c şi caracteristica elastică in
trodusă prin coeficientul de rigidi
tate k. 

1n vederea integrării, ecuaţia (8.2) 
care este identică cu (2.128) se trans
formă astfel: 

x(t) + 2vwx(t) + w2x(t) = -uo(t), 
(8.3) 

în care v este fracţiunea din amor
tizarea critică (v = c/cc,), iar c,i 

pulsaţia proprie a sistemului dinamic 
în absenţa amortizării (w 2 = k/m). 
Semnificaţia acestor noi constante a 
fost descrisă în § 2.1. 

Deoarece acţiunea produsă de 
mişcarea seismică imprimată bazei 
sistemului dinamic are caracter in
d!rect, va!iabilele x(t), x(t) şi · x(t) 
dm ecuaţia (8.3) defmesc răspunsul 
seismic instantaneu exprimat în mă
rimi relative . 

. Sol~ţia gener_al~ ~ ecuaţiei (~.3), în_ co'.1diţii iniţiale nule, se obţine prin 
<lisc:eti,zarea vanaţ1~i acc~ler:aţnlor seismice (accelerogram:i. efe::tivă înregis
trata) y1tr-un numar ne!1m1t_at de impulsuri (fig. 8.2, a şi b). In aceste 
condiţ11, ~~ poate determina rasp:msul imp:1lsului (a se vedea § 1.11), iar prin 
supe~oz1ţ1aacestora se evaluează răspunsul total instantaneu în orice lll'.)ment 
cupn~s pe dur_at:i unui c~tremur, astfel încît problem 1. se reduce la exprima
rea raspunsulu1 hber al s1ste:nului cu 1 GLD supus actiunii unui imu:ils de 
forma mu(-r)d'. (în condiţii iniţiale date). ~ ' • 

A':_înd în v:ede:e figura ~-2, b şi soluţia (2.31) dem.'.):1strat:'t în c::p;tolul 2, 
rezulta expresia raspunsulm :nst::1„tancu al impulsului fa mo:nt?:1bl t' 

xt-1=e · • Si11(,it,+..:i..1.· 0 cost,/f'. • d ·(" -v<0'"(...l~•0+'Jul...lXo · •r ) 

(0 

Se_ c~nsider~ că_pc_d~raţa de timp _d-:- s~_p:-o:.iuce pe_ ~ire~ţ~a GLD numai 
-0 vanaţ!e a -:1ceze1, , anaţ13: deplasa.nlor fund ncsemntf1catl\'a in:::ît lix0 = 
= O. Prm aphcarea teoreme; consen·ării imuulsului se obtine viteza initială 
astfel ~ ' ' 

ndv0 = ~: mii 0(-:')d-:~ = mii 0(-:)d-:, ~,-0 = ii 0 (-:-)d-:. 

1ntrucît t' = t - -:, răspunsul impulsului deYine 

dx(t - -:-) = ~ ii 0 (-:-)e-v0 <1- a) sin c,/ (t - ':)d-:, 
<.t) 

(8.4) 
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iar prin aplicarea principiului superpoziţiei liniare, se determină răspunsul 
total exprimat în deplasările relative instantanee 

x(t)=\'dx(t--:-), 0<-:-~t şi O<t~tr, 
• o 

(8.5) 

unde fr nprczi:i:ită ti'mf11l ji'n~l al. mi~crtrii ~eismice (durata cutremurului). 
Rezultate 1dcnt1ce se pot obţmc ş1 pnn aplicarea transformatei Laplace pe 
baza analizei expuse în § 2.8. 

Utilizarea directrt a relaţiilor (8.4) şi (8.5), precum şi a derivatelor succesive, 
p~rmite ~eterminarca r~spu~sul:-ii seirn:ic_ ins_t':,ntanc:u pc timpul istoric (time
lustory) m care se mz.111tcsta mişcarea se1sm1ca, obţn:.mdu-sc astfel expresiile 
analitice pentru 

• de.plasarea relativă i11st,1 nta11cc (DRI) 

(8.6) 

• vitew relatfrâ instalitana (V RI) 

v(t) = .i-(t) = \ 1 ii 0 (-:-)e-·,w(i-o) [- cos w•(t - -:-) +,/sin w•(t - -:-)d-r, 
• o 

(8.7) 

• acceleraţfr, absolutâ i·nsta11taizce (A.AI) 

a(f) = iio(f) + :t(f) ={•)\I 1to(-:-)e-VN(/-C)[(l - ,/2) Sin {u*(f - -:-) + • 
.o 

+ 2v0 cos cu•(t - -:-):d-:-, (8.8} 

în care intervin notaţiile 

Se pootr consta ta că c:-spres;a (8.8), care definEşte Yariaţia forţelor de inerţie 
(pc dii cctia GLD) grncrate de mişcarea seismică, poate fi dcdusrt direct dai 
u uaj ia (8.4) dac;t se ţine seama şi de relaţiile (8.6) ~i (8. 7): 

<1(t) = AAJ = -2ve:1(FRI) - w 2(DRI). 

Din (8.6), (8.7) şi (8.8) rczult[t că răs:r:ur:sul seismic exprimat prin DRI, 
VRI şi AAI pc durata mişdirii depinde de configuraţia imegistri'irii seismice 
(descrisă prin Yariaţia acceleraţiilor) şi caracteristicile dinamice proprii ale 
sistoraulm (oprimate prin peric2.da T = 2~,w şi fracţiunea din amortizarea 
critid'1 v). R(prcuntaita grafic[ a Yariaţiei răsr:unsului sistemului cu 1 GLD,. 
în tirr.pul istoric O < t ~ lr, este n:dată formal în figurile 8.2, c, d şi c. 
YaloriJe :.(11-) ş.i i(tr) devin condiţii iniţiale în vibraţi« liberă a sistemului, 
dimmic C:upti. încetarrn mişcării seismice. 

Din opresiile ERI, T'Rl şi AAI, 1n ca.re intervi11e integrala de superpoziţie 
sau de convohqie (1::unitfl şi integrala l;uh;;mel), este pusă în evidenţă 1mpor
tanţa în1cgist1ă1ii .:ccele1ogi;:.mdor cutrcn:urelor putetr,ice în studiile de 

i nginerie seismică. 
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Intrucît capacitatea de amortizare vîscoasă naturală a structurilor este 
relativ redusă pentru valori ale fracţiunii din amortizarea critică v < 0,20 
(w•~w, v•z,;) expresiile răspunsului devin 

DRI = x(t) = - _!_ \' ii 0 (-:-) e-vto(t-c) sin w(t - ·:-) d-:-, 
(,} .,o 

(8.9) 

VRI = v(t) = - \ 1 ii 0 (-:-) e-vcait-c) cos c0(t - -:-) d-:-, (8.10) 
.·o 

A.AI= a(t) = (,} \ 1 iio(.:) c-,w(/-c) sin (,J(t -- -:) el-:. 
• o 

(8.1 I) 

Consecinţele imediate ale ră»punsului inst,mtancu cYaluat prin caracteris
ticile cinematice fundamentale ale mişc[Lrii p~ direcţia GLD, le reprecintă 
forţa de inerţie instantanee generată de A AI (numită şijorţâ seism i'că instantanee 
FSI) şi energiile potenţială şi ci11eticâ instantanee (EPI, respectiv ECI). 

Se poate constata că forţa seismică este o forţă convenţională (aparentă) 
care acţionează pe direcţia GLD, reprezentînd consecinţa mişcării se1sm1ce 
ce se manifesttt indirect asupra sistrnmlui la ninlul oazei de fixare. Rezultă 

deci 
FSI = m(AAI) sau F(t) = ma(t), 

iar dacă se admit expresiile (8.9), (8.10) şi (8.11) 

FSI ~ mw(V RI) ~ mw2(DRI) 
sau 

F(t) z mr.,iv(t) '.:='. 11/(,}x(t), 

şi în final, făcînd substituţia w = ,./k{r.t~ 

(8.12) 

(8.13) 

(8. I 4) 

Energiile potenţi dă ~i cinetică instantanee, acumulate de sistem (EPI, 
respecfr: ECI), au e:-spresiile 

(8.15) 

în care hx(t) reprezintă ~i forţa elastică instantanee a sistemului. 

Energia totdă instantanee (ETI) rezultă 

care se mai poate seric sub forma 

(8.16) 
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8.1.2. Răspuns maxim - valori spectrale 

Pe timpul istoric al desfăşurării unui eveniment seismic, din totalitatea 
răspunsurilor care se manifestă pe direcţia GLD, exprimate în DRI, VRI şi 
AAI, valorile maxime se numesc valori' spectrale. A vînd în vedere relaţiile 
(8.6), (8.7) şi (8.8) rezultă: 

• deplasarea relativă maximă DR1if sau deplasarea ,-elativă spectrală SD 

SD = SD[u 0(t), T, v] = DRM = I x(t) I,,...,, (8.17) 

• viteza relativă maximă V RM sau viteza relativă spectrală SV 

SV = SV[u 0(t), T, v] = VRM = I v(t) Im""' (8.18) 

• acceleraţia absolută maximă AAM sau acceleraţia absolută spectrală SA 

SA = SA[u 0(t), T, v] = AAM = I a(t) I,,...,. (8.19) 

Dacă se iau în consideraţie expresiile particulare {8.10) şi (8.11) în care 
s-a făcut abstracţie de cel de-al doilea termen din relaţiile (8.7) şi (8.8), valorile 
maxime ale vitezelor relative şi acceleraţiilor absolute se numesc valori·psettdo
spectrale şi se notează cu PSV, respectiv PSA. Valorile maxime ale DRI, 
corespunzătoare relaţiilor {8.4) şi (8.6), sînt identice şi rnr caracteriza SD. 
In cazul în care v = O rezultă PSA ..:_ SA. 

Pentru aplicaţiile practice inginereşti, D.E. lludson (84] a demonstrat 
că se poate admite următoarea aproximare: 

PSV = I\ 1 ii 0(-:) e-•w(t-~) cos 6'(t - -:) d-: ! -
~o ;max 

= I ( 1 ii 0(-:) e-•w(J-~J sin 6'(t - -:) d-: I. , (8.20) 
Jo im.ix 

care prezintă avantajul că permite e..-xprimarea tutnr,Qr valorilor maxhne ale 
răspunsului, prin intermediul aceleiaşL integrale· asţfel . 

.. .. ; .. i ,.'.,":· . 2 

PSV = (J)SD = 2r. SD, PSA = (J) 1SD = 4.. SD, 
T T2 

şi deci 
PSA = (J)PSV = (J)2SD. (8.21) 

Cunoscînd răspunsul spectral, se poate determina forţa seismt'că maxi',nă 
(FSJi) cu relaţia 

Fmax = FSM = IF(t) lma,: = m; a(t)lmax = mPSA, 

iar dacă se ţine seama de expresia (8.14) 

Fmax == k/ (x(t) lmll%. = kSD; (8.23) 

Energiile potenţială şi cinetică maxime .(EPJÎ, re specti\· EC.l:J); rezultînd 
direct din (8.15), se obţin cu relaţiile . 

EP.max = EPJf = ~ k(SD)2, Ec,m11'x = ~ 111(PSV)2, 
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încît energia totală maximă (în absenţa energiei de disipare) se poate exprima 
astfel 

(8.24) 

:Notaţiile utilizate aici pentru Yalorile spectrale şi pseudospectrale sînt 
unanim acceptate în ultimii ani pc plan intemaţional. Pentru simplificarea 
nomenclaturii, se acceptă denumirea de Yalori spectrale pentru toate valorile 
maxime ale răspunsului (DRM, llRM şi AA.M), indiferent de aproximările 
introduse, încît în continuare se Yor folosi simbolurile SD, SV şi SA. Notaţiile 
anterioare, prin care se defineau aceste Yalori maxime, cr:m 5',1, S,, şi respectiv 
Sa care se mai folosesc şi în prezent în unele lucrări de spcci::litate. 

8.1.3. Spectre seismice de răspuns ale sistemelor cu comportare elastică 

Prin spectre seismice de răsp1111s se înţelege reprezentarea grafică a valorilor 
maxime (valori spectrale) ale răspunsului (e},primat în DR, VR şi AA), 
corespunzător unui set de sisteme cu c2.racteristici dinamice proprii diferite 
(T şi v), în funcţie de perioada proprie nearnortizată T = 2,./6) şi fracţiunea 
din amortizarea critică v = c/c,,. Fiecare spectru de răspuns corespunde unei 
anumite mişcări cunoscute (unice) a terenului (obţinută pe cale naturală 
sau artificială) şi este specific amplasamentului la care se referă înregistrarea. 

Dacă pentru un <;11-tremur unic, caracterizat prin accelerograma ii 0(t), se 
considâă un număr 'limitat de sisteme cu I GLD (avînd perioadele proprii 
neamortizate T1 şi fracţiunea din amortizarea critică v1 (i = 1, 2, ... n), or
donatele spectrelor seismice de rfispuns se obţin prin aplicarea relaţiilor (8. I 7), 
(8.18), (8.19) care au la bază expresiile (8.6), (8.7), (8.8) sau (8.9), (8.10), 
(8.11). Rezultă deci 

• spectrul deplasărilor relafrce (SIJ) 

SD(T, v) = DRM(T1, '1;), 

• spectrul vitezelor ,-elative (SV) 
SV(T, v) = VRM(T1, ·1,), 

· e, spcârul accelcraţ1'.îlor absolute (SA) 
SA(T, v) = AAJI(T,, v1), 

unde i· = I, 2, ... n reprezintă în acest caz numărul total de puncte discrete 
prin care se definesc ordonatele s~ectr1:lui. . . . . 

Spectrele de răsr,uns se pot obţme direct, prm d1scrct1zarea accelerogra:ne1 
cutremurului, iar exactitatea ffzultatdor n depinde de inten·alul de timp 
în care a fost discretizată înregistrarea. Rezultă deci că stabilirea spectrelor 
de răspuns se bazează pe un proces de orerare numerică aproximativ întrucît 
valorile maxime se determină numai în 2.numite runctc discrete prestabilite 
deşi pot exista asemenea Yalori şi între ;;.ceste :r:uncte. în general, erorile 
pe care le introduc metodele numerice de rezolvare sînt acceptabile în condi
ţiile în care interYalul d~ ti1~p este Î1:1 mod c<;>resru1;1zător ~Ies. V • 

Deoarece spectrele se1sm1ce desenu numai Yalonle maxime ale raspm~ulu1, 
independent de istoria mişcării terenului ii 0(t) în timp (~şa c:i,im rez_ult~ pnntr-o 
a.naliză de tip time-history), caracterul lor este ,prox1mativ static ş1 nu fac 
posibilă evidenţierea desfăşurării procesului de acumulare energetid pe du
rata cutremurului. 

ln figura 8.3 sînt reprczrntate spectrele seismice de răs:r;uns (DR, V[?.. AA), 
corespunzătoare cutn,murului de la El Crntro - Califor111·a (18 mai 1940), 
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stabilite pc baza înregistrării 
componentei S00E (K-S) a 
acceleraţiilor (fig. i.11 ). Acest 
cutremur prezintă un i:1tercs 
deosebit în studiile de inginerie 
seismică, întrucît este primul 
cutremur înregistrat instru
mental şi prclucn;.t în co:iccptul 
modern al spectrelor seismice 
de răspuns. Concluziile teore
tice şi aplicatiYe furnizate de 
analiza inginerească a cutre
murului de la El Crntro a 
11:arcat un punct de referinţft 
ŞI _un salt calitati\' în ingineria 
seismică. 1n figura 8.4 sint 
redate spectrele DR, VR si A.A 
ale componentei S16E a '2.cce
~era_ţiei înregistrate în staţia se
~sm1că Paco1·ma Dam (fig. i.13), 
m timpul cutremurului din 
SanFernando-Cali/onia (9fe
bruarie 1971). A fc;st :·eţinu tă 
această înregistrare de txcepţie, 
obţinută pc coronamer:tul La
rajului Pacoima, întrucît acce
leraţia seism.ier, 111_axic5. a de
păşit acceleratia gravitationati 
[123]. ' , 

în 2.plic2.ţiile r,ractice se 
folosesc spectrele medii de râs
juns care au o semr..ificaţie 
efectivă în rroicctarea structu
rilor rczistcn-::e la cutremur, 
întrucît rot s;1 descrie o miş
care seismică medie care se 
poate produce într-o anumită 
zoniL Spectrele rr,cdi;, numite 
şi spectre de profrciare s:m spec
tre standard, au caracter con
venţional (de rcfcrinţ:1) deoa
rece se obţin prin medierea 
spectrelor de dsFuns (cores
punzătoare mai multor cutre
mure înregistrate) normalizate 
1a un nivel unic de intensitate. 
în figura 8.5 sînt prezentate 
spectrele medii normalizate ale 
celor două componente orizon
tale ale cutremurelor înregistra
te la El Centro - California (30 
decembrie 1934 şi 18 mai 1940), 
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Olympia-Washington ( 13 aprilie 1949), T ajt (Kern County)-California (21 iulie 
1952), Pe baza cercetărilor efectuate de G.\V. Housner [79], calibrarea spectrelor 
medii cu mişcările seismice efective, corespunzătoare celor patru cutremure, 
se face prin multiplicarea ordonatelor spectrale cu următorii factori: 1,9/2,7 
(El Centro - 1934), 1,0 (El Centro - 1940), 1,9/2,7 (Olympia - 1949) şi 
1,6/2,7 (Taft - 1952). 

Un alt mod de reprezentare a celor trei spectre seismice de răspuns (SD, 
SV, SA) îl constituie spectrul tripartit logaritmic, numit şi spectrul seismic 
trilog. Acesta este un spectru compact în care se reprezintă grafic, în scară 
logaritmică, variaţia răspunsului maxim. Un asemenea concept de rEprezentare 
unică permite să se pună în evidenţă amplificarea răspunsului dinamic al 
sistemului cu 1 GLD în raport cu caracteristicile cinematice maxime ale miş
cării seismice de la suprafaţa terenului adică: Ho.max (deplasarea maximă), 
1·1 0,,.., (viteza maximă) şi ii o.max (acceleraţia maximă). !n figura 8.6 este repre
zentat schematic conceptul de definire şi utilizare a spectrului tripartit. Pe 
baza relaţiilor (8.21), şi considerînd ca mărime de referinţă log PSV, rezultă 

şi deci 
SD = PSV/w, PSA = wPSV, 

log SD = log PSV/w = log PSV - log w, } 
log PSA = log wPSV = log PSV + log w. 

(8.25) 

Prin aplicarea acestor relaţii se obţin spectrele seismice trilog de tipul 
celui reprezentat în figura 8.6. Referitor la această figură se face precizarea 
că perioadele T 01 şi T 02, numite şi „perio1.de de colţ" depind de caracteristicile 
cutremurului şi mecanismul de focar, precum şi de p:oprietăţile geologice şi 
geotehnice ale mediului în care s-a obţinut înregistrarea. Dacă perioada predo
minantă a mişcării terenului este T 0(7.37), se pot defini urrnătoare,le trei 
intervale caracteristice în spectrul tripartit: 

- în intervalul T01 ;;, T 0 , ii(t) = u0, max = a0 , 

- în intervalul T 01 < T 0 < T 02, 1°t (t) = U o. max = Vo, 

- în intervalul T O ;;, T 02 , u(t) = u 0• max = d0• 

Perioadele de colţ (T 01 şi T 02), precum şi perioada predominantă T O carac
terizează conţinutul de frecvenţă al spectrului sau compoziţia spectrală. 

Se face precizarea că reprezentările grafice ale PSV şi PSA, care definesc 
pseudospectrele vitezelor relative şi acceleraţiilor absolute, vor fi denumite 
în cuprinsul acestei lucrări tot spectre de răspuns şi vor fi notate prin SV şi SA. 

Pentru cutremure puternice, cu focarul situat la distanţe epicentrale 
reduse sau intcnnediare, cercetările conţinute în lucrările [28] şi [147] au ară
tat că se pot admite pentru răspunsul rncixim următoarele valori (în funcţie 
de caracteristicile cinematice ale mişcării terenului): DR = 2d 0 , SV = 3v0 

şi SA = 4a0 (corespunzătoare unei fracţiuni din amortizarea critică .v = 0,02). 
Asociind aceste valori cu observaţia că SA -+ a0 cînd T-+ O şi SD -+ d cînd 
T-+ co, a fost posibil să se stabilească configuraţia sp ~ctrului tripartit aştep
tat pentru sisteme caracterizate disip:i.tiv p:in caracteristici de amortizare 
v = 0,02 ... 0,10 (fig. 8.7). Linia punctată din figurile 8.6 şi 8.7 delimitează 
mişcarea specifică a terenului, exprimată înmărimi cinematice maxime, de cea 
care se produce pe direcţia GLD a sistemului. Se poate face aproximarea [147] 
că linia punctată de demarcaţie, faţă de care. se pune în evidenţă amplificarea 
răspunsului maxim al sistemului cu 1 GLD, corespunde unui spectru seismic. tri
partit a cărui fracţiune din amortizarea critică are valoarea v = O ,20 . ., O ,25. 

în figurile 8.8 şi 8.9 sînt reproduse [225] spectrele tripartite care corespund 
componentei S00E (fig. 7.11) a accelerogramei înregistrată. la El Centro -
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C l.f · (18 mai 1940) şi comp::mentei N44E (fig. 7 .12) a accelerogran1ei a 1 orn1a , · 19 -4) 
' · tr tă. la Ferndale (Eureka) - California (21 decemone .) • , 
mreg1s a l' - f t l • fera Spectrele comnacte în rep:.-ezentare logaritmică., pe mga ap u ca o 

· · ai cl~ră. asupra feno:nenelor de amplificare .seismică, pun ~ 
0 imagine m . . d i' • ,, l ~ş-·r· 1· terenului inclusiv ·d t· 'n mod su o-estiv cantin,t!ul 13 1 recv~n1a a m ,a..1 , ev1 en ,a 1 " , • • · • 1 El c t 
perioadele predominante. Astfel, accelerogram1 mre?strat~ a . • en ro s; 
caracterizează prin componente dominante cu peno:i.de J~ase. (To < 0,8s 
în timp ce accelerograma înregistrată la Ferndale este dominata de compo: . 
nente cu perioade intermediare (1,2s < T_o :<- 1,6~), aşa cum se constata 
de altfel şi din spectrul Fourier al amplitudmtlor (fig. 7.26). 
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. , 
8.1.4. Spectre seismice de răspuns şi spectre Fouf ier. 

I 11tensitate spectrală 

După cum s-a menţionat în p1rtea introductivă, spectrele seismice de 
răspuns, în afara scopului principa) pentru care au fost concepute şi aplicate 
în tehnica proiectă.ni strncturilor antiseismice, permit, în anumite situaţii, 
să pună în evidenţă şi să identifice co11fz"n11tul de frecvenţă al unei accelerograme. 

Conform definiţiei generale dată în capitolul 1, particularizată apoi în 
§ 7.10.1, transformata Fourier directă. a acţiunii seismice, caracterizată prin 

accelerograma it 0(-:) în intervalul O < -:- < tF, are expresia 

(8.26) 

Spectrul Fourier al amplitudinilor JF(w),j notat prin FS, este dat de 
rădăcina pătratică a pătratelor părţilor reală şi imaginar:i din relaţia (8.26), 
adică 

I 

FS = / F(G) / = m: uk) cos W, d-:-r + [~:,. u k) sin W, ck n 2 , (8.27) 

Dacă sistemul cu lGLD se consideri fără amortizare (v = O), relaţiile 
(8.9) şi (8.10) devin 

x(t) = - ,, ii 0(-r) sin w(t - -:-) d-:-, 
•. o 

v(t) = - [t ii 0(,) cos c,i(t - ,) d,, 
.L (8.28) 

iar în urma unor transformări elementare, energia totaL"'t a sistemului (8.16) 
va avea expresia 

1 

v-2E:i(t) ={[~:ii k) cos C,)';- d-:-r + [~~ ,:i k) sin G)';- d-:-r} 2 
(8.29) 

Prin compararea relaţiilor (8.27) şi (8.29), se C0!1staU c:\ prin intermediul 
spectrului Fourier al amplitudinilor acceleraţiilor terenului, poate fi evaluată 
energia totală a sistemului cu 1 GLD {fără amortiz:ire) la sfîrşitul cutremurului 
(t = tF); astfel 

V2ET(tp) = FS, 
1/t (8.30) 

Se poate stabili o legătură directă între FS şi spectrul seismic al vitezelor 
relative neamortizate SV 0. În acest sens, prin dezYoltarea funcţiei trigono
metrice din expresia (8.28) a vitezei relative se obţine 

rt [' 
v(t) = - cos wt\ ii 0 (-:) cos c,i-: d-c- - sin c,:,f' ii 0(-:) sin w-: d,, 

~o ~o 
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iar dacă se ţinc seama de definiţia (8.18) rezultă 

SV0 = I <'(t) ima, = {[~: u0(-r) cos w-r d·:-)2 + [~>to{-r) sin w:-d-:-rr · (8.31) 

Relatiile (8.27) şi (8.31) sînt similare, iar în situaţia limită cînd t = tF 
se const~tă dl ele devin identice (O~t~tF). Rezultă deci că în cazul cîn~l 
valoarea maximft a vitezelor relath·e se produce la sfîrşitul cutremurului, 
spectrul de răspuns (neamortizat) al vitezelor relative SV O este ~dentic cu 
spectrul I~ourier FS al amplitudinilor acceleraţiilor cutremurului. în con
cluzie 

-cîndt=tp SV 0 =FS,} 

- cînd O< t < tF, SV0>FS, 
(8.32) 

rezultat care prezintă un deosebit interes în ingineria seismică. 
Din cuprinsul § 7.10.1 a rezultat că FS defineşte conţinutul de frecvenţă 

(conţinutul spectral sau compoziţia spec_trală) al unei ac~elerograme înre
gistrată într-un anumit amplasament (fig. 7.2?)· Determmarea FS are_ o 
importanţă primordială în analizele de seismolotsie deoarece poate cayacten~a 
mecanismul de producere al unui cutremur (dm punct de vedere cmematlc 
şi dinamic), precum şi condiţiile geologice 1oc~le în care s-a o~ţ~nut înreg!s
trarea instrumentală. Relatiile (8.32) aratil ca SV0 poate defm1 caractens
ticile intrinseci ale miscării terenului prin componentele şi perioadele predo
minante care reprezintă o probltmă centrală în ing!neria seism~că.. .. 

Spectrul vitezelor relative neamortizate SV_0 mai poate furmz~ mformaţn 
importante asupra severităţii unui cutremur. In acest sens, G.\~ .. Housner 
[70] a introdus noţiunea de i·ntensi'tate sp~ctrală notată cu S,1 (wz1 ş1 § 7.?.3)_. 
Intensitatea spectrală, pentru un anumit grad de amort_1zare v, reprezmt': 
suprafaţa definită de SV şi abscisa T delimitată de valonle extreme O,ls ŞI 
2,5 s: . 

SIV= r,Ss SV(v, T)dT. 
• 0.1 s 

(8.33) 

Integrala (8.33) se evaluează printr-un număr real cu dimensiuni de Iu1:1gime 
si ca rac terize;J.ză efectul mediu al mişcării seismice asup:-a structunlor a 
~?iror perioadă proprie este cuprins{, Î:1 inten-~lul 0,1 ... 2,_5 s .. Se c~m~ideră 
61 intensitatea unui cutremur roate f1 determmată aprox1m2tff pnn mter
med;ui valorii Sf corespunzătoare fracţiunii din amortizarea critică v = 0,2, 
cu relaţia 

S10 . 2 = 0,44(Sf0) - 0,012(SI0) 2, 

unde Sf O coresr:unde valorii v = O, adică spectrului neamortizat SV 0: 
Acceleraţia maximă la niYelul terenului poate fi determinată în mod 

orienfati v cu formula 
iio,max = a0 = 0,lg(S10,2), 

Conceptul intensităţii spectrale se află încorespondenţă directă cu s<?li
citările maxime care se produc într-o structură ins~ nu poate ~a.r~ctenz~ 
potenţialul distructiv a~ unui cutremur. ţ1: Cfmform1ta_te cu ~eţ1mţ1f dat~ 
(8.33), structura sc consideră perfect elastica, iar am.o:tiza~ea lm1a~-v~scoa~a 
şi deci SI nu ia în considerare comportarea postelashca a s1stemulm dmam1c 
şi nici durata mişcării seismice. 
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I 8.1.5. Spectre seismice de torsiune 

.în timţ~l unui cutremur puternic sc produc în majoritatea situatiilor 
efcct_e rotaţ10nale generate de nesincronismul componentelor miscării tere
nul~1, _ca urmare '.1 comp!exităţii propagării undelor seismice la niv'elul supra
feţei_ l~b.ere a. un~1 ~n!-1m1t a!llplasament. Dacă se ţine seama de posibilitatea 
ap~nţ1~1 unei 11:i,1şcan rotaţH_ma~e, cu efe~te ~e torsiune structurală, se pot 
<leţm1 ş1 determma spectre seismice de torszzme m n1od analog cu cele de trans
laţie [68]. 

_ Dacă_ :c cunosc compo1:enţele ~cce!eraţiilor ii o. x (t) şi ii 0, Y (t) ale mişcării 
te1 enulu: m rar<;>rt C? doua. ~ire~ţn orizontale ortogonale, precum şi unghiul 
pe ~ar_e 11 face d1~~cţ1a und~1 mc1dente _de s~prafaţă. (notat prin O) cu axa x, 
vanaţ1a acccleraţnlor unghiulare (numite şi de torsiune) are eXJ):-csia 

<Î>(t) = -2
1 [iio, x(t) sin O - ·i1 0, ~(t) cos OJ, (8.34) 
Vs 

în cai:,e Vs este viteza d_e propaga~e a u?-delor s~c1;1ndare (transversale). 
Rasţunsul de torsiune, expnmat m valon mstantanee sau maxime se 

obţine prin integrarea ecuaţiei de mişcare, a cărei formă este similară cu 
ecuaţia (8.3), corespunzătoare mişcării de transla ţie. Rezultă 

(8 .35) 

unde 9(t) Ţeprezintă deplasarea unghiulară (de rotaţie sau de torsiune, în 
rad/s), v, ş1 w1 = 2r:/T1 fracţiunea din amortizarea critică, respectiY pulsatia 
proprie de torsiune a sistemului cu 1 GLD. , ' 

În figura 8.10, a este redat spectrul seismic d,: răspuns al vite::elor rdati've 
u_nghiitlare sau de torsiune (în realitate pseudo,·iteze) al cutremurului înre
gistrat 1a El Centro - California (18 mai 1940), iar în figura 8.10, b este 
tras~ţ spectrul medi:a, de to_rsiune corespunzător aceluiaşi cutremur. Spe,:trele 
medu au rezultat prm medierea spectrelor de răspuns efective ale miscă.rilor 
seismice înregistrate la_ El Centro - 1934 şi 1940 (vs= 174 m/s), Oly11~pz'a -
1949 (?s.= 1~3 n_;.M ŞI Taft (Ker:-1- Count?) - 1952 (vs= 163 m/s), adică 
aceleaşi mreg1stran care au folosit la obtmerea spectrelor medii de trans-
laţie descrise în § 8.1.3. ' 
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Cunoscînd spectrul seism;c de răspuns al vitezelor relative de torsiune 
SV, se pot obţine spectrele seismice de răspuns ale deplasărilor relative SD, 
şi acceleraţiilor absolute SA, de torsiune folosind relaţiile de leg{ttură 

(8.36) 

de formă similarft cu expresia (8.21). 
Rezultă din aspectele teoretice expuse mai sus că fenomenul de torsiune, 

specific structurilor cu disimetrie pronunţc1.tă, devine semnificativ chiar 
şi în cazul structurilor cu simetrie geometrică, elastică şi inerţială, mai ales 
cînd una <lin dimensiunile în plan orizontal este mult mai man! <lecit cea
laltă. 

8.1.6. Unele observaţii şi constatări 
privind spectrele seismice de răspuns 

Spectrele seismice prin care se defineşte răspunsul maxim al unui sistem 
liniarcu lGLD, exprimat în DR, l"R ~i AA, sînt reprezentări grafice cu caracter 
aproximativ, obţinute prin procedee de discrctizare ale accelerogramelor co
respunzătoare cutremurelor instrumentale. Aceste reprezentări pot fi inde
pendente, specifice caracteristiciior răspunsului, rezultînd SD, SV şi SA, 
sau elaborate în form;, compacte'., unitară, prin intermediul spectrelor tri
partite lc.garitmice. 

I'rinciplii parametri care influenţează calitativ şi cantitativ Yariaţia 
spectrelor seismice, sînt următorii: 

- mecanismul producerii cutremurelor şi caracteristicile geomet::-ice, cine
matice si dinamice ale focarelor; 

- pr'oprietă ţile geologice şi fizico-mecanice ale mediului prin· care se 
propagă undele seismice către suprafaţa liberă a Pămîntului; 

- condiţiile geologice, geotehnice şi dinamice locale specifice straturilor 
şi depozitelor superficiale care definesc ampl,Isamentul in care s-a înregistrat 
variaţia acceleraţiilor (accelerog::-amcle); 

- magnitudinea s,iu altă mărime care poate caracteriza severitatea cu
trfmmului; 

- distanţa epicc:,trală a amrlasamentului; 
- caracteristicile dinamice Froprii ale sistemului cu lGLD (perioade pro-

p,ii şi grade de amortizare). 
Se ren:arcii faptul cft !n obsen·aţiile şi constatările care se expun în con

tinuare, nu toţi parametrii ar::1inLţi mai sus intervin in mod explicit în eva
h;;irca Yalorilor spectrale (DRJJ, VRJJ şi AAJJ). 

e Spectrele seism;cc furn;zează informaţii globale cu privire la răspunsul 
unui s:stcm cu 1 GLD (avînd perioada proprie şi amortizarea precizate) la 
un anumit cutremur dat (natural sau artificial), printr~o singuri':. cantitate 
si anume valorile de vîrf (maxime) ale DR, VR şi AA. Aceste valori nu 
~onţin e::..."J)licit istoria în timp a desfăşurării evenim.entului seismic înregistrat 
şi nici durata acestuia. 

e lntrucît analiza răspunsului seismic se referă la sistemele cucompor
tare liniară, spectrele „elastice" nu pot să evalueze. posibilitatea apariţiei 
unor avarii aşteptate la un cutremur viitor deo.arece degradarea structurală 
implică dezvoltarea unor defo=maţii inelastice (postelastice). Cu toate acestea 
se pot obţine indicaţii generale cu privire la totalul de deformaţie elastică 
care se produce în timpul unui cutremur puternic. 
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• Se constată atît din spectrele independente, cit şi din cele tripartite 
(trilog) că valorile limită ale răspunsului rEaxim corespund următoarelor 
situaţii: 

. -cînd T-> O, 

- cînd T-> co, 

AA,,1-+ iio,max = a0 , 

DR111-+ u0• ,.._, = d0 • 

1~. ~rivinţa_ inter:valului ~uprins între. Yalo~·ile de colţ ale perioadelor 
propru T 01 ŞI T 02 (fig. 8.6) dm spectrul tnpartit, se precizează că în cazul 
în caŢe raportt:l T 0_2/T 01 este ma_re n?ultă un spectru larg (ît;tins) cu . viteze 
relative ~prox1mat1v ~~nstante, iar c'.nd _acest raport este mic se obţme un 
specţru 1~gust. SJ:?ec;flcul spectrulm_ t'.1log (~arg sau. îngust), precum şi 
conf1guraţ1a acestma m raport cu dchm1tarca tată de m1scarea terenului de
pind de magnitudinea cutremurului, distanţa cpi~cntral:t 'şi cor,diţiilc locale 
de teren ale amplas2.mentului. · 

• 1n general, compararea calitatiYă şi cantitati,·ă a particularitftţilor 
unei accelerograme, înregistrată instrumental sau generată artificial (simulati"t 
sau sintetizau), se po2.te face prin compararea spectrelor de răspur:s cores
punzătoare. un mod mai eficient de comparaţie îl constituie reprczc·ntarea 
sfe~ţrlf_lor -1,A normalizate în raport cu acceleraţia nnxim:t ii o."'"' = a0 a miş
caru mreg1strate la suprafaţa terenulm, 2.cllL'{t 

C;A("/' \ \°1 ··1 SAn = ~.-:1 - ,',,. = _._ .. _· -=~..-:_. 
SA(T=O) ·ii 0 .,,,a, 11 0 

(8.37) 

Ordonatele spectrelor de răspuns ale acceleraţiilor absolute SA , sînt numere 
adimensionale şi pun direct în e,·idenţă factorii de amplificar'c• scismicrt ai 
răspunsului în raport cu acCf leraţia maxim{1 a terenului. 

• Spectrele seismice, şi in special cel al vitezelor relative SV, corespun
zătoare amortizării nule (v = O), conţin salturi pronunţate, ceea ce arat{t c:i 
răspunsul are variaţii sensibile la modificarea perioadei proprii. Prezenta 
amortizării, chiar cu Yalori reduse ale fractiunii din amortizare~ critic{,, co;1-
tribuie la reducerea substanţială a răspuns~lui, precum si la disuaritia acestor 
salturiîn curbele spectrale. ' • ' 

• Toate spectrele seismice reflectă, mai mult sau mai puţin, conţinutul 
de frecvenţă (conţinutul spectral sau con-,poziţia spectral5.) al accclerogr;:mei. 
Spectrele ,:itezelor rclatiYc neamortizate i-îT·0 d:m cea mai eloC\·entă imagine 
asupr;1 penoadelor sau frecvenţelor prcdon:.inantc (implicit a comnoncntclor 
prcdommante), deo2.rcce pot fi corobor:0.t,c cu spectrele Fourier ·de am])Ji-
tudine ~FS prin relaţiile (8.32), ad;că ST0 ?,FS. · 

e Configuraţia spectrelor de răspuns, precum ~i fenomenele de ampli
ficare seismică depind în mod decisiv ele proprietăţile geofizice şi dinamice 
ale terenului din amplasamentul in care este situată structura. Astfel, în 
terenurile slabe, neconsolidate şi compresibile, de grosime mare, componentele 
cu frecvenţe înalte (perioade joase) sînt rapid atenuate, iar cele cu frecvenţ;:i 
joasă devin predomin2.nte (perioadele predominante T 0 sînt cuprinse între 
1,4 şi 2,5 s) şi în consecinţă efectele seismice maxime se YOr manifesta asunra 
structurilor flexibile, a căror perioadă proprie fundamentală este situ;_tă 
în acest interval. 1n terenurile tari situaţia se inversează astfel încît compo
ziţia spectrală a spectrului conţine frecvenţe predominante înalte (perioade 
predominante T 0 ~0,6 s) şi deci structurile rigide vor fi mai solicitate deoa
rece perioada proprie fundamentală a acestora este situată în domeniul de 

349 



I , 
l ! 

i 
i I 

4 ,-------.-------.-----....------,..----..-----

SAn 

2 

• fractiunea din amortizarea critică• 

( ~ = 0,05 ) 

---ARGILĂ NISIPOASA MOALE 

DEPOZIT COEZIV ADÎNC I> 60 m l 

TEREN RIGID SUPERFICIAL(<60ml 

ROCĂ ( v5 > 750 m/s l 

o --------'------'-'-----'-------'--...... ----------.,__ ___ __. 
O 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 

PERI O ADA PROPRIE Î, în s 

Fig. 8.11 

amplificare seismică. Terenurilor cu caracteristici intermediare le corespund 
perioade predominante 0,6 < T 0 < 1,4s şi prin urmare în această situaţie 
structurile semirigide (sau semiflexibile) vor fi cele mai afectate. 

În acest sens, un studiu de amploare a fost efectu<1t de B. H. Seed [177], 
[234], bazat pe 104 înre.gistrări ale unor cutrţtnur~ pute.rnice (în sp<:c:ial cali
forniene) şi în corelaţie directă cu natu.ra stratului geologic superficial carac:
teristic amplasamentului, Aceste inv~~tigaţii au pţnnis trasarea speqţrelor 
medii ale AA normalizate (8.37) re&tă în figura 8.U, în funcţie de patra 
categorii de terenuri. ln figura 8.12 sînt dale spectrele medii ale AA pentru 
o serie de cutremure din Japonia (Tokyo, Osaka şi Nagoya), Mexico {Mexi
co-City), Româm"a (Bucureşti) şi S.U.A. (El Centro şi Seattle), în, .care se 
remarcf1 influenţa decisivă pe care o au perioadele predominante T 0 asupra 
configuraţiei spectrelor seismice. ln reprezentarea· grafică din fi~ra 8.12 
s-a admis normalizarea în raport cu Valorile ma.xb:ne ale răspunsului SAm4x 
(corespunzătoare perioadei T = T0) adică SA•== SA.JSA,,,.x, Jar pentlil frac
ţiunea din amortizarea critică v == 0,05. Se poate .constata iinportanţa ,condi
ţiilor locale de teren (clasa sau categotia. de tereil) asupraf~nonie1,1utui_de 
amplificare sei"sniică sau de „1·ezonanţă tranz#or.ie«, precum Şl asupra dde-
renţierii sensibilităţii seismice a structurilor, Jn f"411cţie de caracteristicile
dinamice proprii T, v. Perioada predominantă dţ e:,,:cţpţie din Mexfoo;:-City 
(TO = 2,5s) se datorează terenului~·*ib ,şi[n~1::cm,.s.<>lţ~3,ţ deţitiiţ J:?:i11tr;:-un 
depozit de argilă nisipoasă compresibilă cu. i::rtterc~,aţn, .. de pietriş şi namol 
cu grosimea de peste 100 m.! . ·•· ... · . .. · . 

Fenomene de amplificare sp.ectrală se produq1lîntre roca de bază (situată 
la adincimea H) şi suprafaţa lil;>eră a terenri.lui.RQca dt> bază fiind considerată 
rigidă (vs;.,, 750 rrt/s2), spectrul acceleraţiilor absolute SAn Ya avea o con-
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Fig. 8.12 

fiipir~ţie ,total_ diferită faţă de spe_ctru~l a~celeraţii1or absolute SA O a mişcării 
se1sm1ce mr~g1s~rate ţa ~uprafaţa_ l_1~e~a (fig. _8.1~) .în_ această situaţie, factorii 
de_ care depmd m pnnctpal mod1f1canle cahfahve ş1 cantitative ale spectru
lui A,1 (c~respum:ă~or mişcării seis_mi~e de la roca de tază) sînt adîncimea 
depozitului superficial H, precum şi viteza de propagare a undelor secundare 
1,1.s de forfecare (tra~syersale). în privinţa perioadelor predominante si 
fenom;nelor de amplificare generate de depozitele superficiale, în § 7.9 şi 
7 .. 10 smt expuse aspectele teoretice cele mai semnificative. 

. •. Sp~ct:ele seismice ~înt pute~nic _influe1;ţat~ atît ~e intensitatea mişcării 
(expnmata m general prm magmtudme), cit ş1 de distanta epicentrală D. 
Această con~taţare este ~videnţiată î~ figura 8.14 în care' sîntreprezentate 
spectrele seismice ale ntezelor relat1Ye corespunz:1toare următoarelor trei 
cutremure:_Sa:1 Francis-c? - California (22 martie 1957) aYînd ma/Znitudinea 
M = 5,3_ ş1 distanţa ep1ccntraltt D = 16 km, Port Huenem,, - ·California 
{18 rna~tie 1957) pentru car: :l! = 4,7 şi D = 8 km şi Agadfr - Maroc (29 
februane f 960) cu 1~[ = ~,7-:J ŞI D = 3,5 km. în general, componentele cu 
frecvenţe 1~alte (perioade Joase) se atenuează, în timp şi în spaţiu, mult mai 
rep~de dec1t co~ponentele cu _frecYenţe joase (perioade înalte). Cu cît magni
tud!nea est: mai mare sai.: d1~t~nţa -~p1centr~lă cre1te, devin predominante 
perioadele ~aft,; _(str;uct;1nle, n~pde fund mai _proţeJ_ate, i~r cele înalte mai 
expu~e la sohc1tan_ se1sm1c~), m tl?1P ce la m~gmtudm1 sau distanţe epicentrale 
relat!v re~use ~er!oa~.e!e JOa~e smt. p_re_dommante (structurile flexibile avînd 
o protecţie antlse1sm1ca relativ mai ndicată decît cele rigide). 

Specti::eie a~c~leraţiilor ~bsolutew din figu~a 8._1~. stabilite de K Ifanai [119] 
pu~ în evidenţa_ mfli.:enţa_ sunulta~a a ma9mtudmn cutremurului M, distanţei 
epicentrale D ŞI penoade1 predommante T 0, în funcţie de perioadele compo-
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. ~ .. . . . . t • tăpdn.vatiaţia a,cceleraţiilor iio(t). 
nentelor Ts ale mişcarll seis~ice ca~a5 ~,f\a 10.1:5~ rezultă di. un :c11;tp~ur 
Din curbele spectrale reprezÎtai~ :Unţe~icentrale apropiate, efected1struc
relativ moderat poate produce a l\ a : ide (cînd T = To) decît un cutremur 
tivc m::.i importante asupra structuri o~ dg ~·rt t ln multe situaţii se constată 
violent dar al cărui epicentru es~e mai. jP_albii · .. 
dl şi contrarul acestei constatări poate :h ,,a a ·. . . 

. . "' s ale sistemelor 8.1.7. Spectr·e seismic~ de r.r.spu11 . . . . . . 
cu comportare inelastică . . 

.. . . . .· ··••·· tă că in timpul unui cutrell:1ur 
în majoritatea situaţn!or reale S.~ cons;a '.tbt:d.eail~· perfect elastică .. Da: 

· rtarea unei structun nu es e · · • · · • · ·· · · · · · ~. •· tre· bu1 Puternic compo . .· . · ·. · . · , , •, .i•.'l!; -"e·.mi~.areâ; se1.smtca ,,a · .·· .. · . -· 1- ·t· 1 lastice energ1;:t 1nuus.,. "' • . r · .... ·. . . .:.:-!1 .. , .. t·. 
torită depăş1r11 lffil e_ e .. ·.· ·.•.. .. ·l'stic~ }ca uninare a irtcur~:l,U,uµ()r.p:os „ 
să fie compensată prm defont:aţn ţfdin~i<itl'fl ca degt~dare,f~ţoprietă
elastice p~ c_a:e le :fectuează ~1stf:.om'etî1t:ÎÎ:i~'ceti!lte integ~ală (fola:ps). ln 
ţilor sale m1ţ1ale sa conduc_ă a ··.· · l .. • :b1einele'·.cate privesc cqmportarea 
acest paragraf se Yor analiza numa pţ(J ·.• .. . . .. ·, 
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secţiunilor şi elementelor, urmînd ca aspectele sp<'Cificc structurilor, a:n·sam
blurilor structurale şi conexiunilor dintre elementele asociative să se dezvolt.; 
în capitolul. 9. , 

Cînd un element de rezistenţă, acţionat în regim static sau. dinami<;, îşi 
epuizează capacitatea. de rezistenţă în domeniul elastic sau pînă la limite 
de curgere, se consideră că cedarea are un caracter casant sau fragu, fără ca 
procesul de avariere să fie însoţit de fenomene specifice de avertizare. Dacă 
deformaţiile continuă să crească şi peste limita de curgere, pînă în momentul 
c.edării totc>le, se consideră că cedarea arc un l'aractcr ducti"l, procesul de 
avariere fiind progresiv, desfăşurîndu-sc pe o perioadă de tim.p ijmitatrt. 
Fenomenul de cedare ductilă este mai puţin periculos dccît cel de cedare 
fragilă întrucît apariţia unor deformaţii mari, însoţite de degradări super
ficiale, constituie un indiciu de avertizare asupra evoluţiei procesului de 
alterare a proprietăţilor fizico-mecanice iniţiale (fig. 8 .16). 

Ductilt"tatea 1mei' secţiuni sau umd element de rczistcnţ;'t pennitc evaluarea 
globală a posibilităţii existente de adaptare postelastică la şocuri seismin• 
severe .. Concepţia clastică de proiectare arc un caracter pur convenţional 
întrucît nu reflectă integral comportarea unei structuri la acţiunea cutre
murelor puternice ci numai la şocuri slabe sau moderate. Privită din punct 
de vedere energetic, comportarea unei structuri pc timpul unui cutremur 
tri;:bµie să asigure în condiţii de rezistenţă şi stabilitate consumul întregii 
eneygii induse (cu caracter cinetic) prin energia de disipare elastid't (energic 
corţspunzătoarc. deformaţiilor clastice) şi prin energic ductilii (encrgi~ cores-
puniătoarc deformaţiilor postelasticc). · · · 

.. I?e baza modelului simplificat de comportare clasto-plastică din. figura 
8.17, de tip biliniar perfect elastic-perfect plastic (Prandtl), se poate defini 
factorul de d1ictilitate secţională sau de dement. 111 acest sens, ductilitatt:a 
secţională se poate evalua prin intermediul relaţiei moment M - curbură <I>, 
iar cea de element prin intermediul relaţiei forţ5. F - deplasare liniară x. 
Pri,n 'definiţie, factorul de ductilitate µ rcprezintrt raportul dintre valorile 
maxime ale curburii <I>m sau ale deplasării liniare xm la limita de rupere (limita 
de cedare sau stadiul ultim), şi valorile corespunzătoare limitei elastic•c (punc
tul ~e curgere) <l>,, respectiv x,. ale aceloraşi .mărimi, rezultînd: 

.:.._ ductilitatea secţională µ = <l>,./<l>c, 

- ductilitatea de element µ = xmf xc. 

Factorii de ductilitate µ. sînt numere adimensionale, cu Yalori diferenţiate 
de la element la element, care pot caracteriza comportarea inclastidi a unei 

t FORTA (F) 

Fc 

F.. 
. ' 
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CEDARE ournt.A 
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tF : 
:.c..' . - ' 
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'. I 
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. ructurilor în general) la acţiuni statice şi 
secţiuni sau el~m~nt (prec~m _şi ţ ~ următorii factori: 
dinamice depmz1nd m pnnc1pa e . ( t 1 

•. . l 1 şi proprietăţile fizico-mecamce ale acestora o' e , 
_ calitatea matena e or 

beton, zidărie, 11:or~~r etc.); 1 geometria elementelor, precum şi tipul de 
_ forma secţmnu transversa e, 

aldttuirc al. an~amb_lului sltructutrall; tructurale (legături, îmbinări, rezemări 
- conexmmle dmtre e emen e e s 

t ) · modul de realizare ; , , 1 1 t 1 e c. ş1 , l ·t d" l" şi transversala m cazu e emen e or 
- cantitatea de armătura ong1 u ma a 

de beton armat; , . . presiune, forfecare), solicitări 
- eforturi dominante (de inco\Jotere, com 

compuse etc.; . • .1 1 . ) . natura mecanismelor de cedare 
- dirijarea ruperilor (stan ~ ~ t1me ş1 ") . 

(secţiuni, elemente, substructu~1. ş~ ~tructur~ ' . 
d . tr·butia efectivă a sohc1tanlor secţionale' - 1s 1 • • • 1 de încă.rcare-descrtrca re 

- modul de aplicare al acţiumlor m procesu 

(statice, ciclice, aleatoare). . 1 . . m1·c al sistemelor cu 
.. . t t 1 studiul răspunsu Ul se1s 

Contributu impor an e a J A Bl me [28] [29] N.M.. Newmark 
comportare inelastică. au foSt aduse de V V ~ertero [22), T. Pauley [!56]: 
[146], [147], A.S. Velet~_os _[193], (lr], ni·u iniţiate de cercetătorii amenc~1 
R. Park (154] et~- Studule m acest o;11e ice elasto~plastice prin intermed1!1l 
au permis cxpnmarea ~pectrelor se1~ re aceluiaşi sistem cu 1 GLD, m 
spectrelor seismice elastice,. ~oresp1::c~~t sens în figura 8.18 se prezint_ă 
fonetic de factorul de duct1htate. . b scheldt conventionale care permit 
o se;ie de modele de comportare, prm cur e ' • 

a. MODEL ELA STO- PLASTIC 
/S:METRIC/ 

d. MODU DEGRADABIL 
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b. MODEL ELASTO - PLASTIC 
/ASIMETRIC/ 

C.MODEL BtLINIAR 
/ \NE LASTIC/ 

x,4> 

e. MODEL RAMBERG-OSGOOD f.MODEL BAUSC.HINGER 

Fig. 8.18 

Fig. 1'.19 

definirea şi evaluarea ductilităţii, precum şi a dcgrad;hii rigidităţii secţionale 
sau de element. implicit a capacităţii de rezistenţă. 

In figura 8.19 se prezintă spectrul seismic tripartit elasto-plastic, în funcţi1:~ 
de frecvenţa proprie a sistemului cu 1 GLD, corespunzător componentei SOOE 
a acceleraţiei cutremurului înregistrat la El Centra - California ( 18 mai 
J 9-40). Curbele spectrale sînt diferenţiate în funcţie de factorul de ductilitate 
µ şi corespund unei fracţiuni din amortizarea critică liniar vîscoas;\ egalft 
cu v. = 0,02. Valorile spectrale sînt raportate la caracteristicile cinematice 
maxime ale mişcării terenului d0 , v0 , a0 , rezultînd amplificările relative (adi
mensionale) ale răspunsului elasto-plastic, în funcţie de capacitatea si:>tc
mului de a efectua incursiuni postclastice. 

In principiu, utilizarea spectrelor seismice elasto-plastice conslii în a 
efectua o analiză similară celei dastice în care intervine factorul de ducti
litate µ care introduce în calcul po5ibilitatca ca sistemul să dcpăşeasdt pc 
timpul istoric al mişcării seismice limita clastică (punctul teoretic de curgere 
sau de plastifiere al secţiunii). Pentru determinarea factorului de ductili
tate este necesar să se urmărească comportarea secţiunii, clementului sau 
structurii de la iniţierea deformaţiilor elastice pînii în stadiul ultim de colaps, 
aşa cum se indică în figura 8.17 în care palierul A B pune în evidenţ;i capaci
tatea de adaptare postelastică. 

Întrucît prin deformaţii postelastice sistemul consumă o parte din energia 
totală indusă printr-un efect echivalent cu cel de amortizare (disipare ener
getică ductilă), răspunsul 5eismic corespunzător limitei clastice (sau punctului 
de curgere) se va reduce în funcţie de factorul de ductilitate. Coeficie11tul de 
re.ducere R se poate evalua admiţînd două modele de comportare pentru siste
mul cu 1 G LD din figura 8 .1. 
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.. F Primul model se bazeazii pe cri
teriul co#se,vării deplasării maxime 

_ . · sau' co1,iservării rigidităţii în stadiul 
···-~.elastic şi pcistelastic. Pc baza nota

.. ţiilor diri figura 8.20, a rezultă 
•) / •. ', '. •. l 

·:., ~k-~if,;,,.,,_Fc;· 

·,x,;,_ .Xc 

..., (,;+-® de unde se obţi:ne \ 
I 

. o-6-----<1--6--.► 6--'"""-"'-->e._;t.__.,_,·-'<• 1,__. ... x R :: Fc . = . .x~-~ __!_ • . (8.38) Xc Xm 

a 
X, X0 Xm 

. b Fm«x Xm µ 

Fig. s.20 . în cel de-al doileă model admis 
: se aplică criteriul mergetic Îll'care se 

consideră că energia totală maximl'dndusă în :sist~m (8.2_4) se dmservă în ~ele 
două ~tiiri de _comportare elastică şi poste_lastlc~. ~nn egalarea energn~o~ 
potenţiale maxime {suprafeţele haşurate I ş1 II dm figura_ 8,20, b) se obţm1: 

t . t . 
E1. m•x = - kt"~ = --- F moxXo, 

2 2 

En. max·= -} llx~ + r:(xm_ ~ x,) = ~ · F,:xc + F,.(Xm - xr)• 

Deoarece rigiditatea în stadiul elastic, corespunzltoare celor două stărÎ, 
nu se d<;gradează, se poate scrie relaţia 

/,·., __ !_m_«x __ J,: • · F mox 
• -- Xo=~·Xc, 

:t·o Xc .i.· .• 

far prin înlocuirea· în expresia Eu, m;,x "şi egalarea celor două energii 
. . - . 1 F!,.r -·F( .. . ':1 ,.) . . 

--- -- Xi" = C' .1m - --: ."îc, t 
2 F • . · ·· · 2 · 

(le u_nd~ 0 SC determină coeficientul de :reducere 
. 1 

R = ✓Îµ - t. (8.39} 

Disiparea ductilă a en~rgiei total~ prin defo~aţ~i exclusiv I?!astice ·po~te 
fi estim:;ită.prin raportul dmtre energia consumat~ pnn deformaţu postelasttce 
Ep, şi cn~rgia totală ma.ximă 

Ep, _ F.(xm ~ .'\',) · 2(µ. - l) ·, (8.40) 
-E-- - F. (. · /2) = 2•• .L ·1 . 

!T.m•x c Xm -:" Xr ,.. 

Se poate constata din relaţia (8AO) importartţa pe s3:r~ o reprezintă. fac
torul de ductilitate în ceea ce priveşte consuni.ar~ energ1eqnduse de cutr~mur 
prin. energie . potenţială de deformaţie postelasti_(;~c Jntr:-adev~1:_, cu,. cit: .. ~e 
asigu.r~ .unei. secţiuni sau unui elctne11t o,cotllpp_r~re. postela~ţ1c3: fa voral;iil.;, 
printr-:<>. d~~til!zare core~punză t'?are, _cu aht. ţmergia ce urn_1e;iza 3:.f1 co11:sumata 
prin . il}.C11TSIUU1 postelastice va ,f I mai n-µtr~. tn~ acest; !11od se as1~ră ? adap
tare postelastidL, locală sau generală, raţionala,· e\·1tmdu-sc sohc1t."i:nlc exa-
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ţ~ratc_ în dom~ni_ul elasti~, pr~um şi Aegradărilc ţu. c_aractcr c~sap.t (fragil). 
I rebmc a~ţ. îi:>, :v_cde~c 1~~ ca duct1_h7:~rea exage1:a~ă . .intră în contradicţie 
cu car3:st&,1shcile. de elasticitate (flex1b1htate. sa? ng1~1ta.tc) şi de rczistcnFi 
ale secţmmlor elementelor componente, conexmmlor ş1 ale structurilor. 

Din analiza spectrelor . seismice tripartite corespunzătoare „sistenielor cti 
comportare postelastică., de ·tipul celui reprodus în figura 8.19, rezultă ur-
mătoarele :concluzii: . . · · 

~ In :ion~ frecve~ţelor proprii _joa_se (perioa_dc p_roprii înalte), deplasările 
relative ale s1stemulm elasto-plashc smt aproxnnattv egale cu cele ale siste-

·mului cu comportare elastică. . 
•. Inzonafrecvenţelorproprii intermcdiarc(cuprinseîntre 2 Hz şi 8 Hz) ener

gia totală absorbită este aceeaşi P.~tru cele două sisteme, clastic şi elastoplastic . 
. • 1n zona frecvenţelor propru ~nalte (perioade proprii joase), acceleraţiile 

sistemelor (inclusiv forţele de inerţie) clasto-plastice şi elastice sînt identice. 
Se constată că pentru frecven-

ţele p,-opri·i curente deplasările re
lative cresc, iar acceleraţiile abso-

TABEi.UL 3.1 

lute se reduc simţitor în funcţ~e c.-1.;11nrATEA 
de mărimea factorului de ductl- cottt~vXE 1:-

RAPORTUL l>[NTRI> RĂS
l'UNSlJJ. EL.\STO-l'LASTIC 
ŞI RĂSl'UNSUJ. ELASTIC: 

litate. Avînd în vedere relaţi- Sl'ECTRu DEPLASAREA ; ACCELERATIA 
ile (8.38) şi (8.39) se poate stabili -----··'-----~---

. raportul dintre răspunsul seismic I Deplasarea I/µ 
al sistemului elasto-plastic şi --- - -·-- - ·- i ----'---
răspunsul seismic al sistemului Yit<'za sau µ/,/2µ - t t/.,/2µ - t 
elastic [194]. Astfel, în tabelul 8.1 energia 

sînt daţi coeficienţii de modificare 
ai răspunsului, care permit defi
nirea spectrelor seismice ale sis
temelor cu comportare inelasticft 
(elasto-plastică) prin intermediul 
sp<..>etrelor seismice ale sistemelor 
cu comportare liniară (elastice) . 
în continuare, operaţiile de calcul 
se efectuează în aceeaşi manieră 
ca în analiza elastică. Figura 8 .21, 
în care s-au reprezentat grafic 
coeficienţii de modificare ai dcpla
sririlor relati,·e şi acceleraţiilor 
absolute, pune în evidenţii con
tradîcţia existentă între micşora
rea acceleraţiilor (implicit a forţe
lor de inerţie) şi amplificarea de
plasărilor relative în funcţie de 
creşterea ductilităţii. Acest fapt 
demonstrează că există o limită 
a ductilizării întrucît prin flexi
lJilizarea sistemului pot surveni 
efecte de ordinul doi periculoase, 
cu consecinţe mai grave asupra 
rezistenţei şi stabilităţii struc
turilor. 

Accdc•raj ia 
sau forţa :.,. 

w 1,0 ~-+-+--+-t--+--1---
f.5 
~ 0,8 
Ow 
l:'i! ;;0,6 
w--' oo 
ţ;:.~ 0,4 
Z< w 
g ~0.2 
t:b < 
8 o._......__.__,__,__,__,,__,___,___J 

12345678910 
FACTOR DE DUCTIBILITATE t:1 

Fig. 8.21 
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După cum s-a menţionat şi cum rezultă. diµ. relaţţa: (8.10}, cµ'ectul ductili
tăţii poa~e fi asimil_at cu u11: parametru qisipâtQr.(a.tz~bu,it.absorbţiei de enetJJe 
postelastică), e.xpnmat pnntr-o amortIZare ductţla.: El<:hivalcntă, fără. a ţ1ne 
seama însă de majorarea deplasărilor. ])e a~eeâ acest/m<>c,l unilateral de;1 
pri'vi probi~ nu trebuie absolut~a.ţ iri ~l~ll Jn#asţică a !!tntctudlox-. 

[n concluzie, se poate constata importall,ţa tt!liii.iţă,cştecotiomică pe care 
o are comportarea post elastică a structuril9r · ieziâfent~ la cutremure, . •iţi: 
cond.iţii de rezistenţă şi siguranţă sa.tişfăcătoar,e. p~_altfel, realizarea uneî 
structuri capabile să reziste unui cu treniur putemfo .nultlai în domeniul elastic 
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•~ co:1stitui o imposi~ilita~c dar şi o. eroare de conc~pţ_ic întrucît proprictrL
ţ1le ŞI rc?ervele de r~1sten{a. ale m~tenalelor, precum ş1 dispunerea clementelor 
structuralwc nu ~r fi valonf1cate mtcgral. Din analiza răspunsului postelastic 
pre~entata succmt _în a~est par~gra_f, rezultă avantajul utilizării spectrelor sc-
1sm1c<: c?mpacte (tnparhţe-logantnuce} corespunzr1toare sistemelor cu compor
tare. hmara, ~~oarece prm c?~ectarea a_cestora, cu valori acceptabile ale facto
rulm de duct1htate µ, operaţule numerice pot fi conduse în mod identic celor 
d_in d~meniul_ elastic .. Î? capitolul 9 se va reveni asupra tuturor aspectelor teore
tice ş1 practice spec1f1ce elementelor structurale, conexiunilor şi structurilor. 

8.1.8. Caracteristici spectrale 
ale cutremurului din 
4 martie 1977 
înregistrat în Bucure,ti 

Din punct de vedere ingineresc, 
în timpul cutremurului din 4 martie 
I 977 s-au obţinut informaţii instru
mentale reduse, care să permită 
descrierea şi interpretarea caracte
risticilor intrinseci ale mişdrii tere
nului pc întreaga arie semnificativă 

'[; 560 
_. 
o 
~ 420 
<{ 

.-,: 

.::.zso -
"' ~ 
;;:! 140 
:::; _, 

36 · 

de manifestare. În această privinţr1, 
unicele înregistrări pe trei direcţii or
togonale sînt cele furnizate de accele
rograful Sl\1AC-B {de construcţie ja
poneză) în staţia seismică. JNCERC
Bucureşti. ln capitolul 7 au fost 
reproduse accelerogramele înregis
trate. în urma corectărilor corespun- •c.~ 
ză.toare, precum şi variaţiile vitezelor ~ 
şi deplasărilor determinate prin iute- ,J 24 

grare numerică [35], pentru durata ~ 
semnificativă. a evenimentului seis- r:J 12 

mic evaluat 1ă 15 s. Au fost repre- \;: 
zentate grafic componentele N-S sau 
SOOW (fig. 7.14), E-W sau E00N 
(fig. 7.15) şi verticală (fig. 7.16). Ta
belul 7.3 conţine valorile maxime ale 
caracteristicilor cinematice ale miş

'f 20 

cării 1ă suprafaţa liberă a terenului, ·:'! 16 

r~zultate din diYerse surse bibliogra- ~ 
fice, în urma prelucrării înregistrări- };) 12 -

lor primare (necorectate). ..., 

BUCUREŞTI - ROMÂNIA 
4 martie 1977 

• COMPONENTA VERTICALĂ• 

0,4 0,6 1,0 
PERIOADA, T(s) 

0,2 0,4 0.6 1,0 

3.0 5,C 

Spectrele seismice de răspuns in- ~ 8 · 

dependente SA, SV şi SD sînt tra- ~ 4 _ 

sate în figurile 8.22 (componen- t~ 
ta N-S), 8.23 (componenta E-W) şi O O ._,__.,__;:<-=~"---'--L--L---'--_J 

8.24 (componenta verticală) în func- 0.1 0,2 0,1. 0.6 1,0 
PERIOADA, T(s) 

3,0 '.,,C 

ţie de fracţiunea din amortizarea 
critică V= 0,00, V= 0,01, V= 0,05 Fig. 8.21 
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şi v = 0,10 şi perioada neamortizată T(s) exprimată în scară logaritmică 
[233]. În figurile 8.25, 8.26 şi 8.27 sînt date spectrele tripartite (logaritmice) 
corespunzătoare aceloraşi componente [35]. 

Dirr analiza înregistrărilor şi spectrelor seismice de răspuns, rezultă o serie 
de corrcluzii care se prezintă în continuare. 

• Perioadele predominante TO de bază ale componentelor mişcării terenului 
au valorile: T 0 ~ 1,75 s (N-S), T0 ~0,95 s (E-W) şi T 0 ~0,25 s (vertical). 
Comp1>nentele orizontale, caracterizate prin perioade ,proprii lungi, pun fa 
evidenţă o mişcare seismică cu o configuraţie .de excepţie pe plan mondial. 

• Perioadele semnificative, care definesc vîrfuri de amplificare relativă 
în spectre, se pot identifica cu aproximaţie astfel: 0,3 s, 0,5 s şi 1,75 s (N-S), 
0,3 s, 0,6 S, 0,95 s, 1,6 s şi 2,3 s (E-W) şi 0,25 S, 0,6 s, 0,9 S, 1,7 s şi 3,0 s 
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(vertical), ceea ce demonstrează compoziţia spectrală complexă a mişdtrîi 
terenului, cu bandă destul de largă de perioade. 

• Compozfţia spectrală (conţinutul de frecvenţe sau conţinutul spectral/ 
a componentei N-S, în care componenta predominantă ce guvernează toate 
spectrele de răspuns este cea mai lungă, este remarcată şi în spectrul Fouricr 
aţ a:mplitudinilorFS din figura 7.26, în comparaţie cu compoziţiile spectrale 

. a.le cutr~murelor înregistrate la El C~ntro_-California, 18 mai 1940 (componenta 

. SOOF:) .ŞI. fert:dale (Euteka) - California, ~1 Aece~brie ~ 954 (componenta 
NHE). Dm figura 7.26 se poate constata s1m1htudmea existentă între com
poziţiile spectrale ale înregistrărilor de la Bucureşti (N-S) şi Ferndale (N'44E). 

'· · .• _Co'!:poz~ţia; spectrală :t:articu~ară şi apariţia ~no~ perioade lungi pot fi 
atnbmte m pnnc1pal mecanismului de focar (rnagmtudmea, adîncimea sursei, 
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. al cutremurului etc.), caracteristiâlor geologi~e ale mediul1~1: 
caracterul multtşocum i proprietăţilor fizico-mecanice şi dfnamice ale depozi
de propagar~, _prec ş . t' d Jii'lor locale de tereti m care este ~ituat 
tului superficial car~ctens H:e. con \ imului as ect care poate fi considerat 
Municipiul Bucure~t1.~ ln pbrn:mţa uţţ at ca~ ieren~l di.n zona Municipiuh1i d · t nţă maJora tre me men ion . . 

B~;:~;:i_ ~ste a_lcătuit' di1:trtn ~ach1~ee Jt;::;~::r~~t!~~d:~:~~':nfa~~ 
simi relativ man, caractenz)a edpnn v( i <so.om. /s) avînd P. roprietăţi de fil
(transversale de forfecare re use Vs • ' • · ) · m şi de am-
trare a COil1;P~1:entelor cuţfrt~vJnţ{ î~i:!e j~e~~~d;;i;5Îa' s~;ia!aţa liberă a 
plificare seismică pronun a e a · 

terenului. ... 1 t 1 al componentelor N-S şi E-W, 
_Diferenţierea_ comploziţu odr n~1\:ts~enţ: unei pronunţateneomogenităţi ultima mult mai comp exa, e 
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geologice în ceea cc priveşte orientarea stratelor superficiale pe teritoriul Muni
cipiului Bucureşti. 

• Spectrele sei'smi'ce ale acceleraţiilor absolute (care caracterizează direct 
intensitatea forţelor seismice maxime) permit identificarea domeniilor de 
amplificare notabilă a răspunsului pe cele trei direcţii. Se constată o atenuare 
rapidrl a acceleraţiilor absolute AA pentru T > 2s (N-S), T > 1 s (E-V) 
şi T > 0,5 s (vertical) şi de asemenea o descreştere suficient de pronunţată 
la amortiz1iri destul de reduse. Amplîficarca relativă a răspunsului, exprimat 
i11 AA în raport cu acceleraţia maxim;:i la nivelul terenului Uo,m•x = a0 , este 
.destul de mare, în special SA (N-S), chiar pentru valori ale fracţiunii din 
amortizarea critică ridicate. 

.Evidenţierea directă a amplificărilor relative spectrale se obţine prin repre
zentarea grafică a spectrelor norm"llizate, în funcţie de coeficientul de amorti
zare v, definite prin relaţia (8.37), adică SA., = SA/a 0 • 1n figura 8.28 sînt 
reprezentate în comparaţie spectrele normalizate SA., (în care rezultă şi peri
oada predominantă a curbelor spectrale caracterizate de v = 0,05), cores
punzătoare cutremurelor înregistrate la El Centro - California (18 mai 1940, 
T 0 ~0.5 s), Ferndale (Eurcka) - California (21 decembrie 1954, T 0 '::= 1,5 s), 
.vfexico-City (19 mai 1962, T0 ~2,5 s), Niigata - Japonia (16 iunie 1964, 
1'0 '::=0,8 s) şi Bucureşti (N-S) - România (4 martie 1977, T 0 = 1,4 s). Din 
Yariaţia SA n• specifică particularităţilor fiecărei înregistrări şi amplasamentului 
respectiv, rezultă importanţa decisivă pe care o arc acordarea caracteristi
cilor dinamice proprii ale structurilor cu configuraţia spectrelor de răspuns. 
Asupra acestei probleme, care necesită o analiză mai profundă, fiind fundamen
tală în proiectarea structurilor în concept dinamic, se va reveni cu precizări 
;;uplimentare în capitolul 9. 

• Aspectul diferit al configuraţiilor tuturor spectrelor (SA, SV şi SD) 
rnrespunzătoarc celor douii componente, a fost influenţat şi de directi'vitatea 
:-JE-SW a energiei eliberate în focar (fig. 7.36). 

• Studiul asupra unor seisme slabe sau moderate efectuat de D. Rădu
lescu (166] a confirmat caracterul per5istent şi izolat al macroseismelor 
generate de focarele intermediare situate în zona Vrancea, precum şi confi
guratia destul de stabilă a spectrelor seismice de răspuns. în figura 8.29 sînt 
~epr~zentate spectrele SA pentru trei seisme (componentele N-S) ale căror 
principale caracteristici (magnitudine şi adîncime) sînt precizate direct pe 
figură. Se constată că perioadele dominante sînt situate în intervalul 0,2-0,5 s, 
astfel încît rezultă, faţă de spectrele seismice ale cutremurului din 4 martie 
l 977, o deplasare a amplificărilor spre stînga. In mod aparent se consta UL 
o contradicţie între concluziile anterioare şi aspectul SA din figura 8.29. 
Dacă însă se ţine seama de influenţa magnitudinii şocului seismic, precum 
şi de comportarea neliniară a terenului la acţiuni seismice puternice este de 
aşteptat ca perioada predominantă să crească considerabil în cazul cutremur('
loi: violente. Pe baza lucrării [175], elaborată de B. H. Seed referitoare la 
anticiparea perioadelor predominante, se poate estima că perioada predo
minantă corespunzătoare unei magnitudini M = 7,2 (cît a avut cutremurul 
din 4 martie 1977) poate deveni cel puţin de două ori mai mare decît peri
oada predominantă a unui cutremur de magnitudine M = 5 (aşa cum este 
situaţia celor din figura 8.29), cînd distanţa epicentrală este de circa 160 km. 
În acest context, se poate afirma că studiul microseismelor dintr-un anumit 
amplasament poate caracteriza amplificările locale probabile (inclusiv p::!ri-
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Fig. 8.2.9. 

~a4~1~ p~edo~inante) prin SA •• fără a putea pune. îns_ă în _evid~nJă mecanis
mul de focar, modul de propagare al undelor seismice, 1denbf1car~ unor 
parr,n:ietri specifici geologiei locale, precum şi directivitatea energiei elibe-

. rată'.de sursă. · · . · .. · 

·s:i. RĂSPUNSUL SEISMIC AL SISTEMELOR DISCRETE PLANE. 
, APLICAREA METODEI ANALIZEI MODALE 
t ~: ' ' , " . . . : ' 

=Se va' admite în studiul seismic al sistemelor dinamice discrete cu nGLD 
riwdelul dinPmic al unei.structuri etajate de tipul celui reprezentat în figura 
8;30;'supus acţiunii mişcării seismice la nivelul bazei de fixare. 

·, în vedeiea evaluării răspunsului ·seismic instantaneu sau maxim al siste
meldt;CU: 'coniportare liniarîi, se va aplica metoda anali'zei modale, numită şi 
nîetodtduper'poziţieî nJQdale în maniera în care a fost descrisă în capitolul 4. 
JJe asemenea, se va utiliza noţiunea de spectru seismic de răspuns în sensul 
definit În f8:1: ·Avantajele acestei metode ·sînt deja cunoscute însă ele devin 
d:lihiportânţă majoră în ingineria seismică deoarece, prin decuplarea ecua
ţiilor de tondiţie, răspunsul·seismic total poate fi exprimat prin superpoziţia. 
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răspunsurilor seismice modale. ln acest fel se pune în evidenţă explicit con
tribuţia calitativă şi cantitativă a răspunsului seismic, corespunzător fiecărui 
mod propriu de vibraţie i = 1, 2, ... n, asupra răspunsului total (instantaneu 
sau maxim) exprimat în deplasări relative, viteze relativţ, acceleraţii absolute, 
forţe de inerţie, eforturi secţionale, tensiuni sau deformaţii. 

Datele de intrare, în analiza modală a răspunsului seismic, rezultă din 
cunoaşterea unnătoarelor caracteristici fundamentale: 

• l\fatricele de definire ale sistemului (modelului) dinamic cu nGLD, 
adică matricea de inerţie tMJ, matr1:cea de amortizare vfscoasă f'C.J şi matricea de 
ri.gidtt.ate [R]. 

• Matricele dinamice proprii ale sistemului, şi anume matricea spectralii 
t !l.J şi matricea nuJdală [<I>], obţinute în urma rezolvării problemei specifice de 
valori şi vectori proprii (vezi cap. 3 şi 6). 

• Vectorul forţelor laterale {F(t)}, care acţionează pc direcţia G ţD, genc
ra te de mişcare.a seismică tt 0(t) aplicată la baza sistemului. 

Datorită particularităţii coordonatelor dinamice admise, sistemul este 
decuplat inerţial şi în consecinţă matri_c~a masel?r rez~ltă diagonal~. Dec:u
plarea disipativă, care a condus la defm1rea unei matrice de amortizare dia
gonală., este valabilă în condiţiile în care disipareii estede tip vîscos şi se mani
festă independent nu~i între et~jele co1:1s~tive, iarforţt;le de a~~rţizare 
sînt proporţionale cu vitezele relative pe direcţ1aGLD. Matnc.ea de ng~d1tate, 
exprimată în coordonatele dinamice ale sistemului(GLD), se determmă .(ca 
acţiuni sau ca reacţiuni) pe .baza aspectelor teoretice şi aplicative expuse în 
capitolul 1. 

Aşa cum rezultă din capitolul -t, diferenţierea. apijcă.r~i metodei generale 
a analizei modale de la un caz la altul constă bi defintrea coord onatelor 
5istemului şi a acţiunilor care se aplică pe direcţia GLD. 
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Forţ'ele perturbatoare laterale cu caracter indirect şi conventional, de 
natura unor forţe de inerţie, sînt generate de variaţia acceleraţiilo~ seismice 
ii 0(t) în mişcarea de corp rigid a sistemului, şi au _expresia 

F,,(t) = :..._ m„u0(t), (k = 1, 2, ... n), {F(t)} = - (' MJ {l} it 0(t), 

astfel încît forţa generalizată (modală) corespunzătoare modului i de vibraţie 
(4.21) devine . . 

ţ•(t) = {<l>}T {F(t)} = - {<l>}f ('MJ {1} u0(t) ~ - P;u 0(t), (i· = 1, 2, ... n), 

unde P; reprezintă Jacto~ul de parti'cipare ntodal care se determină cu relaţia 
(4.53) . . 

ft 

P; = {<I>}T ('MJ {I} = E m1:<l>k, ,. {P"} = [<I>Y ('MJ {1}. 
A-l 

în final rezultă vectorul forţelor generalizate (4.20) sub forma 

{F'(t)} = [<I>f {F(t)} = - [<I>f ('MJ {l}uo(t) = - {P"} it 0 (t) 

în. care intervine direct accelerograma efectivă înregistrată în timpul unui 
cutremur la suprafaţa liberă a terenului. Este evident că prin particulari
zarea acestor expresii generale se obţine forţa perturbatoare convenţională 
F(t) = - mu 0(t) corespunzătoare sistemului cu 1 GLD. 

B. 2.1. Răspuns seismic modal instantaneu şi total instantaneu 

Ecuaţia matriceală care guvemeazrt răspunsul seismic decuplat în raport 
cu coordonatele modale (4.13) ... (4.16) are următoarea formă generală (4.54) 
integrabilă 

[IJ {~(t)} + ('2vwJ {~(t)} + ('!lJ {"IJ(t)} = - ('JWJ-1 {P"} ii: 0(t), 

din care se obţine ecuaţia modală independentă, corespunzătoare modului i· 

de vibraţie, care permite evaluarea răspunsului modal instantaneu 

(8.41) 

Deoarece ecuaţia (8.41} are din punct de vedere matematic o formă simi
lară cu (8.3), în baza condiţiilor iniţiale nule soluţia generală va avea aceeaşi 
exprimare cu (8.6), adică 

-ru(t) = - MP~ ~ (' u0 ("t') e-v,w,(ţ-,) sin w,(t - -:-) d.-, 
, w, )o (8.42) 

objinîndu-se astfel expresia generală standard a coordonatei generalizate 
(coordonată modală) ţalabilă pentru toate modurile proprii de vibraţie 
i = 1, 2, ... n. Prin derivări succesive se obţin funcţiile modale ¼,(t) şi ~,(t) 
ale căror expresii sînt formal identice cu (8.7} şi (8.8). 

Revenirea la coordonatele dinamice originale se face prin intermediul rela
ţiilor (4.13) ... (4.16) care au stat la baza transformării liniare (în coordonate 

· m()(iale) a. ecuaţiilor de mişcare ale sistemului cu nGLD. Se face menţiunea 
că în exprimarea răspunsului se va face abstracţie de semnul algebric (toate 
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mărimile vor fi pozitiv definite}, avînd în vedere caracterul alternant al 
mi~ării excitaţiei exterioare. · ; . .· · . . . , •,. 

In consecinţă, rez-µltă expresi'i"le răspunsului seisnti'c modal 1·11stantane1(, 
caracterizat prin: · 

• deplasări relati·ve modal~ instantanee (DRMJ)' 

DRMI;_x, .. 1(t)~ <Dk,;'Y);(t}, k= 1,2, ... n, (8.4~) 
sau 

sau 

sau 

DR1\:fl = {x(t)}1 = {<1>} 1 'Y);(t),· i = 1, 2, .. :n. 
• viteze relative modale instantanee (VRMI) 

V RMI = v1 .• 1(t) = <Dk,, 'Y)i{t), k = 1, 2, ... n, 

VRMI = {v(t}}1 = {<1>} 1 'YJ;(t), i· = 1, 2, ... n, 

• acceleraţii absolute modale instantanee (AAM I) 

AAMI = a, .. 1(t) = <I>u '~1(t}, 1l = 1, 2, ... n, 

(S.44) 

().47) 

Din expresiile de mai sus se poate constata că variaţia răspunsului seismic 
modal instantaneu, exprimat în termenii cinematici ai mişcării sistemului 
(DR, V R şi A.A), are aceeaşi configuraţie geometrică cuformele proprii_ de 
vibraţie (vectorii proprii staţionari)· în orice moment 'icuprins p'e durata apli
cării acţiuniitF(O < t ~ tF)-

Intrucît .vectorii proprii {<1>} 1 sînt pivotaţi printr-o ordonată unitar:"t 
(wzi cap. 3), care în această situaţie se consideră pe direcţia GLD n adică 
<l>n,, = 1, i = 1, 2, ... n, rezultă că funcţiile modale ·ri,(t), ~,(t) şi =iJ,(t) au 
semnificaţia de deplasare relativă modală, viteză relativă modală, respeetiv 
acceleraţie absolută modală corespunzătoare GLD specific ordonatei _pivot 
(în situaţia de faţă coordonata n): . . · · ' 

Cunoscînd AAMI se pot determina forţele de inerţie mod~le instantanee'. 
numite şi forţe seismice de 111·vel modale instantanee (FSNJII) astfel 

FSNMI = Fi:.,(t) = m1,a;-, 1(t) = mkcf\,;:~;(t), (~.49) 
sau 

precum şi rezultantele FSNMI, corespunzătoare fie~ărui mod de vibx: .. ;t_iţ', 
denumite forţe tăietoare de bază modale 1.·nsta,tfanee. FT BMI: 

FT BMI - F1(t) = t Fk, 1 = [~ 111,<1>/ 1] :q1(t), 
k-1 t=f 

(i.51) 

sau 

Totalitatea răspunsurilor m~dale instantanee defi~esc . matffcelc motia/.i de· 
răspuns: · 
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• 111,atriceiz deplasărilor · relative nwdale: însta:ntanre. 

[x(t)J :-- [{x(t)}i ... {x(t)}. '. .. {x(t)J.1= f <l>H~(t)j, 

• matri'cea vi·tt;zelor relative. modale inst a11ta11ce 

· [v(t)] = [{v(t)}1 ... {v(t)}, ... {v(t)},,] = {<I>} ti;(t)J, 

• matricea acceleraţiilor absolute modale instantanee 

[a(t)] = [{a(t)} 1 .•. {a(t)L ... {a(t)}nJ = [<1>] t~(t)J, 

• matricea forţelor seismice de ni·vet modale i11sta11ta11ee 

[F(t)] = [{F(t}} 1 .;. {F(t)} 1 ••• {F(t)}nJ = t.MJ [<I>] t~(t)J, 

• matricea forţelor tăietoare de bază modale 1·11sfa11ta11ce · 

[F(t)J =·f F,(t)F,,(1:EROj = {P*} LîJ(l)J = {P•} {~(!)}. 

. ZERO · Yn(t) 

(8.54) 

(8.55) 

(8.56) 

(8.57) 

Răspunsul seismfr total i·11stantanett se obţine printr-o operaţie de super-
poz,iţie liniară a răspunsurilor modale (8.53) ... (8.57) astfel . · 

• deplasări relative totale instantanee (DRTI) . · 

{x(t)} = [x(t)] {1} = [<I>] {'Y){t)}, {8.58) 

• viteze relative totale instantanee (V RT I) 

{v(t)} = [v(t)] {l} = [<I>] h{t)}, 

• aculeraţii absolute totale insta11tanec ( AATI) 

{a(t)} == [a(t)] {1} = [<I>] {11(t)}, 

• forţe seismice de nivel totale instantanee ( FSNTI) 

{F(t)} = [F(t)] {l} = [JLJ [<I>] {~{t)}, 

• forţa tă1:etoare de bază totală instantanee (FT BTI) 
n 

F(t) = E F;(t) = {P*f {=iJ(t)}. 
i=1 

(8.59) 

(8.60) 

(8.62) 

Relaţiile prin intermediul cărora se determină răspunsurile modale (8.43) ... 
... (8.52) şi totale (8.58) ... (8.62) instantanee permit reprezentarea variaţiei 
acestora în timpul istoric al desfăşurării evenimentului seismic prin diagrame 
de tip time-history ca în figura 8.2. Avînd în vedere că ordonatele vectorilor 
proprii corespunzători formelor superioare au sensuri opuse, spre deosebire de 
ordonatele primei forme proprii care arc totdeauna acelaşi sens, rezultrt că 
forţa tăietoare de bază are semnificaţie numai în modul fundamental de vi
braţie. Din aceleaşi motive nici forţa tăietoare totală (8.62) nu prczintrt interes 
practic. 

8.2.2. Răspuns seismic modal maxim şi total maxim 

Din expresiile răspunsului modal instantaneu (8.43) ... {8.48) se constatrt 
că răspunsul modal maxim se obţine cînd integralele care intervin în funcţiik 
modale 'Y),(t), =tJ,(t) şi 1)/l) ating valorile maxime pe timpul istoric al mişcării 
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seismice ( O < t,:;,. t 1-·). Dacă se admit pentru fracţiunea din amortizarea 
critică. valori v,:;,.0,20 (w" = w .Ji - 112 :::=w) şi se ia în consideraţie aproxi
maţia (8.20) 

I(' u 0(Ţ) e-v,,.,,(,-T) sin w;(t - Ţ) dŢ l 
)o m•x 

:::= j' \' u 0(Ţ) e-v,w,(I-T) cos w1(t - Ţ) dŢ I = PSV, ::::'. SV,, (8.63) 
„ 0 tn4X 

relaţia (8.21) rămîne valabilă şi în această situaţie, adică 

SA,= w;SV, = w!SD,, i = 1, 2, ... n, (8.6-4) 

în care s-au utilizat notaţiile SV, şi SA, şi pentru pseudospectrele PSV, şi 
PSA,. 

Se observă că SD,, SV, şi SA, reprezintă valorile maxime, exprimate în 
DR, VRşiAA, ale răspunsului seismic al unui sistem cu 1 GLD (fig. 8.30) 
ale cărui caracteristici dinamice proprii coinc,id cu cele corespunzătoare modului 
i de vibraţie (T, = 2rr/w,, v,). Este evident că descrierea mişcării_ seismice 
prin accelerograma u0(t) rămîne aceeaşi în cele două situaţii. Rezultă deci că 
spectrele seismice de ră<;puns, aşa cum au fost definite în § 8.l pot fi folosite 
şi în cazul exprimării răspunsului maxim al sistemelor cu nGLD. În aceste 
condiţii, relaţia (8.6-4) se poate generaliza astfel 

{SA} = tn.J {SV} = tD2J {SD}, (8.65) 
sau 

j{SD}l i [[OJ tn.J-1 tn2J-1l -l{s __ v_ }l' 
{SV} = - tn.J [O] t!lJ-1 {SV} • 

. {SA} 2 tD2J tDJ [OJ _ {SA} 

în care t f.!_J reprezintă matricea spectrală a sistemului dinamic definită în capi
tolul 3, iar 

SD; = SD(T;, 111), SV, = SV(T1, 111), SA, = SA(T1, 111). 

Pc baza acestor observaţii şi ţinînd seama de relaţiile (8.63) şi (8.fr-4) se 
Ya putea scrie 

(8.66) 

I .. () I P; SV P; SA '1) t m,x = -. <,)i i = -; .. i• 
M, .i\1, 

Dacă se introduc notaţiile (-4.58) şi (4,62) 

(8.67) 

unde 

" p; = E m,1;c1>1:, ,. 
.t-1 

(8.68) 
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prin intermediul relaţiilor (8.43) ... (8.48) se determină expresiile răspunsului" 
seismit- modal maxim pentru: 

sau 

sau 

sau 

• deplasări relative modale maxime (DR.MM) 

DRMM = xk,, = Ix,, ,(t) Im •. < = <1>1., ,I l),{t) j,,..,, = ·"k ;-'>D;, (8.69) 

DRMM = {x}, = {A},SD;, i = 1, 2, ... 11. 

• viteze relative modale maxime (V R1\1M) 

(8.70) 

V RM M = Vk, i = I Vk, ;{t) !m •. , = <1>, .• ; ! 71;{1) /,,,.x = A 1, ;1·i• (8.71) 

VRMilf = {v}, = {A},SV" (8.72) 

• acceleraţii absolute modale maxime (AAMM) 

A.AMM = a, .. 1 = I al., ,(t) lm.x = <l>k,; I '~;(t) l,m ,CC Ak, ,SA i• (8.73) 

AAAIM ={ah= {A};SA,., (3.7◄) 

• forţe seism.i'.ce de nivel nwdale maxim~ (FSl\'MM) 

FSNMM = Fk,i = )Ft,;(t)j,,...x = mtl«u(l)lmu = 111,.A.,,/î.-4,, (8.75) 
sau 

FSNMM = {.F}; = [·!JJ {A} 1SA, (8.i6} 

• forţe tăietoare de bază nwdak maxinir, (FTBMM) 

[ 
n ] (r)2 

FTBMil1 = F, = )F,(t)l.,H = Em •. A, .. 1 SA;= - ,1\ SA;, 
,h~t .i.J, 

(8. 77} 

Jl.atricele nwdale ale răspunsului maxim exprimat în caracteris•ici cinema
tice fundamentale (8.70), (8.72) şi (8.7◄) sînt date direct în figura 8.31. 

Avind în vedere relaţia (8.6 ◄), este evident că răspunsul modal maxim 
poate fi exprimat în funcţie de oricare dintre spectrele seismice. 

lntrucît coeficîenţii de formă {A}, sînt proporţionali cu Yectorii proprii 
{ct>},, variaţia geometrică a DRMM, V RMM şi AAMM va fi identică cu con
figuraţia formelor proprii corespunzătoare tuturor modurilor de vibraţie 
1· = l, 2, ... n. Vectorii proprii fiind raportaţi la ordonata pivot <Pn, 1 = l, 
rezaltă că valorile maxime ale funcţiilor modale rcprczinti"t J)RJI:lI, VRMM 
şi AAM1lf pe direcţia gradului de libertate dinamică. 11. 

{so 10 •1 
SISTEM [xJ =[\.xl•··lx)··•{x}] 
n G LD n,n 1 1 n 

matrice de 
definire 

{ sv}n,1 (M J.(C].(RJ 
matrice dina-

(v] = [{v} •·• {v}. •·• {v)] 
n,n 1 1 n 

mite proprîi 

[SA}n 1 [11.](q>J [a]n,0=[{a}1···{a}; ·• • (a}0 ] 

' 
Fig. X .. , I 
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· 1'orţcle seismice de nivefmodale maxime mai pot fi calculat d. •t . ·. 
torul m t · · d · •d· 1 e 1rec cu aJu-. . a nce1 e _;1g1 1tate aterală [RJ, definită. în. coordonatele dinamic 
(,LD ale structuru astfel . . · · · e 

1 · rl ,; ':\ 1, · , •• 
'. '",.l,,''·,'\ ' .' , ' '\; {· 

{FJ,,~.,[RJ{x}, = [RJ{A},SD,. \f \'';''\ (8.78) 

Forţele tăfrtoare de etaj, precum şi momentele de etaj se ~bţin cu relaţiile 

{m-}, = [L1]{F}t, ,{M}, ~ [LJ{G}, = [L1][LJ{F}~. , (8.79) 
\ . ' ' .,• 1.. \· '.; • '·.· I ' "\' ~< 

unde [L1] şi [L;J sînt două matrice operaţionale, triunghiulare sup·c~ior, de 
fom1a , . , 

1 ... 1 ... 1 

O 1 ... 1 ... 1 
. '' 

h1 lt2 ... h1:•··h,.-
O, . h2 ... lik ... h,, ' , . 

[L1l = ...... , .... -.. • .. 
O O ... 1 .... 1 

. [LJ ~ . ; .......... , .. . 
O O ... hi: ... fin, 

(8.80) 

_o o ... o ... 1 o o .... o ... ~,. 
în ~arc prin ltt s-a notat înălţimea etajului.situat sub nivelul k, adică Ji1: = 
- rti.:,t-1· 

. D~că se d~termină iniţial forţa tăietoare de bază m~dală ~aximă fortele 
s~1sn:i,1ce _de 1mvel modale ma_xime pot fi obţinute printr~o bperaţie si~plă-de 
d1str!buţ1e. n ac~st sens, din relaţiile (8.75) şi (8.77) prin eliminarea terme-
nulm SA; se obţme . . . 

F,,,; ~ di:./F;, (8.81) 
unde, avînd în vedere că 1it,. _:_ Q1;/g, precum şi (8.68) 

t,0) . . . 
6/\·Af\·/1 

V \tl ~--

d "'--- m„A,,,' Q1:<l>, .. i 
t.i - .. - " 

Em1,;A1:., LjQ1,;<I>~ .• 
k=I • k=I . .· , r 2<1} /fy R2 Î\\V-R1 . .· . • ·. 

.k::,. ll.\ · r-.. ~ t reprezintă .fa.c,t.· orul · de di'stn"buţie ăl 

tR.;·(Y) _v_ . V···-~ •. ·= . - FTB'1·' 

(S.82) 

. "" 1,f, corespunzător modului 
d~ vi~raţie ( la nivelurile k şi pe 

n I\ d1recţ1a GLD ale structurii etajate 
V l A U 7\ ~- ·:."· -de tipul celei reprezentate în 8.30. 
, 0 (~ "' V \Jl R-, ,· - - RăsP!f.nsifl seismt'c total maxim 

Fig. 8.32 

('n IlU poate-fi evaluat prin sumarea 
,b /\ · di.redă a .corilribuţiHor modale, de-
JL ~~ / .t oarece tăs.punsut·i·l·e···.·.·-ma.xi.m .. e. cores-
: V \tf '"" ....__,~-V. .. ăt t f . punz Qare .. uturor < ormelor proptii 

Rn · · i . , _de vi?raţie f'A 1, 2, ... n nti sţ pro-
' . • duc ·simultan, pe întreaga durată a 

timpulri_i istoric al acţiunii seismice 
, {fig; 8.J2),_, ; _ (, . 
L .. ,;., • · ,Dacă se notează --Ou Ri . răs-

punsul modal maxim· coresp~zător 
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unui anumit•. •parametru, specific, :valoarea maximă, Rm,x ,a 
calcul (de proiectare) are expresia generalrl 

.·:1! I l,l 1} 1,.1; .··,·1;:, · : .· ''. ;, . :; · '.;,. 

li ' \ \ , 11( ;1 \ ' ; ! , • ft 

, :L "',; /.' , "~nux~"ţ' R,,-,,,.,. ,",, 
I ' ~ 

' ' 

răspunsului de 

·. Avînd în vedere nesimultaneitatea răspunsurilor modale .(fig. 8.32) super
poziţia acestora se va face pc considerente statistice, utilizîndu-sc în acest 
scop rădăcina sumei pătratelor RSS (root sum square), rădăcina medie RS 
(root squarc). sau rădăcina medie pătratică RMS (root means square). 

fo literatura despecialitate, se consideră în mod unanim, că rădăcina 
sumei pătratelor RSS furnizează cele mai satisfăcătoare rezultate, deci 

(8.83) 

Duprl .Ii. C. Merchant şi D. E. Hudson (135], răspunsul maxim prol>abiI 
poate fi estimat cu următoarele formule: 

. I 

Rmax •·~ _2l {t I R;, ma.< I + (t Rf, max]
2
}' 

1=1 1=-1 
(8.84} 

1 ( n ) Rmax = 2 R1. max + s I R,.max 1. . (8.85) 

ln cazul în care răspunsl,11 maxim este dominat de contribuţia modului 
fundamental, cum este cazul structurilor de tip rigid şi în unele situaţii şi 
de tip semirigid, relaţia (8.85) devine Rmax = R 1, max· 

Cercetările efectuate de R. W. Clough [48] asupra unor structuri multi
etajate din California au condus la concluzia că răspunsul total maxim (de 
calcul) poate fi apreciat cu suficientă exactitate dacrt se ia în consideraţie 
integral influenţa răspunsului maxim fundamental şi numai o parte din con
tribuţia răspunsului maxim al celui de-al doilea mod de vibraţie. În acest 
sens, în urma prelucrării rezultatelor cercetărilor teoretice şi experimentale 
[99], formula de superpoziţie modală are expresia 

în care y este un coeficient numeric depinzînd de rigiditatea globală a structurii 
exprimată prin perioada fundamentală de vibraţie T 1• Se disting unniitoarde 
două situaţii: 

T1..;0,8s, y=O, Rmax=R1,max• 

T1 > 0,8s, "( = 0,25, Rmax = R1, max + 0,25R2, max· 
(8.86) 

Din toate relaţiile de superpoziţie a răspunsurilor maxime modale, rezultă 
importanţa şi contribuţia decisivă a modului fundamental de vibraţie asupra 
răspunsului total maxim de calcul. Practic, se constată că influenţa modurilor 
superioare de vibraţie asupra deplasărilor laterale ale structurilor curente sînt 
atît de reduse încît poate fi neglijată în a11.alizele numerice. Numai în cazul 
structurilor cu flexibilitate ridicată (T1 > 2s) pot interveni semnificativ şi 
contribuţiile formelor superioare. 
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8.2.3. Evaluarea forţelor seismice. Sisteme dinamic echivalente 

Forţele seismice de nivel FSN care acţionează pe direcţia GLD reprezintă 
acţiuni convenţionale de natura unor forţe de inerţie. Cunoscînd variaţia 
spectrelor seismice de răspuns, FSN se pot obţine direct prin aplicare() relaţiei 
{8.75) sau indirect prin intermediul forţei tăietoare de bază FTB (8.81) şi· 
distribuţia acesteia pe direcţia fiecărui GLD al structurii. Toate aspectele 
teoretice şi aplicative care vor fi dezvoltate în continuare sercferă la valorile 
modale maxime ale forţelor seismice. 

Operaţia de decuplare modală a răspunsului seismic total a condus la ex
primarea condiţiilor de mişcare prin n ecuaţii independente (8.41), fiecare 
descriind răspunsul seismic al unui sistem dinamic formal cu 1 GLD, ale cărui 
caracteristici dinamice proprii T, şi v1 sînt identice cu cele modale (i' = l, 2, ... 
n), datorită analogiei existente între ecuaţiile (8.41) şi (8.3). Această observaţie 
sugerează posibilitatea exprimării acţiunii seismice prin intermediul unor 
sisteme cu lGLD, numite sisteme dinamic echivalente [9], [10], [11], [12], 
[13], [99]. Formularea problemei răspunsului seismic, prin utilizarea modelelor 
sau sistemelor dinamice echivalente cu 1 GLD, conduce la simplificări impor
tante în privinţa evaluării forţelor seismice şi în special a FTB. 

Expresia 1'1B modale maxime se poate obţine direct cu ajutorul siste
melor dinamic echivalente (fig. 8.30) pe baza condiţiilor de ec!tivalenţii existente 
între caracteristicile proprii şi de răspuns ale sistemelor cu nGLD şi lGLD. 
Pentru modul propriu de vibraţie i", condiţiile de echiYalenţ;'t care definesc 
sistemul dinamic echivalent e sînt următoarele: 

- echivalenţa caracteri·stici"lor dinami·ce propri"i 

Tt> = Tl•l = T1, v\nl = v\'l = v„ 

- echivalenţa caracteristi"cilor de răspuns 

F;"l = Fj•l = F1, SA\•l = SA\•l = SA. 1• 

'finind seama de expresiile (8.22) şi (8.77), rezultă 
(P;)2 

F1 = m,. 1SA1 = llr SA1, 

• 

(8.87) 

(8.88) 

(8.89) 

de unde se obţine expresia masei echivalente, numită şi masă modalii, a siste
mului cu 1 GLD 

(8.90) 

sau 

1n,., i -== _n ___ _ i· = 1, 2, ... 11 (8.91) 

E m"<I>t i 
~=I 

Deoarece m1; = Q"jg, se poate determina încărcarea gravi'taţională ec/zi"va
Jentă Q,. 1 = m,. 1 g cu expresia 

Q,,1 = (8.92) 
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:Masa sau încărcarea echivalentă pot fi puse în evidenţă printr-un parametru 
adimensional, numit coeficient de ecltivalenţă modal, definit astfel 

e:1 = m,.,= Q,.i, i= 1, 2, ... 11, 

m Q 
(8.93) 

în care m şi Q reprezintă masa totală, respectiv rezultanta încărcărilor gr~tvi
taţionale ale structurii 

H 

Q = E Qt, Q = mg. 
k=I 

(8.94} 

Prin asocierea relaţiilor (8.68), (8.90), (8.92) şi (8.94) 
generală a coefi"cientului de echivalenţii modal 

se obţine expresia 

(P:) 2 [tmkcDk.T [tQ1;cD, ... r 
Ei = --. = --"------- = ---=-----'--

mM; [tmk] [tmtq)L] [t Qt] [tQtcDL] 
(8.95} 

Expresia masei echivalente poatd fi obţinută şi prin aplicarea condiţiei 
de conservare a energiei în cele două categorii de sisteme cu nGLD şi 1 GLD [18]. 
De asemenea, toate relaţiile de mai sus mai pot fi exprimate şi prin caracteris
ticile cinematice ale răspunsului modal maxim (8.70), (8.72) şi (8.74) interve
nind în final numai vectorul coeficienţilor de formrt (8.67). 

Utilizarea sistemelor dinamice echivalente în ingineria seismică face po
sibilă determinarea directă a FTB (modală maximă) în baza relaţiilor (8.89) 
şi (8.93), în locul expresiei (8.77). cu formula 

SA. 
F1 = m,. ;SA 1 = e:1mSA 1 = --• E1Q. (8.96} 

g 

Întrucît raportul SA/g defineşte coeficientul seismi'c modal 

iar produsul 
SA1 • 

ci= e .. -- = e1ci, 
g 

cocfiâentul seismic modal (total) al FTB, relaţia (8.96) devine 

],~ = C;Q, 

(8.97), 

(8.98)· 

(8.99} 

care reprezintă formula de bază în normarea forţelor seismice (vezi cap. 9). 
l<orţele seismice de nivel se obţin printr-o operaţie simplă de distribuţie (re
partiţie) a FTB (8.81). 

în lucrarea [13] se demonstrează următoarele proprietrlţi ale coeficienţilor 
de echivalenţă modali: 

" 
e:1 > e:2 > . . . > e. > ... > e:,.. B e:, = 1, 

i- 1 
(8.100) 

care pun în evidenţă importanţa modurilor de vibra ţie la evaluarea răspunsului 
seismic total. Se constată că cea mai importantă contribuţie revine modului fun
damental de vibraţie care guvernează răspunsul seismic total al structurilor. 
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Valoarea '· coeficientului de 
echivalenţă t{Corespunzător mo
dului fundamental depinde de ri
giditatea globală a structurilor 
caracterizată cantitativ, din punct 
de vedere dina,ni~, prin perioada 
fundamentală Ţ1 '. ln figura Ş.33 
este reprezenta'tă :grafic variaţia 
calita.th·ă a coeficientului e:1, de 
unde--rezultă participarea modu
rilor superioare la definirea răs-
ţ"tmsului total.· · 

o I structuri structuri structuri I Se constat( a tît din rcla ţ:-r RIGIDE -~MIRiGIDE ~FLEXIB.:.:::IL.:.:.E _ __,-►-' ile.{~.96) şi (9.100), cit şi din gra-
PERIOADA PROPRIE T1 ficul din figura 8.33, că semnifi

caţia coeficienţ'ilor de echiv; len-Fig. 8.33 

. ţă E:1 poate fi interpreta tri ca_ ( ori 
de di'stribuţz·, 11wdali ai răspunsului total, întrucît evidenţiază partic111arca 
cantitativii a modurilor superioare de• vibraţie, 

* ... ... .. 
în concluzie se poate aprecia că metoda analizei modale frunizează infor

matii satisfăcătoare, din punct de vedere practic,. asupra comportării liniare 
a stiucturilor Ia acţiuni seismice., Dintre numeroasele a,van.taje ale. ;icestei 
metode se menţionează faptul că analizele numerice necesare sînt mai p>ţ1ţin 
laborioase (decît în metoda „exactă" de integrare directă). şi în acelaşi ţimp 
ţin seama de principalele caracteristici dinamice ale structurH (valori şi vectori 
proprii) şi ale fenomenului seismic (spectre seismice derăspuns). 

8.3. RĂSPUNSUL SEISMIC AL SISTEMELOR DfSCREtE SPAŢIALE 

Se Yor analiza din punct de vedere seismic structurile cu comportare spa:. 
ţiati, ca urmare a nesimetrici geometrice, elastice şi inerţiale, ale căror baze 
de rezemare :-înt supuse acţiunii simultane a mişcării terenului pe două direcţii 
ortogonale.· În acest sens, se va considera modelul structural tridimension;:,l 
din figura 8.34, la care se presupune că toate elementele verticale de rezistenţă 
de la fiecart: etaj au axele principale de rigiditate pan,lele cu o direcţie unică, 
iar centrele de rigiditate C.R. ale planşeelor au o poziţiedeten:ninată în raport 
cu centrele de greutate C.G (centre masice); ln consecinţă; se .va admite exis
tenta unui cuplaj elastic şi inerţi·az între vibraţiile de translaţie şi cele de rotaţie, 
;:en~rate de mişcarea seismică•. . 

Aşa cum s-a arătat în § 8.1.5, se poate manifesta cuplaj elastic şi inerţial 
s-:•mnificafr; (deci mişcarea cu fenomene.de totsiti!le ii:n.Porta11tă) chiar şf :in 
cazul structurilor simetrice datorită în spec.iabnesincronism1,1hlimişcării.tere
r1ului produsă de cutremure. De aceea; în asemenea .si:tuâţii; no~a tiv ele. nto-

• Aspectele teoretice dezvoltate în. acest 'paragt.at lac patte1 'dihtt-un . stndtu . ma.i 
amplu elaborat de Mihail Ifrim cu: .privire· la· analiza· ileismică ·lirti.arll. .şi ·11eli11lari ·p. 

structu'rilor cu comportare spaţială. 
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de proiectare .. antiseismică pre-
.văd. considerarea , unei excentri.:, 
cit'iţi accidentale între rezultanta 
forţelor ,seismice de nivel şi C.G 
al planşeelor. Cuplajul dintre coor
donatele de translaţie şi de re ta ţie ~n 
este cu atît mai puternic .(strîns) ~ 
cu cit frecvenţele proprii corţs
punzătoare acestor două categorii 
de mişcări sînt mai apropiate 
între ele. . · 

In capitolul 11 sînt definite 
caracteristicile de rigiditate ale 
clementelor de rezistenţă şi struc
turilor în ansamblu, în cazul sis
temelor cu comportare spaţială. 

în modelarea dinamică astruc-
turii, precum şi a acţiunii s-au 
introdus ipotezele de lucru care ® 
se prezintă Îlt continuare, unanim 
acceptate în asemenea andize: 

• Planşeele structurii se con-
sideră perfect rigide în planul lor 
(discuri rigide), ceea cc cores- ,(Dj 
(>:Unde cu situaţia reală la majo-
ritatea construcţiilor. 

. • Axele principale de rigidi
tate ale ansamblului elementelor 
de rezistentă verticale de la fiecare 
etaj sînt perpendiculare între ele. 

• Elementele verticale de 
rezistenţă au axele principale de 
ri$iditate paralele cu o direcţi<! 
unică, secţiunile acestora fiind 
în general de 'formă pătrată, 

dreptunghiulară sau circulară. r""f'i 
• Masa corespunzătoare fie- ~ 

cărui planşeu este concentratfl în 
<:entrul de greutate C.G (sau cen-
trul riiasic C.M,), care nu coincide 
cu centru de 'rigiditate C.R, numit 
şi centru ·de rotaţie sau de tor- .~O': 
siune {fig. 8.34). · . ~ 

. ' e Mişcarea fiecărui planşeu 
se pîanifestă numai în plan ori- Fig. 8.34 

zc;>tital, fiind .descrisă· de două 
~<>drdonate de translaţie x{t) şi y(t) şi de o coordonattl de rotaţie rp(t). 

• Se neglijează influenţa deformaţiilor axiale ale elementelor ver
ticale de rezistenţă în raport cu cele dominante de încovoiere şi deci 
nu. se vor lua· în considerare vibraţiile verticale întrucît au un efect nesem
nificativ. 
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• Acţiunea car~ se manifestă la b~za structurii se consideră generată 
de componentele onzontale de translaţie ale acceleraţiilor mişcării seismice 
x0(t) şi y0(t), în r~I;>_orţ cu axel~ pri11;cipale de rigiditate (fig. 8.34}. 

1n aceste condiţn sistemul dmamic va avea 3nGLD dmtre care 211 coordo-
nate de translaţie şi n coordonate de rotaţie. · · · 

In afara notaţiilor deja utilizate sau a celor care vor fi definite direct în 
text, se mai introduc următoarele cu caracter general: 

ev c11 - coordonate care precizează poziţia C.G; 
C.G,C.R - centre de greutate, respectiv de rigiditate; 
ex, e11 - coordonate care precizează poziţia C.R; 
j, k - niveluri curente ale structurii etajate (fig. 8.34); 
JO - moment de inerţie polar masic (mecanic) ; 
vi1, mk - mase concentrate la nivelurile j şi k; 
n - numărul de niveluri (planşee) ale structurii; 
r - rază de giraţie; 
Rv R11 - rigidităţi relative de translaţie (v. cap. 11); 
~ - rigiditate relativă de rotaţie sau de torsiune (v. cap. 11); 
x(t),y(t) - coordonate specifice mişcării de translaţie; 
x0 (t} ,y 0(/)- componentele mişcării seismice la baza structurii; 
qi(t) - coordonata specifică mişcării de rotaţie. 

8.3.1. Structuri parter. Cazul cind axa de rotaţie are originea în C.G 

Se va studia iniţial cazul particular al unei structuri parter, deci cu un 
singur nivel, de tipul celei reprezentată în figura 8.35. Sistemul de axe de 
coordonate xOy se va considera cu origine în C.G, iar pozitia C.R definită 
de coordonatele e,., şi e11 • ' • 

Expresiile rigidităţilor laterale ale elementelor verticale de rezistenţă 
R„ şi R11 , precum şi rigiditatea la torsiune R~ se deduc în capitolul 11. 

Dacă se consideră că elementele verticale de rezistentă k sînt în număr 
de m(k = 1, 2, ... m), iar rigidităţile relative R:r.t şiR11,k al~ acestora cunoscute 

a 
Fig. 8.3.5 
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[?- i]~ --x -- ',ki k ,____,. 

I I 

[IT] yk : 
I l 

o 
ex 41 □ e„ I 

I I 
X 

: ITIJ . : 
□---. CJ --D 

b 

(vezi cap. 10), rigidităţile totale de translaţie I?.,,. R 11 şi de torsiune R~, rapor
tate la sistemul de axe de referinţă xOy, rezultă 

R,, = E R:r, ,., R11 = 'E R11 , k• R~ = >'-"'-t (Rr, ,.yr, + R11 • ,.xl), 
k=I A-1 t:'f 

şi de asemenea coordonatele care precizează poziţia C.R 
J m 1 m 

e,, = -R B Ru . .1:X.1:, eu = -};- >' R:r. iY1;• 
li A=I \,i; ~ 

Aceste formule care permit caracterizarea din punct de vedere elastic a 
structurii în mişcare de translaţie şi de rotaţie au la bază relaţiile ( 11.5), (11.6), 
(11.11), (11.12) şi (11.30) din capitolul 11. Avînd în vedere situaţia particularr1 
a structurii din figura 8.35 este evident că direcţia axelor de coordonate xOy 
coincide cu direcţia axelor principale de rigiditate (vezi fig. 11.5, § l 1.2.2 şi 
§ ,11.2. 7). 

Conform ipotezelor de lucru enunţate, axele principale de torsiune proprii 
ale elementelor verticale de rezistenţă k sînt paralele cu axele generale de 
coordonate xOy. In expresia rigidităţii totale de torsiune R,., a ansamblului 
structur.il, s-au neglijat rigiditr1ţile proprii de torsiune I?.,.,. t întrucît clementele 
de,rezistenţă constitutive au dimensiuni transversale relativ reduse. 

Modelul structural din figura 8.35 are din punct de vedere dinamic 3GLD, 
două translaţii x(t) şi y(t) şi o rotaţie 9(t). Pe baza elementelor precizate în 
fic,ura 8.36, se obţin ecuaţiile de condiJ1'.e, care exprimă echilibrul dinamic 
in"stantancu pc direcţia GLD pe timpul istoric al mişdrii seismice, astfel 

(1) 

(2) 

(3) 

ffl 

m[x(t) + io(t)] + E R,,,tCx(t) - Ykqi(t)] = O, 
k,~1 

"' 
J 01'(() - B R:r, ,..[x(t) - Y1:?(i)]y,.. + 

k=k 

,,. 
+ B Ru[y(t) + X.1:?(t)] x,.. + Rc;,qi(t) = O. 

k=I 

"" 
ni[y(t) + j 10(t)] + B Ry. ,..[y(t) + x,..?(i)] = O. 

k=I 

Cu scopul de a evita excesul de simboluri care intervin_ în ecuaţiile de m_iş
care, se va renunţa la scrierea Yariabilei t, .istfel încît în contmuare se vor admite 

r. ---Y1---,, Y Y Ry k t ~--l X kCf' l m(it'•'/,) i M[.:' k) x, R,,k 

I m( x+ic'0 )
1 

l o • ... 
I O IX 

: cm I 
I Q : L ________ J 

I 

lf 
: yk 
I 
I 

X o X 

[m 
b C 

Fig. 8.36 
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notaţiile x = x(t), y = J\i) şi q> = cp(t) pentru coordonatele dinamice, precum 
şi i 0 = x0 (t) şi .Yo = y0(t) pentru variaţia ·acceleraţiilor:;mişcării ,tererl.ufoi 
de la baza structurii. 

Dacă se ţine seama de expresiile rigidităţi}or tot.ale R:r, R„ 1i R9 ,. ecuaţiile 
de conditie devin · · -· · 

, mx +· R x..:..:. e R "'== ·.c..:mx · ' •i: ,, % J/ XT 0 1 

]~~ - e11R„x + R,.,q> + ezR!.Y,= O., 
my + ezR,/:p + R11y = -my0,: ·,\ 

(8.101) 

unde JO = mri reprezintă mQmentul de inerţie ,polar masic (1I1ecanic) Î(1,.ra
port cu originea sistemului de axe.xOy (C.G al planşeµlui),.iar,r0 raza de gka,ţie:; 
corespunzătoare. ,. .. • ,' • , . . , r, 

În transcriere maţrice~lă ecuaţia (8.101) va avea forma 

[m ] lxl .. r·· R,, ,_:_el,I(, o ·i ·ix)' ,,. [ni ·; . · i !;i.' ol 
. ] 0 ~ +, -:-eyR:r R .. 9 . e„R, . ip ,=;= T .. Jo , . . ? . 
· m y O e,.,Ry R,, .• · y · , • , , :· ni Yo 

în vederea simplificării atît a formulărilor ultedoărc, dt şi a exprimării 
unitare a răspunsului seismic; rezolvarea se va efectua :în raport cu un n:ou 
vector al necunoscutelor, în care toate coordonatele dinamice 'Sînt omogene, 
obţinut din transformarea · .. · ' ' ; ' ;, · · · ·: · 

{~}. ~ !J{ ,, J !Il· (8.102) 

Dacă se ţinc scama de expresia momentului de inerţie polar, precum şi de 
transformarea (8.102), ecuaţiile de condiţie (8.10 I) vor avea următoarea fonnă 
compactrl 

în care 

[ m l C-Jno = m ' 

11l 

[RJo = 

o 

_e11I?.x 
ro 

ro 

(8. !03) 

o 

reprezintă matricea de inerţie omogenă, respectiv matricea de rigiditate o~o~ 
gc•nă, iar ·• · 

{~}. ~ ji-]. {q ~1;:1 
rcprez:intă vectorul acceleraţiilor de răspuns, respectiv vectorul acceleraţiilor 
terenului produse de mişcarea seismică. Prin îndkele o s-a notat originea 
sistemului de axe {care coincide cu C.G) în raport cu care este exprim,ată ecua-
ţia matriceală (8.103). , 

Din relaţiile de mai sus rezultă avantajul pe care îl prezintă transformarea 
(8.102) deoarece elementele tuturor matricelor şi vectorilor din ecuaţia (8.103) 
au devenit omogen~. 
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8.3.2. Structuri parter. Cazul cind axa de rotatie 
are originea oarecare ' 

Se vor exprima ecuaţiile de condiţii ale mişcării planşeului structurii 
parter în raport cu sistemul de axe x01y a cărui origine nu coincide cu C.G, 
aşa cum rezult~ din fig:nra 8.37. _Studierea acestui caz, cu caracter tot parti
c~Jar,,ya permite ca pnn generahz._rea rezultatelor ce se vor obţine să-se for
muleze ecuaţiile răspunsului seismic. al structurilor complexe, multietajate. 

Condiţiile de echilibru dinamic instantaneu conduc la următorul sistem 
de ecuaţii ' 

; . 

o, 

'" 
(1) m(i + i 0) - mc11 ,? + E N~.Jx - (y .. + cvJ ?] = O, 

k•d 

'11 ffl 

(2) Jo~ - E R,. ,.(.r - y,..qi) _,.,,;k + E Ru, ,.(y + x1.9) x, -
k=1 k-1 

- m(.~ + i 0) cu,+ m(j• + y' 0) c.,, + mc;,f> + 
+ mc;,? - R,.:rcu, + Rvycr, = O, 

m . 

(3) m(y + )'o) + mc_r,? + E Rv. k[Y + (x, + c.rJ ? J = O. 
k=1 

y~ 
m(y+y0 ) 

c,1 t m{ii+ii,I 

a 

ex, ij Xk + Cx1 

ey1 lf 

ij (ex1 , ey1) <p 

X1 o, d C 
Fig. 8.37 

---:m X 
I 
I 
I 

: Cy1 
I 
I 

b 

I ( k) 

I 
I 

.lyk+Cy1 
I 
! 
I 

x, 
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Deoarece 
e:z, = c.-, + e.,, e11 , = c,, + e,,, 

]., = ]. + m(c;, + c;,) =. r;,m. · 10 = tnr; .. · 
r;, = r; + c;, + c;,, 

în urma efectuării transformărilor corespunzătoare, avînd în vedere expresiile 
rigidităţilor totale, ecuaţiile de condiţie vor avea forma: · 

(1) mx - 1nc11,ip + R:i:x - e11,R.,? = -mi0 

{8.HH) 

(3) mc.,,ip + tt(V + e,.,R,/p + R11y = -myo 

Toate notaţiile care intervin în acest sistem de ecµaţii sînt explicitate direct 
în figura 8.37. 

Dacă se introduce vectorul omogen al răspunsului de fonna (8.102~ 

{dl, - E.J. /â),~ l❖l· 
sistemul de ecuaţii se va putea exprima matriceal prin ecuaţia compactă 

[M)1{ă}i + [l{lt{A}i = -[JJJim. . (8.105) 
în care 

_ !!!'f_'/!!._ o ·t 
--·I:.!- o 

r., Y.01' 

[ lA'"l - !!!S!.•_ !,,Jl = ni 
mc~ = IU ...,.. Ch. . -I I 

_c:!:!.. 
' (8. 1-06) 

r., ··r,, f,), 

o !!.~:,.._,_ C 
,n o -" .f_!_ 

r,n r., 

_ jy_._ N 
.r o ,., 

(3. (07) 

o -~3'.l..·R* 
r., . 

iar ,·<--ctorul { ~) defineşte ~cµunea_ seismică Î!.1 ;mtx,\;i~~nt:jc cc1.zului pi-eced1mt. 
Pentru a preciza că ecuaţia ;:matriceală (8.l05) est.ec.râ:portată la sistemul de 
referinţă x01y s-a introdus ;ndicele 1 la matritel~ ţâm})()ne11te. 

~n (8. IO?) se_ constată_ că, spr!! deosebited~s!Waţţs. analizată antedor, 
matricea de merţ1c nu mai este diagonală, ceea c.c 'ţh.,monstrează exisţe!ft{it 
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1tnui cuplaj inerţial. Acest fenomen, specific dinamic, se datoreşte faptului 
că originea sistemului de coordonate nu mai ocupă poziţia particulară în C.G. 
Prin particularizarea ecuaţiei matriceale (8.105) se obţine direct (8.103). Este 
evident că matricele de inerţie (8.106) şi de rigiditate (8.107) sînt simetrice şi 
pozitiv definite. În forma (8.106) de exprimare a matricei de inerţie intervine 
o matrice cu caracter „geometric", deoarece toate elementele care o definesc 
sînt numere adimensionc>le provenite din rapoartele unor lungimi. 

8.3.3. Structuri multietajate 

Se va studia structura cu n niveluri din figura 8.34 care în contextul 
ipotezelor admise are 3nGLD, din care 2n translaţii în direcţiile x şi y şi o 
rotaţie cp în jurul axei verticale z, caracterizate prin coordonatele dinamice 
xk(t), y,.(t) şi cpk(t), k = 1, 2, ... n. Se va considera că axa verticală O, are po
ziţie fixă şi trece prin C.G al întregii structuri, iar sistemele de axe xO,.y din 
planul fiecărui planşeu sînt paralele cu direcţiile principale de rigiditate. Con
form ipotezei admise iniţial. axele principale de rigiditate ale elementelor 
verticale de rezistenţă de la fiecare etaj sînt perpendiculare între ele. şi para
lele cu două direcţii unice. Principalele notaţii ce vor fi folosite în continuare 
sînt. date în figura 8.38. · 

Pentru a determina matricele de inerţie şi de rigiditate corespunzătoare 
fiecărui nivel k, prin asamblarea cărora în coordonatele întregii structuri 
se obţin matricele totale, se va exprima echilibrul dinamic relativ între nive
lurile k, j. Ecuaţia de condiţie exprimatfL matriceal va avea o formă similarii 
cu (S.105), adidL 

(8.108) 

unde 
- Cllk o 

r 

[M]t =mk - c,,"' (~r e„1; 
r r 

(8.109) 

o C,:t 

r 

Rt; fyk pr 
---·- \·t; o 

r 

[R]i: = e""' R" l e~1: RY 
-- ki -RE; - ki ' r r2 r 

(8.110) 

o C,-1; R'' 
- ki Rf:; 

r 

{Ah~ \~I· {~},=\ii· g},~!%:1- (8.111) 

ln truitticele (8.109), (8.110) şi vectorii (8.111) coordonatele c„1: şic~ pre
cizeaiă poziţiile (C.G) de la nivelurile k = 1, 2, ... n (în raport cu sistemul 
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Fig. 8.38 

"f: 1i~t ·-. 'J 

, 1 '! rf:·.tt·t 

de a..xe xO„y), iar Rkj, RL şi Rfi reprezintă rigidităţile relative (de .translaţie, 
respectiv de torsiune) ale elementelor verticale de r,ezistenţă cuprinse între 
nivelurile k şi j (fig. 8.38). Prin r„ s-a notat raza de giraţie a planşeului k în 
raport cu originea sistemului local de axe xO„y, şi cu r raza de giraţie 
a masei totale în raport cu C.G 31 întregii structuri (fig. 8.34), adicrt . 

, rf = J,./?nk, · r2 = J/E m1,, 
. i' . ' ·' ; -- { . ' . . . j h= I ' ,· ·.' L 

unde. j reprezintă momentul de 1inerţie polar masic„al ansamblului structu. ral. 
Din (8.111) se observă că termenul corespunzător rotirii din vectorul omo

gen, a.ţ răspunsului- {Ah· -este :definit pdn intermediul: unui parametru„iinic 
şi-anume raza de giraţie r. , . , ' : . . , , · : .• , , ... , 
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ln_ situ:!_iile :particulare. cîn.d toate (C._Gh _se află pc aceeaşi verticală 
rezulta C:r1:. - cz Ş1 C111: = c11 , iar cmd (C.Rh smt situate pe o verticalrt comună 
e.1: = e"' ş1 e111,; = e11 , k = l, 2, ... n. 

,.. _l!cu<!ţii!e g_enera_l~ de m~care _al~ întregi"i structuri (fără considerarea amorti
zam). exp:1ma e_ch1hb~l d11~am1c _mstantancu pe direcţia coordonatelor sistc
~ulm osc_1_lan~ ş1 se oţţm prm ~xtmder~a „ecuaţiilor de nivel" k, în care inter
' m conexmmle elastice ale etaJelor adiacente. Rezultă prin urmare 

· (k) [M],.,{Ah - [R],.,;{'1}1 + ([R]i:,J + [Rl+1.1:H~}1: -
- [R]k+I. ,.{.1h-+i = -[Mlg},., 

iar prin ge_neralizarc, la sistemul dinamic în ansamblu, se detennintt 
suprama tnceală 

(8.112) 

ecuaţia 

[MJ3n.3n{X}3n,l + [RJ311,3n{Â}a,.,1 = -[MJ3n.1gh •. 1, 
în care apar următoarele matrice: 

• matrt'cea bloc dt'agonală de inerţie 

-[ J\1] I 

[ .111]3n ,3• = 

ZERO 

• matrz'cea bloc tridiagonală de rigiditate 

-([R]i.o + [RJ2.1) - [R]2,1 

ZERO 

[MJ,.-

[ .l/J "-

-[R]2,1 ([RJ2.1 + [RJ3.2) -[RL, 2 

[RJan, 311 = 

ZERO 

• vectorul riispmisului seismic relaft"v 

{.1} I 
{ Â}2 

• vectorul mişcării st'ismice 

_rR; 
L ..:tLti- l 

(8.113) 

(8.114) 

ZERO 

[RJ,,.,,.1_ 
(8.115) 

(8.116) 

(8.117) 
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Formularea teoretică a răspunsului seismic liniar pentru structurile spaţiale 
expusă aici prezintrl avantajul practic că în analiza numerică se· op~reazrt 
cu un număr limitat de coordonate (cite trei. coordonate globale la fiecare 
nivel k = 1, 2, ... n), ceea ce reprezintă o mare e<.:onomie. de memorie îri cal
culul automat. Dacrt exprimarea ecuaţiilor demişc~.e sefaceîri raport cu_o;>or
donatele nodale (cite şase în fiecare nod) rezultă un număr extrem de n41cat 
de necunoscute, fapt care necesiHi utilizarea unor calculatoare cu capacitate 
ridicatrt. . . .. 

Deoarece matricea de inerţie nu mai este diagonală, reducerea la o pro-
blcmii standard de valori ş. i ve.cţ~ri proprii, aşa C. Utn ~ .. · .. ~o·s·t .···p· rez···cnt. at~ Î~l cap.· i . .:. 
tolul 3, necesită unele operaţu de transform.ar(: SJ?e.c1fice:_ In. ~ceasta ~1ţ?aţ!e, 
csk mai com·enabil ca determinarea caracteristicilor dma.nnce proprn (fig. 
8.39) srt se f~că di~ect pe baza matrice~or de în.erţie (Ş.~11).ŞÎ d~ rigiW;tate 
(8.115) efective, prm abo~da~ea :problemei gener~ede valon~rv_ecton prop~u [8J. 

Problema răspunsulm seismic forţat po:i.te fla.boŢdată pnn integrare d1rect':i 
pas cu p<1s (step-by-step) sau prin utilizarea, ana.l~ej in:odal,i:: şi a spectrţlor · 
8eismice de răspuns. În maniera în care a fost IormuLită în acestpara~~f: , 
metoda de analiză seismică a structurilor .. ~pafWţ ptQpµsă l;!ste spe~ifţc~ .··· 
calculului automat. Aspectele teoretice expuse pot fi extinse prin consiC:. 
<krnrca componentei de rotaţie a acceleraţiei seismice (v. § 8.1.5.). 

8.4. INTEGRAREA DIRECTĂ A ECUAŢIILOR DIFERENŢIALE 
DE CONDIŢIE 

În vederea rezolvării sistemului de ecuaţii difore~ţiale, care exprimă echi
librul dinamic instantaneu pe direcţia GLD.la acţiunea mişcării seismke, 
este necesară o transformare prealabilă a acestora. ca(e să p~i:w,ită . aplicarea , 
metodei analizei modale sau metodei de i1ttegrarei;d.irect,ă pas cu pas, (s.t~p.:, ' 
by-step). .··.· '/... . , , .... ·. ,Y v'{, 
· în metoda integrării directe a s.istetnului d~ .ec:uaţi,i d,ifereMiţle ale mtf.\fll • 

este necesar ca intervalul în care se analizează rtspunsul 4inâinic să se d.~scrr .C 
tizeze în intervale incrementale de timp .At .. tn aceşt.mocl, tă,spunsul di1:1:ain1c.: 
instantaneu la un anumit moment pr~izat, s.e ~va.tuează pe baza datelor cal„ 
cula te în paşii precedenţi ai operaţiilor numerfoe şi care devin condiţH iniţi!lle 
pentru cei următori (v. cap. 2 şi -4). In metodele de integrare directăse pune 
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însă problenia stabilităţii şi exactităţii ·soluţiilor obţinute prin calcul. De aceea 
ace~te ~.etode _se nu.~esc co_ndi1ionat stabt"?e da_că sî~t ~tabile numai pentr~ 
paş~ m1c1. ~e timp Şl m~tabile :pen!ru paşi mai man ş1 stabile necondiţionat 
daca stab1htatea este asigurată indiferent de mărimea pasului de timp consi
derat. 

V în gener~l. m~to~ele de integrare directă pot fi de tip multipas, în care 
ras:punsu~ du!am1c mstantaneu rezultă pe baza răspunsurilor calculate în 
1~1 mulţi paşi :precedenţi sau de tip 1enipas în care intervin numai rezultatele 
~m ~a~ul _imediat _precedent. O ?1~t?dă de analizrt se consideră cxplfr#ii sau 

. i1!1'plicită m f_?-1!cţ1e de caractens~1ctle matricci coeficienţilor necunoscutelor 
ŞI anu;11e daca m '.!11omenţu! ~ons1derat aceasta este o matrice de inerţie C'O
rectata sau o matrice de ngid1tate corectată. 
• Metodele de integrare directă curent utilizate în dinamica structurilor 

smt cele elaborate de N.M. Newmark şi E.L. Wilson. Metoda integrării dir,-ctl' 
Newmark a fost expusă în § 2.10. · 
· Metoga_ 6_~ilso1:1 [~] este de tip u!lipas şi implicită, avînd la bază ipotL•za 
acceleraţ1e1 hmare m mterval~l de tlmJ? t,_ t + Â~, ipoteză utilizată şi în mc
~oda Newmark. Ideea metodei o constitme exprimarea echilibrului dinamic 
mstan~aneu la ~omei:tul t + 6.1t în vederea determinării deplasărilor, vztc
::elor ş1 a~celeraţiilor du~ n:iomentul t + Ât, în funcţie de aceleaşi mărimi exis
tente la timpul t. Ecuaţia mcrementală de echilibru dinamic instantaneu la 
momentul t + OÂt are forma: 

[M]{i(t + Mt\ + [C]{x(t + Mt)} + [R]{x(t + Mt)} = F(t + Mt). (8.118) 

Variaţia acceleraţiilor (considerată liniarii), pc inten-alul de timp extins 
t, t + 6Ât, la momentul O~-:-~ 0.1t are expresia 

x(t + -:-) = x(t) + o:t ~i(t + Mt) - i(t)J. (s.119) 

În aplicarea metodei O \Vilson se determinft iniţial următoarele const~ntc: 

6 3 (Mt a0 «o = --, «1 = --. an = Za1, a3 = -- a4 = - , 
(Mt)2 Mt - 2 ' O 

-an 3 :lt Ât2 

as = a' a6 = 1 - ~ , a7 = 2. as = -6-. 

Matricea de rigiditate corectată rezultă 

[R] = [R] + ao[,111] + a1[CJ, (8.120) 

iar vectorul modificat al forţelor exterioare <lin fiecare pas al procC'snlui ite-
rativ se determină cu relaţia · 

{F}1+,c,.1 = ,{F}i + 6({F}1+,c,.1 - {F}i) + [J((a0{x}i + a~{.'i:}i + 2{.i:} 1) + 
+ [CJ(a1{X}1 + 2{x}, + aa{x}i). (8.121) 

Prin rezolvarea sistemului <le ecuaţii algebr.ice liniare 

. [R]{x}i+0a1 = {F}1+ot,.1, (8.122) 
se obţine iniţial vectorul deplasărilor din momentul t + Mt şi în final vectorii 
acc.eleraţmor, vitezelor şi deplasărilor la momentul t + Ât: 

{x}i+M = a4({x}1+a,c,.1 - {x},) + a5{x}i + a6{x},,) 
{x},+,c,.1 = {x}, + a1({x},+A, + {x} 1), 

. {x},+.11 = {x}i + Ât{x}, + a8 ({.i}1+.:.1 + 2{.x},). 
(8.123) 
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Se menţioneaz{t faptul că metoda O Wilson este stabilită necondiţionat cînd 
0;,?; 1,37. în mod obişnuit considerîndu-se valoarea 6 = 1,4. 

Prin particularizarea relaţiilor (8.123), cînd 6 = 1, se obţin soluţiile cores
punzătoare metodei Newmark aşa cum rezultă din § 2.10. 

1n privinţa alegerii metodei de rezolvare, se precizează că metoda analizei 
modale devine deosebit de avantajoasă dacă răspunsul dinamic al structurii 
se poate exprima printr-un număr limitat de moduri proprii de vibraţie. Ase
menea situaţie este posibilă numai dacă spectrul de frecvenţe al acţiunii poate 
fi reprezentat printr-un număr limitat de frecvenţe proprii ale structurii sau 
dacă amplitudinile forţelor {F(t)} se pot aproxima cu destulă exactitate 
printr-o combinaţie liniar{t a unui număr restrîns de vectori proprii ai struc
turii. 

Dac{t variaţia forţelor perturbatoare este extrem de complexă, sau dacă 
spectrul de frecvenţe este larg, metoda integrării directe pas cu pas devine 
mai eficientă. 

Aplicarea metodei integrării directe este spe~.iică mai ales în cazurile în 
care răspunsul dinamic corespunde unei structuri cu comp0rtare neliniară. 

8.5. INTERACŢIUNEA DINTRE TEREN ŞI STRUCTURĂ 

ln timpul cutremurelor puternice, datorită deformabilităţii mediului de 
fundare, între structur{t şi teren intervine un cuplaj efaştic pronunţ,,.t, căruia 
i se asociază fenomene inerţiale şi disipative specifice evenimentelor cu carac
ter dinamic. În ccnsecinţrt, procesul de interacţiune teren-structură are o 
influenţrt decisivă asupra descrierii calitative şi cantitative a rrtspunsului 
seismic, mai ales în situaţia în care deformabilitatea terenului este semnifi
cativ:t. 

Fenomenul de interacţiune teren-structură nu trebuie să se confunde 
cu efectul mediului din amplasament asupra caracteristicilor de propagare 
a mişd"trii seismice înregistrate la suprafaţa liberă,. independent de prezenţa 
structurii (Y. § 7.10}. Interacţiunea se referă la modificarea răspunsului 
dinamic. ca urmare a interdependenţei existente între caracteristicile struc
tur.1.le şi proprietăţile terenului. Dificultăţi majore care intervin în rezolvrt
rile numerice decurg în exclusivitate din incertitudinile care stau la baza 
definirii unui model matematic compatibil pentru terenul de fundaţie. (în 
condiţiile unei comportări liniare sau neliniare), avînd în vedere neomogeni~ 
tatea şi ,·ariabilitatea parametrilor caracteristici. 

:Metodele analitice privind evaluarea răspunsului seismic al structurilor 
amplasate pc terenuri flexibile, includ aplicarea analizei Fourier, tehnica 
transformatei Laplace, metoda clementului finit, metoda integrării directe 
pas cu pas sau metod?. superpoziţiei modale. 

\fodificarca în timp a proprietăţilor fizico-mecanice ale terenului de fun
daţie, comportarea neliniară, influenţa configuraţiei infra-şi suprastructurii, 
precum şi alţi factori determinanţi ai fenomenului de interacţiune teren
structurrt, fac ca analiza răspunsului seismic să aibă mai mult un caracter 
orientativ cu toattL rigurozitatea rezolvărilor actuale. Datorită complexi
trtţii sale, 2.cest subiect, căruia i s-au consacrat în ultimii ani nume.roase 
studii şi im·estigaţii teoretice şi experimentale, nu se va aborda in extenso 
ţinînd seama şi de destinaţia acestei lucrări. 
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9 
CONCEPTUL DE PROTECŢIE ANTISEISMICĂ 
PROIECTARE - COMPORTARE - CONSOLIDARE 

9.1. PROTECŢIA ANTISEISMICĂ A STRUCTURILOR -
PROBLEMĂ FUNDAMENTALĂ A INGINERIEI SEISMICE 

" _Dat?rită fa_Ptului că !n 1:ltimele decenii rata de creştere a populaţiei din 
ţa:1le. s1~ate m zo1:~ se1sm1ce este ~?arte rapidă, există tendinţa ca riscul 
se1sm}c ş1 .:71:lnerab1htatea cor:strucţu!or social-culturale şi industriale, să 
se marcas~a m ~o? "corespun~ator._ Dm a~est~ ~oţive,_ cer~etările complexe 
de geologie, geof1z1ca, geodezie, se1smolog1e ş1 mgmene seismică cunosc în 
prezent o dezvoltare deosebită, fără precedent, cu scopul final de a contribui 
la realizarea unor c~nstru~ţii cap<l:bile să reziste în condiţii satisfăcătoare Ia 
cutr:mur~ de ma~~ I?!en~1t-atc:. Fiecare cuţremll:r. reprezintă o sursă impor
t~nta de mfo~aţu JI 1_nvaţaz:imte ce pen_mt venf1carea performanţelor efcc
t~ve ale lucranlor mgmereşh, precum ş1 evaluarea nivelului cunostintelor 
anterioare, care au stat la baza realizării obiectivelor investigate. Este~ evident 
dt cele mai valabile şi eficiente învăţăminte, din toate punctele de vedere, re
~ultă_ din ana~iza acelor cl:ldiri care dispun de echipamente specifice pentru 
~nreg~s~rarea,_ mstrume:it~l~ a cutremu:elor pute~nice. În acest fel, se pot 
1dent_1f:_ca atlt car~ctenstlc1le re~le refcntoare la mişcarea seismică şi influenţa 
cond1ţnlor locale dmtr-un anumit amplasament, cît şi comportarea de ansamblu 
a structurii de rezistenţă, evidenţiindu-se astfel gradul de valabilitate al con
cepţiilor aplicate în proiectarea şi realizarea construcţiilor antiseismice. 

Progresele înregistrate în ultimii ani au frtcut s:i scadrt simtitor multe din 
incertitudinile existente asupra genezei mişciirilor seismice si ~odului ~ic ma
nifestare, precum şi asupra fenomenelor şi efectelor distructive care se produc 
în structurile de rezistenţă. 

Protecţia unei construcţii Ia acţiunea cutremurelor puternice comporti"'t 
cunoaşterea în cît mai bună măsud a următorilo~ factori princip:i.li: 

• modelul tectonic, gcofi::ic şi sei"sinologic al rntrcm1/1'uliti vh'tor r11 car,: 
unnea::â sâ se confru11tc co11str11cţi·a; 

• modelul fi::Z:Co-mecanz"c al pachetului geologic su pcrjicial din am /'tasa-
1/lC/lt; 

• modelul mecanic, dinamz"c şi matematfr al structuri'!' de rc::1:strnţ/i. 

Definirea acestor factori, precum şi a multitudinii de clemente p:irticulare 
care intervin, rezultă în mod aproximativ prin aplicarea teoriei probaLilit'.'ttilor 
şi a tehnicii optimizării. ' 

Pentru scopurile inginereşti, cele mai semnificative 1'1iformaţi'z." asu/1ra 
modelării cutremurelor constau în cunoaşterea poziţiei epicentrului (distanta 
epicentrală), intensitatea, durata şi compoziţia spectrală. Accelcratiile mi's
cării terenului înregistrate la suprafaţa liberă pot fi descrise ca fenome1~c 
tranzitorii sau funcţii aleatoare, avînd anumite caracteristici spectrale care 
depind (în afara magnitudinii, distanţei epicentrale şi adîncimii focarului) 
de natura depozitului superficial. 
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Comportarea stratului geologic sup~rficial, care furnizează datele necesare 
modelării mcdiulu1:, în timpul cutremurelor puternice este atît de diversă şi • 
uneori contradictorie încît definirea cu certitudine a caracteristicilor fizico-
1nccanice (condiţiilor locale) reprezintă o operaţie destul de dificilă. ln cazul 
acţiunilor din2micc, majoritatea categoriilor de pămînturi îşi modifică proprie
tăţile iniţiale. de naturrL statid, datorită solicitărilor de mare intensitate şi 
va.ri,,.bik în timp. Interacţiune2. undelor seismice cu stratificaţiile mediului 
din ampl.tsament are o influenţă. importantă asupra propagării mişcării seis
mice 1a suprafaţa terenului. În funcţie de proprietăţile fizico-mecanice şi de 
grosimea sa pină la roca de bază, pachetul de straturi superficiale poate con
tribui substanţial la modificarea conţinutului de frecvenţă (compoziţia spec
trală) a miscării seismice înregistrată la suprafaţa liberă a terenului şi de ase
menea la diversificarea fenomenelor de amplificare, focalizare şi filtrare dina
mică. 

în privinţa elaborării unui model structural, care stă la baza proiectării 
antisdsmice, op~raţiile de modelare ale proprietăţilor fizico-mecanice şi dina
mice sînt destul de complexe, chiar dacă se admite situaţia ideală că modelele 
corespunzătoare mişcării seismice şi terenului din amplasament au caracter 
determinist. Într-adevl'Lr, contradicţia fundamentală care domină proiectarect 
structurilor rezistente la cutremur constă în dezacordul. existent între proprie
tăţiie inerţiale, disipative şi elastice atribuite elementelor structurale consti~ 
tutivc (inclusi,· conexiunilor) şi prop:-ietăţile reale care pot fi identificate 
numai prin testarea efectivă şi autentică furnizată de mişcarea seismică. 
Proprietriţile de bază ale structurilor, care constituie date iniţiale în analizele 
numerice destul de rafinate, sînt stabilite în cele mai favorabile situaţii prin 
cercetări experimentale de laborator, tributare în majoritatea cazurilor ideali
zărilor şi simulărilor incompatibile cu realitatea din execuţie şi calităţile.mate
rialelor puse în operă. Extrapolările rezultatelor obţinute prin investigarea 
modelelor structurale la s:ară redusă sau chiar a . prototipurilor constituie 
elemente calitative globale şi limitate şi nu argumente de garanţie asupra com
portării unor structuri similare. Cercetările.teoretice şi experimentale, cu tot 
caracterul lor fundamental şi eficient, nu pot supfo1itoţdeauna acei factori 
de risc care tin de probitatea profesională şL·respqnsabiUtatca socială a celor 
investiţi cu ~ealizarea construcţiilor situate în ione' seismice. , 

Rea.liz~rca unei structuri de rezistenţă cu un nivel de protecţie antiseis
mică satisfăcător este în realitate o operă colectivă la care îşi dau concursul 
mai multe dis:ipline inkrdependente, cum ar fi Geologia, Geodezia, Scismolo
gi·a şi bineînţeles lngimn·a seismică al cărei rol este de altfel primordial. 
Sp:-:cialiştii, cu diferite formaţii ştiinţifice şi profesionale, care colaborează 
la încorporarea infonnaţiilor în criterii de proiectare, trebuie să aprofm1deze 
şi să înţeleagă problemele specifice comportării şi proiectării structurilor 
inginereşti. · .. · , ... 

• Geologia este cea care pune la dispoziţie datele necesare .cu privire la 
evoluţia proceselor tectonice seculare şi milenare, stratigrafîa şi formaţiunile . · 
rodlor specifice zonei epicentrale. Studiile de geofizică per:rhit identificarea 
faliilor active sau potenţiale, crăpăturilor. în ;sc6arţă,jalunecărîlor de teret1, 
tasărilor şi prăbuşirilor de masive, precum şi f~~m~ne~ot4elichefiere.pe.zone 
extinse. Toate cercetările întreprinse stau Ia baza: întocmirii hărţilor geoio
gice generale şi locale în care sînt precizate amplasa;mentele sensibile la tniş-:-
cări scism.ice puternice. · .. · .· · •· . . . . · .. 

• Gooăezia prin reţele de triangulaţie şi staţii geodezice cu borne de obser
vare î11 plan şi de nivel, prin centralizarea: şi prelucrarea automată a datelor, 
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efectuează J?ăsurători gravimetrice cu P!·ivir<; la variaţia ,·ectorialrt a poziţiei 
punctelor situate la suprafaţa terenulm. Prm compararea periodică a rczul
ta~elor_ obţinute,_ cu metode specifice geode~ice, se pot defini şi descrie 
m1şcănle scoarţei terestre, corelate cu evemmentele tectonice care le-au 
generat, în urma stocării informaţiilor calitative şi cantitative identificate. 

• Seismologia asigură funcţionarea reţelelor de staţii seismice şi de obser
vare d_?tate ~u echipamente de înregistrare a mişcărilor seismice moderate şi de 
mare mtens1ta_te .. ~'e baza unor programe a1;1tomate pune la d_ispoziţic princi
palele caractenstlc1 ale cutremurelor cum ar fi: coordonatele epicentrului, adîn
cimea focarului, 1:1a~itudinea, ~i~ectivitatca_, energ!ci. e~isă de sursă, propa
garea undelor seismice, compoz1ţ1a spectrala a m1şcar11 la suprafata libed 
a terenului, precum şi durata acesteia. Prin studii de cauzalitate, as~ciate cu 
înr~g!strrtrile in~t:11!11e!1tale (d<: adî1~cime s~u <_le su:p~afaţă), pr_ccum şi cu cer
cetanle de geof1z1ca ş1 geodezie, se1smolog1a 1denhf1că mecanismul de focar 
al cutremurelor şi elaborează hărţile de micro/macrozonare seismică terito
rială. Un rol important revine seismologici în ceea cc priveşte predfrtia cutre-
11mrelor puternice prin urmrtrirca deviaţiilor de falii active sau potentiale, 
extinderea lungimii faliilor existente, clcfonnarea scoarţei terestre, modifi~area 
nivelului apelor subterane, fluctuaţiile cîmpului magnetic şi conductivit:itii 
electrice, variaţia vitezelor de propagare a undelor principale Vp şi sccunda~·e 
Vs, emanaţia de radon radioactiv etc. În acelaşi scop este necesar să se cu
noască. cît mai în detaliu „istoria sei"sm1.âi" a teritoriului, care poate contribui 
la elucidarea unor fenomene privitoare la modul de manifestare a cutremurelor 
viitoare. Pe baza investigaţiilor complexe şi multilaterak seismologia trebuie 
să punrt la dispoziţia inginerului structurist nccclerogr,une sintetizate (trei 
rnmponente), corespunzătoare unor mişc."tri seismice aşteptate (viitoare) 
specifice unor amplasamente bine definite, de tipul celor înregistrate p~ 
timpul unui cutremur puternic .. ·l ccclerogramde sintetice ale cutremurelor 
viitoare vor descrie principalele caracteristici de care este interesat inginerul 
p.roiectan! şi anume i11te11sitatca mişelirii tac1111lui (exprim.atri în actclcraţii" 
maxi»ie ş1 grad convenţional de intmsi:tatc maaoscismfrii). durata semnificativii 
a mi·şcă.n"i, caractcri·stic11c. de frccvcnţii (compoziţia spectrală - conţinut de 
frecvenţă) şifrecvenţa de apariţie a unui cutremur similar, precma şi frecvenţa 
probabilri de depăşire. 

• Inginer1:a seismicii, pe baza datelor cu privire !a caracteristicile misci'trii 
terenului şi proprietăţile mediului geologic local, matcrializeazrl prin conc~pţie, 
a.naliză., proiectare şi execuţie construcţii rezistente la un anumit nivd de 
:protecţie antiscismid, în concordanţă cu destinaţi;: şi importanţa acestora. 
In. funcţie de caracteristicile stabilite prin ccn:cUrile seismologice, inginerul 
poate evalua prin intenaediul intensitiiţii mişcrtrii tcrrnului, severitatea răs
punsului seismic, iar prin durata senmificativrt b>Tadul de avariere aşteptat, 

, <l,acă. unele din elementele structurale sînt solicita te peste limita elasticrt. Com
pozî,ţia spectrală, proprie ficcărni mecanism de focar şi amplasament, permite 
idenHficarea componentelor şi perioadelor predominante respective care gene
rează fenomene de amplificare seismidL. Frecvmţa de apariţie sau perioada 
de revenire defineşte intervalul de timp în care accelerograma sintetizatrt 
îşi conservă .caracteristicile estimate iniţial. Probkma valorifidrii datelor 
seismologice (în analizele numerice) depinde şi de modul de abordare în rezol
.vările practice. Astfel, în metoda analizei modale se utilizează spectrele seis
mice de r.J.spuns ale mişcării terenului, iar în metoda integrării directe a ecua
ţiilor de mişcare (întrucît răspunsul seismic se exprimă pe timpul istoric al 
cutremurului) intervin direct accelerogramele sintetice care urmează. a fi 
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digitizate. Aspectele ştiinţifice şi tehnice care fac obiectul ingineriei seismice 
s~nt. diverse şi numeroase, aşa cum de altfel reies~ şi din cuprinsul acestei 

carţ1. I . . ··1 . • . . ·t· Eva uarea protecţ1e1 construcţu or situate m zone seismice arc o semm 1-
caţic vitală prin complexitatea aspectelor ştiinţifice şi tehnice care stau la 
baza realizrtrilor practice, avînd importante implicaţii economice şi sociale în 
care îşi asumă. responsabilitatea profesională şi morală toţi factorii menţionaţi. 
Pentru societate sînt la fel de importante atît investiţiile iniţiale pentru edi
ficarea construcţiilor, cît şi costul eventualelor avarii sau chiar distrugeri, 
fără a mai aminti de pierderile supreme, irecuperabile, de vieţi omeneşti. 

9.2. ASPECTE GENERALE PRIVIND PROIECTAREA ŞI ASIGURAREA 
STRUCTURILOR REZISTENTE LA CUTREMUR 

Comportarea dinamică a structurilor, în timpul istoric al mişcării seismice, 
este mult mai complexă decît comportarea statică sub acţiunea încărcărilor 
gravitaţionale, situaţie în care proiectarea şi asigurarea antiseismică comportă 
tehnici mai rafinate de analiză numerică şi de conformare structurală. 

Obiectivele f11ndamcntale care se au în vedere la proiectarea şi asigurarea 
antiseismid constau în limitarea deteriorărilor nestructurale la cutremure 
minore, prevenirea avariilor structurale şi minimizarea celor nestructurale 
la cutremure moderate şi evitarea colapsului şi pierderilor umane în cazul unor 
cutremure de severitate ridicată. 1n acest sens, studiile parametrice dezvoltate 
în ultimele decenii, cu importante contribuţii la progresul general al ingineriei 
seismice prin elucidarea multor aspecte controversate în trecut, au permis 
trierea şi ierarhizarea celor mai semnificative fenomene care guvernează 
în principal comportarea unei structuri la acţiuni seismice intensive. 

Conceptul proiectării antiseismice se bazează pe definirea şi sintetizarea 
configuraţiei structurale (forme, dimensiuni, componente, conexiuni etc.) 
în funcţie de caracteristicile mişcării terenului (intensitate, durată, conţinut 
de frecvenţă-compoziţie spectrală), de proprietăţile elastice şi dinamice pre
meditate ale structurilor (inerţiale, disipative, de rigiditate, de ductilitate), 
de tipul infrastructurii (fundaţii) şi de natura mediului din amplasament 
(condiţii locale de teren). Proiectarea unei structuri (cu destinaţie precizată) 
la acţiunea unui cutremur standard (dat), numit şi „cutremur de proiectare" 
admite mai multe variante cu, privire la posibilităţile de alegere a configuraţiei 
structurale tridimensionale. In această ordine de idei, tipul de unitate struc
turală.. adoptat, precum şi materialul folosit pot avea o influenţă decisivă 
asupra rigidităţilor locale şi de ansamblu, capacităţii de amortizare, posibili
tăţilor de depăşire a limitei elastice de comportare, precum şi asupra răspun
sului seismic exprimat în tensiuni şi deformaţii. 

Proiectarea antiseismică trebuie să acorde o atenţie aparte condiţiilor 
locale de teren, precum şi celor mai eficiente soluţii structurale de fundaţie, 
deoarece în numeroase situaţii reale avariile şi prăbuşirile s-au datorat cedării 
pămîn.tului şi nu elementelor de rezistenţă din suprastructură. 

în cazul cutremurelor moderate, răspunsul structuriî se·înscrie în general 
în domeni·ut elastic de comportare, depinzînd numai de caracteristicile inerţiale 
disipative şi elastice. Aceste caracteristici pot fi însă influenţate, în timpul 
cutremurelor, de interacţiunea dintre componentele structurale şi nestructurale 
asociate (pereţii de compartimentare şi de închidere). Dacă nu sînt prevăzute 
măsuri suplimentare de armare sau înrămare, la cutremurele puternice conlu-
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crarea dintre aceste componente este practic inexistentrt. Prezenţa componente
lor nestructurale, cu funcţie dinamică importantă în anumite situaţii (pri~ 
capacitate de rezistenţă, rigiditate şi amortizare), poate a~ea un rol fav?r!b1! 
cînd participarea lor este certă pe durata cutremurulm. Pot surveni msa 
efecte defavorabile cînd, prin degradarea prematură şi întîmplătoare a ac<:5-
tora, se produc dezechilibrări semnificative _ale structuri~ principal: de rezi~
tenţă, prin favorizarea fenomenului de torsmne gen<:rala _sau locala. 1e~ et_?-J · 
Dealtfel, prin alterarea p:!rioadei fund,unentale de vibraţie, se mod1f1ca ras
punsul seismic liniar, dacă_ se a~e în ve~?r~ un ~pectru de răspuns standard -
de proiectare, cu consecmţe 1mprev1z1btle şi necontrolabile:. . . . 

Dacă mişcarea seismică este putemidt, r~s~uns1;1l sţruct~ru cu m~ursm1;1 
in domeniul postelastfr, de comportare ~s!e practic 111ev1ta bil. Ra~p1;1~sul i~elas~1c 
al structurilor este extrem de senstbil în raport cu caractensttctle dn~amice 
iniţiale şi intensitate:1 şo_culu_i seis1:1ic .. Incursiunile postelas_t~ce depmd . în 
mare măsură de propnetăţ1le h1steretice ş_1 de comportarea ductila ~le matena
lului şi ale compone1;teţor structur~le Ş} nestructnrale, precum ŞI de m<?~ul 
de realizare a conexmmlor care asigura transferul mutual al deformaţulor 
între elementele constitutive. Rezultă deci că diferenţi·erea criteriilor de pro
iectare este· dictată în principal de i"ntensi"tatea mi·şcării seismice şi de domeni·ut 
de comportare al ele1!7-entelor st~uct_urale ( ela~tic sau inelastic), precum şi de 
considerente de ordm economic ş1 tehnologic. 

Din aspectele expuse mai stis, rezultă c~ pr~iectarc~ în con~eP! dinamic 
a unei structuri rezistente la cutremur rez~lta pn1; asocierea optima A a ~rm~
toarelor proprietăţi fundamentale ca_re de!m~s~ ~t1t compone_ntcle, cit ~1 _um
tăţile structurale: capacitatea de rezistenţa, ngi~itatea, cap~citate_a de disi'f:are 
a energiei şi ductilitatea, capab~l~ să confere ~n~1 construcţu un n~vel de asigu
rare seismică în limite prestab1hte. În acelaşi timp est~ ne~esar sa se _acorde o 
atenţie deosebită condiţiilor lo~ale de amplasame1!t, avmd m _vedere mfluenţa 
decisivă pe care o poate avea m procesul de pro1ec_tare. în figura 9.1 ~e _pr_?
zintă O sinteză a principalelor aspecte pe care le mclud<: actu~ de deAc1z1c 111 

vederea elaborării proiectelor de rezistenţă ale structunlor situate 111 zone 
seismice. 

9.3. PROIECTAREA ANTISEISMICĂ ÎN CONCEPT DINAMIC 

Conceptul dinamic al pr?icctării ant!seismic~ a, structu:ilor, l?, un ni:cl de 
asigurare ad:11;is, este o noţmn~ d~ data recent_a m car~ 1~t:rvm n~,:~~roas; 
aspecte specifice fenomenelor seismice. La elabor~r~a_unm p. otect de 1. cz1stenţ,t 
trebuie să se ţină seama de urmitoarelc caract_crist_i~1, r;lobale care dcfmess con
figuraţia geometri"că şi modelul de calcul al unei umtaţ1 structurale: 

• Caracteristici inerţiale locale sau generale. . 
• Caracteri·stici elastice ale secţiunilor, elen_ie~ţelor, substructunlor şi 

conexiunilor, exprimate prin rigiditate sau flcx1b1htate. 
• Caracteristici disipative şi· de atenuare ~ore~punzătoa~·e componentelor 

structurale şi nestructurale, în domeniul elastic ş1 po~telast\c ~de com~ort~re. 
• caracteristici de duc#litate şi de comportare melast1ca a secţmmlor, 

elementelor, substructurilor şi structurii în ansamblu. . . 
• Caracteristici de rezistenţă şi de deformabili"tate la acţmm gravitaţional~ 

şi laterale. . . . .. 
• Caracteristici de teren specifice amplasamentulm stabilit. 
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ELABORAREA FINALA A PROIECTULUI 

Fig. 9.1 

~otiunea de conccjlfi°c d1.·11ami"că, de clement, de substructurii sau de struc
tură tricimrnsională, fo sensul prnicctân·i structunlor la acţiuni seismice 
de intensitate ridicată, are un caracter extrem de complex şi nu poate fi de
finită, asa cum se afomrt uneori, prin ,Jun simţ ingineresc". Cn asemenea 
mod simplist de a minimaliza o notiunc fundammtală în ingineria seismică, 
cu largi implicaţii_tehnice, ccono~i~e_şi so:i~le, a rond_?~ de~e?ri la confuzii 
şi erori grav_e. N<;>ţmne~ de concepţie 1111amica ~trustu:ala 1mphc__a ~aste cun?ş~ 
tinfe teoretice ş1 tehmce, precum ş1 o experienţa mdelungata m domemul 
ingineriei seismice. Conctpţia dinamică de tratare a structurilor de rezistenţă 
(tinînd seama şi de participarea clementelor denumite „neportante" sati 
~estructurale" din punct de vedere gravitaţional, dar cu funcţie dinamică 
i~portantă) presupune aprofundarea fiecărui detaliu şi element component 
pît1ă la întregul ansamblu structural. Dealtfel, efectele cutremurelor din lllltimii 
ani în general şi cel din România de 1a -1 martie 1977 în particular au demon
strat că abaterile şi concesiile tehnice de la conc{pţia dinamică de proiectare 
au condus 1a avarii locale, distrugeri parţiale sau chiar la prăbuşiri totale ale 
unor conshucţii a căror asigurare seismică a fost tratată superficial. 
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9.3.1. Influenţa componentelor asociate unităţilor structurale 

Concepţia dinamică de proiectare are în vedere optimizarea tuturor fac
torilor care pot contribui la o comportare favorabilă a structurilor la cutremure 
puternice. Principalele abateri· şi erori de la concepţi"a dinamică de ansamblu, 
care "s~_pot manifesta I?rin i"nftuenf~ negatiye (chiar dezastru_oase) asupra com
portam globale a unei construcţu, vor f1 prezentate succmt în continuare. 

• Disimetrii" geometri·ce de ansamblu pronunţate, rezultate atît din alcă
tuirea şi organizarea comp:mentelor structurale (de rezistenţă şi de rigiditate), 
cît şi din amplasarea în plan orizontal şi pe verticală a elementelor „nestruc
turale" de compartimentare (sau de închidere). Soluţii arhitectonice neraţio
nale, cum ar fi: partiuri neuniforme pe înălţime cu destinaţii si funcţionalităti 
diferite, balcoane şi bovindouri cu deschideri exagerate, scări' şi tuburi pentr~ 
ascensoare poziţionate excentric, configuraţii întîmplătoare ale construc
~iilor în plan orizontal, partere înalte sau cu discontinuităţi geometrice la 
nivelul primului etaj, disproporţii volumetrice (retrageri sau intrînduri nere
,!5ulate ) etc. reprezintă influenţe structurale defavorabile la acţiuni dinamice 
laterale. 1n acest sens se recomandă ca structurile în ans:1.mblu să se înscrie 
în gabarite geometrice simple şi clare, cît mai apropiate de formele simetrice, 
evitîndu-se astfel discontinuităţi pronunţate în top::>logia de asociere a compo
nentelor de rezistenţă care definesc o unitate structurală. 

e Disproporţii" z·nerţiale importante rezultate din disp:.inerea incorecti a 
maselor corespunzătoare încărcărilor permanente şi mai ales a celor cu caracter 
temporar. Disp,oporţiile inerţiale, generato1rc de efecte dinamice defavorabile, 
pot proveni din: încărcări exagerate mai ales Ia etajele superioare (arhive, 
biblioteci, depozite de materiale sau mrtrfuri, rezcrvo:ire siu bazine cu lichide, 
terase destinate unor activităţi de agrement etc.), compartimentări excesive 
la anumite etaje, supraîncărcări datorate s:himbirii destinaţiei unor clădiri, 
supraetajări tiră măsuri corespunziitoare de asigurare, elemente decorative 
s:iu finisaje masive, precum şi din acoperişuri şi învelitori grele. Este necesar 
ca asemenea situaţii să fie evitate, astfel incît s'i. rezulte o distribuţie inerţi:iH 
cît mai uniformă pe toate direcţiile. 

o Discontinuităţi accentuate în distribujia şi variaţia rigichti'iţilor compo
nentelor stmcturale si „nestructttrale", în plan orizontal si ne verticală, care nu 
sînt capabile să asi~re o conlucrare uniformă şi spaţială'a {inităţilor structurale 
tridimensionale. În acest sens, se pot menţiona următoarele abateri posibile: 
intreruperi bruste ale continuitătii clementelor de rezistent:\., disproportii 
intre rigidiUtţil~ componentelor st'ructurale verticale şi orizor{tale, conexiu~i 
insuficiente care nu contribuie Ia transferul deformltiilor între elementele 
asamblate, lipsa efectului de noi rigid s1u de dis: (ş1ibă orizontJ.lă), în:ilţimi 
de etaje diferite cu partere „des:hise" (flGxibile), stîlpi cu înălţimi diferite 
situaţi în special la parter şi la primul etaj, stîlpi s:urţi, s:ări şi tuburi pentru 
ascensoare amplasate excentric, dis:ontinuităţi pronunţate în variaţia rigidi
t:iţilor relative de nivel (mai ales la ctajeb inferiove), diferenţieri impJrtante 
ale rigidităţilor absolute (de annmblu) p~ direcţiile transversală şi longitu
dinală, dispunerea întimplă.to"lre a pereţilor de comp1rtimentarc, forme în 
plan diferite de la un etaj la altul, sistem~ şi soluţii de fundare neuniforme etc. 
În vederea asigurării unei coop:!rări optime între componentele structurale, 
este obligatoriu să se evite orice categorie de discontinuitate, descrisă mai 
sus, printr-o judicioasă organizare a compoziţiei elastice, care srt prcvinrt 
<:oncentrări de deformaţii mari în anumite zone critice şi dezechiiibrc'tri pu-
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temice locale (între etaje) şi de ansamblu ale caracteristicilor globale de rigi
ditate sau de flexibilitate. 

• lnsufi"cienia capacitate de disipare şi atenuare a energiei transferate 
structurii de mişcarea seismică, datorită în principal proprietăţilor histereticc 
reduse ale materialelor, elementelor componente şi ale conexiunilor. fn multe 
situaţii s-a constaht că procesul de disipare energetică a fost dirijat întîmplr1-
tor prin deformaţii elastice şi postelastice necontrolate. Prin măsuri speciale, 
numeroase componente structurale şi „nestructurale" pot fi transformate în 
disipatori energetici naturali sau artificiali care să contribuie în mod substanţial 
la atenuarea şocului seismic. în procesul de disipare energetică naturală un 
rol important revine proprietăţilor de ductilitate, participării elementelor 
nestructurale {pereţi de compartimentare şi de închidere), precum şi terenului 
de fundaţie ca urmare a fenomenului de interacţiune dinamică dintre teren 
şi structură. · 

• Capacitatea de rezistenţă elastică şi postelastică redusă a unor clemente 
de rezistenţă principale şi în special a componentelor portante verticale (stîlpi 
şi pereţi de beton armat sau zidărie). Subdimensionarea unor elem.ente por
tante vitale, asociată caracterului ciclic-alternant. al acţiunii seismice, poate 
produce degradări importante care să antreneze distrugerea parţială sau chiar 
totalrt a structurii. în cazul unei dimensionări incorecte la acţiuni seismice 
intensive, elementele de rezistenţă nu au capacitatea de a asigura incursiuni 
postelastice fără degradarea semnificativă a secţiunilor, conexiunilor şi cle
mentelor structurale. Prin ductilizarea corespunzătoare a componentelor 
structurale, în strînsă corelare cu proprietăţile de rigiditate şi capacitatea de 
rezistenţă, se poate garanta o comportare de ansamblu satisfăcătoare, cu 
adaptabilitate postelastidi progresivă şi cu procese de degradare dirijate 
şi controlate. 

CJ.3.2. Influenţa terenului ,i condiţiilor tocate d.e fundare 

Prin multitudinea fenomenelor pe care le poate g!mera; ~cdiul de propag·at\: 
şi terenul din amplasament pot avea o influenţă deferm.irtantă asupra compor
tării fundaţiilor şi suprastructurilor în timpul cutremurelor puternice. Proiec
tarea antiseismică a unităţilor structurale (în care sînt incluse şi fundaţiile) 
se bazează pe studii geologice, geofizice şi geotehnice amănunţite, cu scopul 
definirii influenţelor pc care le pot avea pachetul de straturi superficiale şi 
condiţiile locale de teren. O scrie de aspecte calitativ_c şi cantitative fundamen
tale, cu privire la comportarea terenului la acţiuni de tip seismic şi la efectele 
care se manifestă asupra structurilor, au fost subliniate în capitolele 7 şi 8. 
Dealtfel, la stabilirea configuraţiei preliminare a sistemului structural, trebuie 
analizate în primul rînd condiţiile de teren, care reprezintă factorul de decizie 
cel mai semnificativ în procesul proiectării, deoarece~ anumite situaţii inac~ep- . 
ta bile un amplasament prestabilit .poate fi chiar abatidonat. · 

1n aceste condiţii, la proiectarea în concecpt dinamic a structurilor lă un 
nivel de asigurare garantat (în anumite Umite), tl'ebuie să se ţină sea~ de. 
efec tele grnerate de prezenţa terenului, a~ cum s.e specifică în . continua.re ... 

• Influenţa mediului de propagare dintre sursă şi· amplasament, care 
depinde de distanţa tpicentrală şi caracteristicile.geologice şi geofizice globale, 
se manifestă printr-o selectivitate semnificativă a componentelor cu perio:ide 
sCllrte (în cazul distanţelor reduse şi medii de pţopagare compacte-consoli-
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date) sau lungi (în cazul distanţelor mari şi medii de propagare mai afinate 
şi slab consolidate). 

• lnflue1iţa caracteristicilor fi'zico-mecanfre şi· dinamice ale pachetului de 
st~atitri superfi'ciale,. defini.te prin studii. geologice, {{C?fizic_e şi geotehnice. 
J?mtr~ aceste~ pot f1 ~~nţ1onate_: to~olo~1a ~uprafeţe1 hber~. grosimea depo
zitului geologic superf1c1al, stratigrafia ş1 orientarea planurilor de separaţie 
vitezele de propagare a undelor seismice (în special a. celor secundare - d~ 
forfecare), reflexia, refracţia, dispersia şi radiaţia undelor de la nivelul rocii 
de bază către suprafaţa terenului etc. în această situaţie, avînd în vedere şi 
aspectele prezentate în capitolele 7 şi 8, rezulti'l importanţa pe care o au perioa
dele predominante ale mediului (fig. 7.26, 8.12 şi 8.28), precum şi fenomenele 
de amplificare seismică (fig. 7.27, 7.28 şi 8.13), focali-:are şi filtrare dinamică 
asupra răspunsului seismic (fig. 7.26), în funcţie de categoria de teren (fig. 
7.29). 

• Influenţa condiţii/or locale de deformabilitate ale terenului, care pot exer
cita efecte defavorabile dacă la stabilirea configuraţiei şi soluţiei constructive 
a unităţii structurale (infra- şi suprastructură) nu s-au avut în vedere eventua
lele posibilităţi de apariţie a unor degradări la nivelul suprafeţei libere. Formele 
sub care pot surveni modificări în configuraţia terenului sînt următoarele: 
crăpături superficiale, extinderea faliilor sau amorsarea celor potenţiale, alunecări 
sau prăbt,şiri' la nivelul cmstei terestre, lichefierea nisipu.lui saturat, tasări 
diferenţiate, van·aţia 11.iz•elttlm' apelor subterane şi formarea unor cratere prin 
refulare etc. Pc baza cercetărilor obţinute prin investigaţii geofizice, geotehnice 
şi geodezice, se pot obţine informaţii cu privire la comportarea terenului la 
cutremure viitoare, care să permitri validarea sau evitarea unui anumit am
plasament. 

• Influenţa interacţiunii dinamice dintre teren şi strnctură datorim cupla
jului elastic existent la nivelul suprafeţei de contact dintre fundaţie şi mediul 
din amplasament, Principalul efect favorabil produs de fenomenul de inter
acţiune, cu condiţia evitării deformaţiilor plastice sau remr:nente ale pămîn
tu]ui, constrl în capacitatea importantă de disipare ciclică şi 11isteretică a·ener
gici indusă de mişcarea seismică unităţii structurale. în cazul structurilor 
.înalte {de tip flexibil) situate pc terenuri compresibile, fenomenul de jnter
acţiune însoţit de plastificări semnificative ale pămîntului, poate contribui 
la tendinţa de pierdere a stabilităţii generale a construcţiilor prin răsturnare. 

Variaţia răspunsului seismic, ca urmare a influenţei cuplajului elastic şi 
modificării perioadei fundamentale de vibraţie, depinde de configuraţia spec
trelor seismice, aşa cum rczultrt din § 9.4. Gradul de cuplare clastică dintre 
teren şi structură poate fi definit în mod global prin raportul dintre rigiditrt
ţilc de ansamblu ale structurii şi ale mediului de fundare. 

• Influenţa i'nfrastmcfttrii prin soluţiile constructive adoptate pentru fun
daţii, în corelare directă cu tipul de suprastructură, cu caracteristicile mişcării 
scisn1ice şi cu natura terenului. Se pot manifesta efecte defavorabile (atît în 
:infrastructură, cît şi în suprastructură), datorită tasrtrilor diferenţiate şi inter
.acţiunii necontrolate dintre teren şi structură, mai ales în cazul construcţiilor 
cu dimensiuni disproporţionate în plan orizontal (de tip lamelar) sau în formă 
<;le I, L, T, U, Z, precum şi cu variaţii pronunţate de înălţime (în trepte). 
Evitarea unor asemenea situaţii se poate obţine prin fragmentarea corespun
zătoare a structurilor şi practicarea unor rosturi verticale pe toată înălţimea 
sau prin realizarea unor sisteme de fundaţii cu geometrii specifice. În acest 
sens, se recomandă (adoptarea de la caz la caz) soluţii constructive de infra-
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sţruc_turi cu tălpi continue, radiere generale s;u cutii rigide, fundaţii pe 
piloţi sau ba~et: etc. care să asigure :uniformizarea ,wsiunilor pe teren, ,con
lucrarea spaţiala cu suprasttuctura ş1 transferul deformaţiilor de la fundaţie 
J„ elementele verticale de rezistenţă.· 

9.4. CONCEPTUL ACORDĂRII PROPRIETĂŢILOR DINAMICE 
STRUCTURALE CU SPECTRUL SEISMIC 
AL ACCELERAŢIILOR ABSOLUTE 

Inv,estiş-area efe~tel?r prodU:~e de cu!rem1!-rele puternice, care s-a~ mani
festat m drverse regmm ale lumu, a pus m evidenţă comportarea diferenţiată 
a ~t~cturilor în f~!lcţie d_e p~oprietăţile de rigi~itate. Astfel, la unele şocuri 
se1sm1ce construcţule mai ng1de au avut mai mult de &uferit decît cele 
flexibile, la altele constatîndu-se situaţii total diferite, şi anume un nivel 
~e. vulnerabilitate mai ridicat la construcţiile flexibile decît la cele de tip 
ng1d. 

V • Diferenţierea modu!~i de comp~rtare a ~tructu{il?: î~ funcţie de propric
taţile globale de elast1c1tate, exprimate pnn flex1b1htate sau rigiditate . se 
dato!ează în p~incip~ţ caracteristicilor. sp~cţrale ale lllişcării terenulu'i şi _în 
particular conf1guraţ11lor spectrelor se1sm1ce ale acceleraţiilor absolute SA 
specifice fiecărui amplasament. Din capitolµ! 8 arezµltat că în cazul unui 
eveniment seismic, efectul combinat al amplitudinilor âcceforaţiilor tetenulµi 
a_l ~onţinutu~ui d~ frecve_nţă (co~p_oziţia specţrală}, pre<;U;m _şi al car~cteris~ 
tic1lor depozitului geologic superf1c1al, poate fi eva,luat prm mtermed1ul SA. 
într-adcYăr, cunoscînd Yariaţiilc SA se pot estima forţele seismice convenţio-
nale FSN sau FTB, aşa cum rezultă din § 8.1.2 şi 8.2 .. 2: .. , • 

Bazaţi pe constatările de mai sus, se poate ~p[ecia: că vulnerabilitatea 
unei structuri la cutremure de intensitate ridicată poate fi identific;ată prin 
confruntarea conţiguraţiei SA cu perioadek·pr<?p.rijdevibtaţie.·ale. ~truci:ut:ii. 
Pentru constrncţule comune, care nu depăşesc un ţtllq Ul-ediu de flexibi.litate, 
perioada fundamentală de vibraţie poate re~tetenta-:;pata.m:etrulunjc::Ji sJJff". 
cient care să pună în evidenţă amplificarea se1smid in,riaporl:,cu SA. lmmenhil< 
de amplificare seismică este definit prin perioada<predominantă a mişcării 
terenului, care guvernează calitativ şi cantitativ variaţia SA. Rezultă deci că 
pri1;tt:-o dimensionare corespunzătoare în concept dinamic a strncturîi, ~ste 
pos1h1Hi o reducere substanţială a efectelor seismice, dac:ăperioada fundamentaHi. 
iniţială se aflii în afara domeniului de amplificare seismică preeizat . de T. 
Problema, care este în anumite privinţe similară ~azuluLaCţiunilor directe ~i 
pe?R,:11.1ente _stud~ate în prima parte a acestei luc~i, constă !n acordareapr;~ 
prietri.ţilor dinamice structurale (T, v) cu conipo:tiţia spectrala a mişcării' ter'e
nului exprimată pn·n spectrul accelerafii1or abso~#ff [Ul). Această operaţie 
de concepţie preliminară contribuie fa „izolarea« ctmsţtucţiei de. efecte!~ seis-' 
~e majore şi în acelaşi timp la ridicarea gradulu~Ae l_)rp~ecţie antiseismică. ·• 

Controversa existentă în trecut, cu pritire lâ, (>}'>ţiµn~între stuctud ue · 
tip rigid sau flexibil, rezultă tocmai ,din faptul Că•?lU ~istă un criteriu'.câlh 
ta tiv sau cantitativ care să petm.ită eluciâarea.,feîl.om~efor de interaQtiune 
dinamică dintre structură şi mişcarea terenuluL lÂ,iâ~eastăfpriviitţă, per{oadâ 
fu~~entală. d_e vibraţie a. st_rt~cturii )?o.aţe, <::Qtts,tifui Wt,cr,iţeriu sim.pl\t; şi 
e~1c1en~ de defm!r: a c:3-racter1st~c1lor de !_lgtd~tate sâ~<:lefţe:i<,ll:>1litate in co~wt 
dmam1c. lntruc1t m literatura internaţionala nu e;usţă up,consens în ce~ce 
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priveşte corelarea dintre perioada fundamentală T1 şi tipul de structură s-au 
admis valorile medii pt'ecizate în § 8.1.6, care permit definirea următo~relor 
trei categorii de unităţi structurale: 

- structuri de tip rigid 0,6 s ~ T1, 

- structuri de tip semirigid 0,6 s < T1 < 1,4 s, 
(sau semiflexibil) 

....:.structuri de tip'Jlexibil T1 ;;i:1,4s. 
Acordarea perioadei fundamentale a structurii cu configuraţia SA, cores

punzătoare unei anumite fracţiuni din amortizarea critică v, rezultă din figura 
9.2. Trebuie'precizat că valoarea perioadei fm;i.damentale de vibraţie se deter
mină în ipoteza că structura are o comportare perfect elastică, fapt pentru 
care se va nota prin T;,.;1;a1. 

Cele trei configuraţii sp~ctrale SA* reprezentate în figura 9.2 au fost nor
malizate la valorile maxime, fiind diferenţiate şi calibrate în funcţie de perioada 
predominantă T 0, caracteristică mecanismului c!c focar şi condiţiilor locale 
de teren. Din modul de variaţie al curbelor SA* se constată că perioada pre
<loroinantri T O poate fi interpretată ca pzuict de balans al acceleraţiilor spectrale 
şi implicit al acţiunii sei-,mice asupra structurilor. Din figura 9.2 rezultă direct 
situaţiile în care se pot obţine atenuări importante ale răspunsului seismic, 
dq,!1Î şi ale vulnerabilităţii seismice, prin evitarea coincidenţei dintre perioada 
fundamentală a structurii şi perioada predominantă a mişcării terenului. 
Un exemplu semnificafo· cu privire la diversificarea categoriilor structurale 
şi '.alegerea celor mai convenabile (care să conducă la efecte seismice minime), 
în diferite zone ale lumii, îl constituie configitraţiile spectrale date în figurile 
8.12 şi 8.28. 

În funcţie de intensitatea şocului seismic, este posibil ca structura să depă
şească stadiul· elastic de comportare, astfel încît perioada fundamentală ini
ţială se poate modifica pe durata cutremurului t*. Datorită procesului de 

STRUCTURĂ - SPECTRU 

T(s) 

ÎNAlTĂ Perioada 

Fig. 9.2 
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degradare progresivă a rigidităţii, rezultă că o .structură caracterizată în sta
diul elastic prin perioada fundamentală T;.;1;41, · în urma modificării succe
sive a perioadei în fiecare secvenţă a cutremurului, se transformă î11tr„un 
număr nelimitat de sisteme dinamice avînd perioada variabilă T(t), O ..;; t . ..;; . t". 

Modificarea rigidităţii componentelor structurale este generată de cutre„ 
mure de mare intensitate (severe), situaţie în care datorită deformărilor inelas
tice specifice domeniul1ti postclastic de coful)ort<117e, perioada fund~mentală 
iniţială creşte pe măsură ce procesul de. degradat~ se agravează. Evol1.1ţia. 
clew:ad~rilor ~ste extr~ de c?~plicată depinzî_!ld~ţîtd~ ru:ripli~udinea :r:t?-işc:;ăi:ii 
x, cit ş1 de timp t pnn funcţn aleatoare. Daca se acltn1te ca s1stemu1 dnianuc 
elasto-plastic este staţionar şi Uniar pe intervale delimitate; variaţia rigidiţăţîi, 
care depinde de tipul sistemului structuraI.:şLd~'c<:>nfiguraţîa mecanismu,lui 
de cedare, poate fi modelată prin curbe de d .· are,Jn trepte (salturi) Săll 
netede, în conformitate cu figura 9.3; Epufaareâ . . "ţăfiilatimputO <A "' ..;; t-, implicit a capacităţii portante, caracterizează producerea prăbuşirii 
totale (colaps) a structurii pe durata mişdl.rii seismice. 

În cazul cutremurelor de intensitate inqderam, care I).U produc degradări 
semnificatiYe ale rigidităţii comi:-onentelot' principale. de rezistenţă, compor
tarea structurii se menţine în dome:n111lelâstî'c, astfel încît perioada jii'lidq:
mcntală 1·nt1ială se conservă pe tot timpuljstoric al.desfli.şurădi eyeniment~lui 
seismic (fig. 9.4, a). ·. . . ·. .··· •···· .··· . . < 

Datorită incursiunilor postelastice repetat(: (ciclice), specifice cutremui;elqr 
puternice, rigiditatea de ansamb~u a strucţ.~riţ;sţţjd,u.ce,. înJiecare setv-~tiţ.ă. 
a mişcării seismice, iar perioada fu11da,me11ta.li, · · şte..Jn t{1np, fo. c~ţiifo 
în care capacitatea portantă se află în limite ~ ·. .. Jţq,r:e.(fig. 9A,;h){~?.Cfl 
însă degradările structurale sînt puterni~ şi se·n.i.a;ţt.if~stă şi asupra capa9îţâţii. ·. 
de rezi~te1_1ţă a strucţur~i •. rigi~itatea devine n · .. · '.. 9;$),Jar;perioacJA ţ'lii~<la:z 
mentala tmde către mlm1t (fig. 9A, c). Ace~Stă· .. ···. ik;s1tuaţie c.aracte1'le~,i . 
colapsul general al structurii care se poli.te foregiij~â pe dth'ata seismµ,luJJâ 
secvenţa o < 11 " t" sau după încetarea cutren:JY;r(tlui pri11-. epuizarea ~pad
tăţii de rezistenţă a componentelor Yertic:ale sulfaţţjµ11~ în.cărcăril~lt' gra~ 
vita ţionale. · · · · · · · 
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. .în situaţiile descrise mai sus, prin degradarea progresivă a valorilor ini
ţiale ale rigidităţii şi perioadei, se Ya produce şi o variaţie a răspunsului 
s.eismic pe durata. mişcării seismice. Variaţiile acceleraţiilor absolute spec
t!ale pot avea Cl_lrl_l~te: conţradictorfu _în fu!lcţic de configuraţia SA, precum 
şi de acordaream1ţ1ala a s1stemulm dmam1c [1 IO]. Dacă conţinutul de frl,--c
venţă al accelerogramei nu se modifică, din figura 9.5 rezultă situaţiile efective 
care pofinterveni în timpul unui cutremur de mare intensitate. Dacă acor
darea i11iţială corespunde situaţiei din figura 9.5, a, este de aşteptat ca de"ra
darea chiar mai puternică a rigidităţii (inclusiv a perioadei) să nu cond~că 
la prăbuşirea ţotală a structurii. Situaţia prezentată în figura 9.5, b dc,·inc 
destul de. periculoasă chiar în cazul unei degradări moderate a rigiditătii 
(h1clusiv a .perioadei), deoarece prin majorarea solicitărilor seismice este af~
tată capacitatea portantă a întregii structuri. Ultimul aspect pune în evidenţrt 

. posibilitatea colapsului pe durata cutremurului chiar a unor structuri ale căror 
p~iioade fundamentale iniţiale s-au aflat în afara zonei de amplificare seismică, 
dar care au fost fie subdimensionate, fie neproiectate în conceptul compor
tării şi adaptării postelastice. 

. . · · Pentru a urmări comportarea prin intermediul spectrelor seismice a 
.•. tă,spunsulul pe durata cutremurului, este necesar să se determine SA pe frag
ment~ d.e timp cuprinse în accelerogramele înregistrate. Fiecare SA ctin setul 
qe spectre asociate accelerogramei va pune în evidenţă compoziţia spectral:t 

, ~9respuni.ăto,are fragme11tului respectiv, precum şi condiţiile miţiale rezultate 
cîn prelucrarea fragmentului precedent. Acceleraţia absolută spectrală poate 
ff estimată direct prin intermediul acestor spectre „secvenţiale", dacă se cu-
npaşte perioada fundamentală corespunzătoare nivelului de degradare efec
tivă. Deoarece posibilitatea de defoxmabilitate postelastică a unei structuri 
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se poate pune în evide;1ţă prin coeficientul de ductilitateµ (vezi § 8.1.7), 
perioada fundamentală mstantanee, la o anumită treaptă de degradare expri
mată prin deplasarea x(t') > x. (unde x. caracterizează limita de curgere, 
iar O < t~~ t). se obţine în mod aproximativ cu formula [147] • 

T(t!) = -3
1 (1 + 2µ312) T,ni/ial, 
µ 

sau mai simplu [6-4] 

und~ 
l1 = ;i.(t') = x(t')/xc, 1 < µ(t') ~ xm/x,., 

iar x,,, reprezintă valoarea maximă a deplasării la care se produce cedarea 
(fig. 8.17). 1n felul acesta, tratarea răspunsului inelastic se reduce la o problemă 
clasidt de analiză liniară. 

Din aspectele prezentate succînt în acest paragraf şi dezvoltate mai pe 
larg în lucrările [110], (111], rezultă importanţa decisivă pe care o are acordarea 
în concept dinamic a caracteristicilor structurale cu _cele ale mişcării terenului. 
Abordarea în această manieră a proiectării structurilor situate în zone seismice 
pem1ite evitarea amplificărilor răspunsului seismic prin măsuri simple de ate
nuare naturală sau artificială (prin elemente mecanice de izolare a supra
structurii),cu scopul de a reduce în mod substanţial energia indusă de mişcarea 
terenului. Tipul unităţii structurale, rezultat din asocierea diferitelor compo
nente de rezistenţă, trebuie astfel definit iniţial încît să se asigure o acordare 
seismică corespunzătoare, ţinînd seama şi de precauţiile impuse de situaţiile 
prezentate în figura 9.5. 
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_ f:x~stă. _tot:1şi posibiliţatea ca pe acelaşi amplasament să se manifeste 
~mşcan ~eismice cu _per~oad~ ~red_om_in<1;ntc lungi (generate de cutremure 
mtermediare ~e magmtudm_e nd1c~ta şi distanţe epicentrale mari) şi de ase
menea cu penoad~ pr~~ommante Jo~se_ (produse de cutremure de suprafaţă
crustale, cu m~~11tud1m moderate şi distanţe epicentrale reduse). De aceea, 
aspecte}e cu pnvire la acordarea de tip structură-seism devin mult mai com
plexe cm~ acelaşi_ amplasament poate fi supus unor cutremure cu mecanisme 
de focar ŞI cu perioade de revenire diferite. Dadt se cunosc compoziţiile spec
tral~ ale tutur~r categoriilor de cutremure care se pot produce într-o anumită. 
zona, ~ste pos1ţ>il. să se obţină o_ a~~rdarc seismică satisfăcătoare printr-o 
operaţie de optimi:Z~r? a_ caractenstic1lor proprii de vibraţie ale structurii. 
Pr~blema _ s~ complica msa <lestu~ de ~ult dac_ă se a~ociază aspectelor descrise 
mat s~s ş1 mţlu_e1:_ţa fenomenul1;1i de. mt~racţmn_c d~ntre teren şi structurii. O 
rezohare ~atisfacaţ?are poaţe ~i obţmuta numai prmtr-un studiu parametric, 
~a~at pe i1'.-fo,:111aţ1! ~-~ste Şl riguroase. în cazul structurilor cu flexibilitate 
r,dicata exista pos1b1htatea ca fenomenul de amplificare seismică să cores
pundă modurilor superioare de vibraţie dacă T 2 ~ T 0 sau T ~ T etc. 

î_n unele cazuri este indicat să se utilizeze 5isteme artifici:le de lcPături 
supl;mentare „adapta~Jle": p~i1:, cedarea că!ora (la şocu_rţ puternice) se 0 reali
zeaza o_ ,,autoac_ordarc s:1sm1ca 3: strucţum cu compoziţia spectrală a cutre
murului respectiv._ ~ce:i-sţa str~teg1e tehmcă, încă destul de dificilă din punctul 
<l_e v~dere al realizam ŞI mai ales al functionării practice a fost abordată 
Şl a:phcată în ultimul timp în Japonia şi U.R'.S.S. [!] cu rezult'ate încurajatoare. 
_ . ~n _concluzie, o 3:~or?are ~inami~ă rezonabilrt între perioada fundamentală 
m1ţ1a~a ~ structurn ş1 conf!g_u~~ţ1a _sp<:~t~lui. acc~leraţiilor absolute poate 
contnbu1 la atenuarea seventaţn acţmnu seismice ş1 vulncrabilitiitii compo-
nent clor structurale, precum şi la reducerea riscului seismic. ' 

9.5. COMPORTAREA POSTELASTICĂ A STRUCTURILOR. 
DUCTILITATE-REZISTENŢĂ-RIGIDITATE 

9.5.1. Noţiuni preliminare. 
Conceptul comportării postelastice ductile 

Pe întreaga lor _durat~ de existenţă, 1;1-nitr1ţilc structurale sînt supuse unor 
cutr~m:1r_a de mare mt~nsit~te (d; exccpţ1~), a cr,ror pcrioadr1 de repetabilitate 
(p_en~d1c1tate) poate fi ma1 mica sau ma1 mare, în funcţie de caracteristicile 
se1sm1~e ale z~mel_oi: în care au fosţ 3:mpl~sate. _ Proiectarea acestora în concept 
cxclusrv elastic (hmar) nu este pos1b1lă dm motive practice, datorită dimensiuni
lor exagerate care ar rezulta, şi neindicată din punct de vedere economic 
deoarece nu se valorifică rezervele de rezistenţă postelasticc ale clemcntelo; 
componente. 
. în co:1~iţiile conservării ~n limite ~dmisibile a capacităţii portante şi a 
s1guranţe1 m ~xploa!a:e, d~ş1_ s~ adn~rt unele degradări ale componentelor 
structurale, prm depaş1rca hm1te1 elastice, comportarea de ansamblu a unităti
lor st1;1ctu:ale are un pronunţat caracter inelastic, ceea ce nccesifa o trata~e 
teor~t~că şi o rezolvare constf1;1ctivă total diferită în raport cu concepţiile 
trad1ţ10nale. 11:1 ge!l~r~l, c~pa~itaţea d~ d~for1:1-arc postelastică. (cu caracter 
plastic) poate fi defmrta cahtabv ş1 cantitativ prmfactori'i de ducti'htate. 
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Noţiunea de ducWitate a fost introdusă şi comentată în § 8.1.7, în contextul 
comportării inclastice a sistemelor dinamice acţionate de mişcări seismice 
puternice. Se consideră că. o structură are o comportare ductilă dacă este 
capabilă să disipeze energia totală transferată. de cutremur şi să permită 
producerea unor deformaţii ciclice substanţiale, fără ca elementele compo
nente să sufere avarii excesive sau reduceri importante ale capacităţii de re
zistenţă. Prin prevederea unui anumit nivel de ditcti1itate elementelor 
de rezistenţă, se pot evita distrugeri cu caracter fragil (casant), asigurîn-

, du-se astfel protecţia structurilor în timpul cutremurelor puternice, în ale 
crtror componente se admit totuşi unele degrad:iri cu caracter exclusiv ductil. 
!n asemenea situaţii, după cutremur, cu investiţii minime necesitate de re
pararea unor elemente structurale sau nestmcturale, se pot reda integral 
destinaţia şi funcţionalităţile iniţiale ale con5tmcţiei. 

Modul de comportare postelastică se poate pune în evidenţă prin curbe 
acţiune-riispuns, CAJ)rimate în diferiţi termeni (parametri), de forma celor 
reprezentate în figura 8.16, din care rezultă caracterul ductil sau fragil al 
cedării. 

Răspunsul seismic postelastic este substanţial influenţat de modificarea 
rigidz"tăţii şi a capacităţii de disipare a energiei, pe timpul istoric în care se mani
fest:l evenimentul seismic. În cazul cutremurelor puternice, cînd structura 
arc o pronunţată comportare inelastică, rigiditatea iniţială scade în mod semni
ficativ (ca urmare a degradării elementelor componente), iar capacitatea de 

' disipare a energiei introdusă de mişcarea seismică ciclică creşte în timp (dato
rită fenomenelor histeretice specifice fiecărui material). Aceste efecte pot fi 
corelate cu deplasările generalizate maxime (exprimate prin deformaţii spe
cifice e:, curburi (J>, rotiri ale secţiunilor sau conexiunilor e şi deplasări late
rale), sau adimensional prin factorul de ductilitate µ definit ca raportul dintre 
deplasarea generalizată maximă (corespunzătoare stadiului ultim - limită 
de cedare) şi deplasarea generalizată corespunzătoare limitei de curgere (cores
punzfttoare initierii plastificărilor). în conformitate cu această definiţie cu 
caracter mai general, bazaţi şi pe consideraţiile expuse în § 8.1.7, rezultă 
unntttoarele categorii de factori de ductilitate: 

- ductilitatea deformaţiilor specifice µ 0 = e:m/Ec, 

- ductilitatea secţională (de curbură) µ 41 = <Pmf<Pc, 
- ductilitatea de rotire (conexiuni) µ0 = 6m/6c, 
- ductilitatea de deplasare liniară (translaţie) µ,, = xmf xc. 
Deoarece unităţile structurale au fost definite ca o asociere de elemente 

de rezistenţă asamblate prin intermediul anumitor legături (conexiuni), no
ţiunea de ductilitate se poate diversifica astfel: 

- ductilitate secţională, 
- ductilitate de element (componente structurale), 
- ductilitate de conexiune (legături punctuale sau liniare), 
- ductilitate de subsansamblu (de substructură, de etaj), 
- ductilitate de unitate structurală. 
Trebuie menţionat faptul că definirea factorului de ductiHtate în cazul 

sistemelor complexe reprezintă o operaţie extrem de dificilă, întrucît există 
numeroase variante de obţinere a curbelor acţiune-răspuns (F-x, M-(J> etc.) 
şi, de asemenea, o diversitate de posibilităţi de plastifiere şi de mecanisme de 
cedare ca urmare a apariţiei articulaţiilor plastice. Evoluţia mecanismelor 
de ceda.re la structurile hiperstatice, datorită complexităţii situaţiilor posibile, 
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poate fi urmărită şi controlată numai prin intermediul unor proarame automate 
bazate pe analize parametrice. 1::, 

. ţn cazu~ s!ruct~rilor în cadre _de bcto1:1 '.1rmat (B/A) în literatura de spe
c1ahtate exista mai multe modun de defm1re :.>le factorului de ductilitate 
acceptîndu-se în general expresia ' 

· deplasarea maximă (de cedare) în vîrful stmcturii 
µ= 

(structură) deplasarea efectivă în momentul atingerii limitei clastice 

Această. definiţie poate conduce la valori exagerate ale factorului de duc
tilitate în situaţia în care articulaţiile plastice apar simultan într-un mecanism 
posibil de cedare. 

Pentru estimarea factorului de ductilitate al unitfttilor stmcturalc formate 
din bare drepte, se pot utiliza următoarele relaţii ap'roximative: 

şi 

1 ,~ 
µ(structură) :::::::'. - ,kJµn:cd,ult'-c/, 

11 

în rnrc µ,11„d,niv, reprezintă factorul mediu de ductilitate relativii de ni\'el, 
fLtrin<i - factorul de ductilitate al grinzilor cadrului, iar li - numărul de ni
veluri. 

în cazul diverselor sisteme structurale (cadre spaţiale, structuri cu dia
fragme verticale, sisteme duale - mixte asociate etc.), o influentă importanUt 
asupra ductilităţii o au gradul de nedeterminare statică (rczcn:a de lcgi'tturi 
suplimentare) si natura eforturilor sectionale dominante. Este c\·ident că 
prin creşterea gradului de ncdeterminar~, posibilitftţile ele formare a articula~ 
ţiilor plastice (A.P) sînt mai numeroase. Acest fapt contribuie la complicarea 
11u'canismelor de cedare şi obţinerea mai multor „linii de apărare" (rczistenU) 
ductilă a structurii la acţiuni seismice intensive. Prin apariţia A.Peste nc~e
sar ca structura să dezYolte un mecanism stabil şi controlat de cedare, as,'.)Ciat 
unei capacităţi ~idicate de disipare a energici, fiirft însă sft fie însoţit de ruperi 
cu caracter fragil (casant). Se face precizarea di A. P nu constituie o leg;,tur/'t 
articulată punctuală, în sensul celor definite în calculul eb.stic al structurilor, 
ci reprezintă o zonă în care se înregistrează o localizare (concentrare) a defor
maţiilor postelastice. 

Calculul factorilor de ductilitate presupune cunoaşterea succesivă a defor
maţiilor structurii (în fiecare treaptă de încărcare) din momentul aparitiei 
primei A.P pînă la iniţierea mecanismului de cedare. Analizele numerice s'înt 
destul de complicate mai ales dacă se ţinc seama de influenta variatiei vitezei 
de aplicare a acţiunii exterioare, precum şi de numărul de 'cicluri {încărcarc
descărcare) pe durata mişcării seismice. 

Întrucît energia seismică indusă într-o structură nu poate fi consumată 
numai în domeniul elastic de comportare, măsurile de adaptare postelastică 
bazate pe cerinţe de ductilitate, rezistenţă şi rigiditate controlate, asigură 
atit absorbţia de energie prin proprietăţi histerctice, cit şi disiparea unei canti
tăţi de energie prin deformaţii postelastice. Diagrama F--x (M-<P) din figura 
9.6, a, specifică betonului armat (B/A), pune în evidenţă absorbţia energiei 
pe ciclu prin suprafaţa curbei histeretice, energia disipată prin deformaţii 
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indasticc (suprafaţa cuprinsă între curba de descărcare şi a~a Ox), precum 
si degradarea rigidităţii şi capacităţii de rezistenţă pc fi:,ecare :-1:lu (fig. 9.6, b): 
Se constată că în procesul de încărcare-descărcare, dupa apanţ1a fonomcnulu1 
de fisurare a betonului, deformaţiile au un caracter pc:rn:2.nc:~t cu 9fe~te de 
histcrcsis importante. ln .::cest context se poate constata ca daca doua sisteme 
p~secfa accbşi factor ele ductilitate_ rez~ltat_din c~rb•?!? F:x (Jf-<D), r5-spunsul 
seismic nu Y:i. fi identic d2.cft propnetăţ1Ie h1steret1ce mfcra. 

111 fonetic de caracteristicile de deformabilitatc de confi~.1raţiei u_n_ităţilor 
structurale: pot fi ~.escrise tr?i situ_a ţi_i ~is_ti1:1ctc în care interYmc cond 1ţ1onan::1 
ccrintclor dl:' ducnhtate, rczcstenţa ş1 ng1d1tate. 

G, Stmcturi de tzp flexibi'l, cu perioade proprii fuudamenţale iniţiale i1~:1l_te 
(T1 ;::, 1,4 s). La aceste ~i?~~i de stiyctu;}• în care s~nt d?m,~n~nt_e dc~~a~~n}c 
laterale, sporirea capaoţaţi:,1 ~e rez1s~<:n~?- are un ro, lU'll P~,ţ,n _1mp01 t;1,1c. l; 
raport cu necesitatea maJoraru capac1taţ11 ele '.1- se clcfo,m~ p;;~te li:n1ta e1as

1
t1rn 

pentru asigurarell: u:3-ei com.portă:i p_ostelas~1~e favor~b!le ş:_/v1r~rea, c?'"-P
sului. Această cermţa se reahzeaza pnn cluct1hzarea corcsp_un,"'1to:u c '1. co,11~0_:
nentdor structurale, astfel încît deformabilitatea str,1cţam peste hrn,L1,~l~stlca 
să contribuie la absorbţia şi di.:;iparea energiei seismice. fa aces_t ~3;,z, c,Jei'.c1entnl 
de reducere al răspunsului seismic arc valo:i.rea R = I, ;.1. (vezi § o.1.7, fig. 8.21 
şi t:10. 8.1). 

0 Structuri de hp rigid, cu perioa~clc yoprii_ fundam~nt~Je iniţiJle)o_a:,e 
(Ti ,( 0,6 s) la care capacitatea de rczistenţ(t dcyme o_ cerm1a cxtr.~l~ ?? 11]_1-
po;tantă, î'.1 ti1::-P cc ~cformabilita_tea P_'.Htc f1 cor:,srdcra;a nef11)2.D;la. ~1~ 
asemenea s1tuaţn capacitatea de rezistenţa are funcţie don~,nanţa_, 111 Lmp c_v 
adaptabilitatea post elastică (prin _p~econi~area unor misun_ spec1f:cc ~e ~~ct~
lizare) are un rol secundar; coeficientul de reducere al raspunsulm sc,:;m1c 
este R = 1. 

e Structuri de tip scmingi'd (sau semiflexibil), cu perioade pr?pri~ fun~a: 
mentale initiale intermediare (0,6 s < T1 < 1,4 s), la care energ1a a~sorb1~a 
este de cea mai mare importanţă astfel că atît cerinţa (necesarul) de rez1ste1~ţ~, 
cît şi cerinţa de ductilitate sînt impl~ca~e _în e~ală măsură. În ace?t_e,.~ond1ţu, 
se poate opera asupra ax_n_b~l?: ll!-arm~1 fie J?nn reducere': ;a~ac1ta111. de r;: 
zistenţă şi sporirea ductllttaţn, fie prm maJorarea ;apac1taţu _de rez1sten~~ 
şi diminuarea ductilităţii, printr-un proces corespunzator de proiectare. ~oefi
cientul de reducere al răspunsului devine R = 1/hµ - 1. Rezultă deci ncce-
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sitatea cxi·stenţei unui balans (echilibrări) între ceri·11ţcle de rc.':istt'11/â şi ,hcti!z'
tate pentru toate componentele ansamblului structural. 

Pentru realizarea ductilităţii de ansamblu, un rol important revine rnnc
xiunilor (nodurile la cadre şi grinzile de cuplare la diafragme) care trcbu ic 
să asigure transferul deformaţiilor între componentele principale de rezistrnţrt 
conectate, precum şi ductilizarea întregii unitrtţi structurale. 

Cele trei regimuri de comportare analizate, caracterizate prin perioadck 
(sau frecvenţele) proprii fundamC'ntale de vibraţie (definite în stadiul iniţial
elastic de comportare), pot fi selectate, prin opţiune, îndi din faza prelimi
nară de proiectare în concept dinamic al structurii, prin stabilirea rigidzlii/1'i 
dr ansamblu. 

1n abordarea situaţiilor descrise anterior, este necesar s:'i se ele ţină infonna ţii 
cît mai complete cu privire la rezistenţa şi d11cti'li'tatca elementelor compon(~ntc, 
subansamblurilor şi unităţilor structurale, în funcţie de tipul conexiunilor 
(legăturilor) şi calităţii materialelor folosite. în cazul structurilor din B/A, 
rezistenta si ducti]itaka sînt afectate de mai multi factori dintre care se amin
tesc din;c~siunilc şi forma secţiunii, cantitatea' de cJrmătud (longitudina!rt 
şi transversală), calităţile betonului şi oţelului, asigurarea continuităţii ann:t
turilor etc., astfel încît să se evite cedări casante prin ruperea betonului prin 
compresiune. Este c\'Îdcnt d o importanţă majorft o are şi natura eforturilor 
secţionale dcm1nantc din elementele componentr care intervin cu inflU('l1 ţc 
c,tlitativc şi cantitatiYc asupra drora se Ya ren·ni. 

1n cazul structurilor de tip flexibil, uneori şi de tip semirigid, da:.oritft 
apariţiei A. l' pc timpul istoric al acţiunii sci<;mice, se produce o sd(krc a 
rigidit:tţii globale şi deci o majorare importantă a deplasftrilor laterale. nato, 
ritrt acestor dcplasrtri laterale Ll, încftrcările verticale P de la fiecare niwl 
produc monientc secundare (efecte de ordinul II) definite în literatura in1er, 
naţională prin „momente P-Ll" sau efect P-Ll. 

Efectul P-Ll, combinat cu comportarea inclastici't a structurii, poate ddn
mina o reducere semnificativă a capacitriţii portante a elementelor \'crtii.',dc: ele
rezistenţă datorită majorării momentelor încovoietoare. 

Momentele încovoietoarc rezultate din efectul P-!.l. pot avea valori ridicate 
mai ales în cazul cadrelor independente nerigidizate şi ncasoci;:ite cu pereţi 
de umpluturr, sau cu diafragme Ycrticale de rczistcnţ:L De asemenea, cfrctul 
cxcentricizării forţelor gravitaţionale în urma deplasărilor laterale inclastice 
devine mai periculos dacă se ţine seama de influenţa fenomenului de intcr
«cţiune dintre structură şi terenul de fundaţie. 

Din aspectele cu caracter general expuse aici, a rezultat că structurik 
prqiectatc în conceptul cerinţei de ductilitate pot fi supuse unor acţiuni s,.,is
micepeste limita clastică, fări". ca degradările produse să poatft defini un nwca
nism de cedare. Cu toate acestea, ductilizarea exagerau poate conduu'. la 
efecte contrarii, mai ales în cazul apariţiei efectului P-Ll care poate genera, 
in anumite situaţii, şi fenomene de instabilitate elastiC:L 

9.5.2. Criterii generale 
cu privire la ductilizarea unităţilor structurale 

Tipurile de unităţi structurale din beton armat specifice construcţiilor civile 
~i industriale sînt de trei categorii generale, şi anume: 

- si·steme formate din bare drepte cu conji'gura/fr spaţ1·ală, în care eforturile 
de încovoiere sînt dominante; 

407 



- sisteme formate din diafragme verticale de re:·istenţă în care sînt dominante 
atît eforturile de încovoiere, cît şi cele de forfecare, alcătuite din pereţi izolaţi 
sau cuplaţi prin conexi_uni orizonfale. Preponderenţa unui anumit efort depin
de în general de dimensiunile pereţilor şi de înălţimea construcţiei; 

- sistemt duale (mixte), rezulta te de obicei prin asocierea cadrelor spa
ţiale şi diafragmelor verticale (plane sau închise) care au rolul <le a limita depla
s:irile laterale şi de a prelua cea mai mare parte din îndtrcările seismice ori
zontale. 

Experienţa cutremurelor din ultimii ani a demonstrat di structurile proicc·
tatc şi asigurate în concept dinamic au avut în majoritatea situaţiilor o com
portare satisfăcătoare, deşi s-au înregistrat şi unele eşe::uri. Diferenţierea mo
dului de comportare al structurilor la mişcări seismice intensive se datoreşte 
multor factori de risc cu caracter obiectiv sau subiectiv care Yor fi analizaţi 
pe larg în § 9.9. Din categoria factorilor de risc cu caracter obiectiv face parte 
insuficienta adaptabilitate postelastică. În acest sens un rol însemnat revine 
asi6•1.1rării unui nivel de ductilitate prestabilit, pentru toate componentele 
structurale şi conexiunile acestora, precum şi proporţionării raţionale a carac
teristicilor de rigiditate, atît în plan orizontal, cît şi pe verticală. Noţiunea de 
„beton armat ductil" a fost introdusrt pentru prima dată în ingineria seismică 
<le J.A. Blume [28] şi dezvoltată ulterior mai ales în S.U.A. şi N<_>l!a ~~elan~ft. 

Principalii factori (parametri) care influenţează asupra ductihtr1 ţ11 sccţm
nilor, elementelor, conexiunilor şi structurilor de B/A, au fost descrişi în§ 8 . .1. 7. 
Influentele cele mai semnificative revin însă următorilor trei parametri: 

- p~oprfrtăţile fizico-mecanice ale materialelor care defines::: B/.-\ (marca 
sau clasa betonului si marca otelului); 

- modul de alciituire al se~ţiunilor transversale şi al co;zc.riunilor (forma 
secţiunii, cantitatea de armătură longitudinală şi transversală) ; • 

·--:- natura efortului predominant ~a!e dfrijeazâ ce_d(!rea (în~o_:·oiere, încovoiere 
cu forfecare, compresiune excentrica cu excentnc1tate mica sau marc, forfe
care etc.). în acest sens sînt necesare următoarele precizări: 

• Conceptul de bază al comportării ductile.'.". co1:1pone1~tclor st_i:ucturalc 
constrt în dinjarea cedării prin curgerea armătu.r:u_u~~mtea d~stmg:crn casante 
a zonei comprimate de beton. în vederea reahzaru acestui deziderat, care 
contribuie la ductilizarea elementelor de rezistenţă, este necesar ca betoanele 
folosite să fie de marcă (clasă) superioară, iar_ oţel~rile să fie_ de marcă medie 
şi caracterizate prin paliere de curgere (propnetr1ţ1 postelasticc). 

o În pri\'inţa i:1fluenţei canţităţii d~ a~m~tu~ă, este ;viclc1_u _c:t pri:1 
cre~terea procentulm de armare dm zona mtmsa P 1/o rezult,. o dnnmuare a 

0.5 1,0 1,5 - 2,0 
PROCENT Oe ARMARE, p % 

Fig. 9.7 

,tOR 

ductilităţii, în schimb, ducti7 

litatea poate fi ameliorată prin 
armarea zonei comp,·imate şi 
confinarea sectiunilor cu annă
tură trans\·ersală ( c-tricri, gri't
tare,. spirale). În figura 9.7 s.e 
prezintă modul de ,·ariaţic al 
factorului de ductilitate în 
func.ţje de marca oţelului. şi 
procentul de armare a zonei 
întinse, a unui element supus 

2,s la încovoiere, în condiţiile· în 
care marca (clasa) betonului 
este aceeaşi. De altfel, proprie-

tatea de ada_ptaţ>ilitate postelastică ppate fi definită prin valorile ultime x 
sau ~m• ca Şl prm xm - xc_sau <llm - <f>c (fig, 8.17), cantităţi care pun în evi~ 
<lenţa a~ploa~ea procesul~~ ~e degr_adare, ~)recum şi capacitatea de absorbţie 
c_n~r~etica P:m deform~ţu __ melast1cc. O 'mfluenţă importantă asupra ducti
l~taţu o are ş1 forma secţmnu care poate 'fi concentrată (cu dimensiuni propor
ţionale) sau lamelară (cu dimensiuni disproporţionate). 
, ·• CeŢinţa de dt:cti!itate, 'p_recu1:_1 şi modul de alcătuire al secţiunilor trans

' er~le şi al. cone:::-:1~mlor ~eJ?mde IJ?- ~are măsură de eforturile secţionale 
do'?lmante ?1 spec!fic~l cedanlor po~1b1lc. Astfel, elementelor dominant înrn
vmate (de ţ1J?ul gnnzilor), precum ŞI celor supuse la compresiune exccntrictt 

, c_u excentnc!tate marc (~c tipul _sţîlpi!or ~velţi cu forţe, axiale moderate), 
l~ se poate asigura o duct1hta te _suficienta prm mfu-imi constructive rezonabile. 
C_omponen_tele structur~l~ dommant forf_ccate ( de tipul stîlpilor scurţi şi dia
fi a~elor J?a~e) sau ?oltc_1t:c1te la compresmne excentrid cu excentricitate mică 
(de tipul stilp!l_~r ob1ş~mţ1 ?:1 forţe ~xialc importante), da toritrt caracterului 
casant al rup~r~1, J_)_ot fi ductil_i_zate pnn m{,suri con.structi\·'-' mai se\·ere. Pentru 
ga~antarea 1mţicrn deformaţ11lor postelastice prin curgere,1 arm{tturii întinse 
u~ttma categon~ _de elem~nţe 1e rezis~cnţi't n~ce~ită o tra t:m· specială întrucît 
mvelul ~e duct!ht~te p~s1btl şi capabil este l1m1tat. O atenţie specială trcbuil' 
acordata conex!umlor d11:tre ~o~po_n~ntt'le structurale (noduri de cadre, grinzi 
de cuplare 1~ d;afz:_a.i.,'TI;e, 1mbman lm1are_ sau spaţiale la structuri prcfaLricatc 
etc.), astf:l !nc1t ~a _asigure transferul reciproc al deformaţiilor între dementele 
cuplate fara cedan casante. 

în co 1: tin U~I~e _se vor analiza posibili ti ţik cfcc t i \·e dC' el uctiliza,c a 
celor dou_;~ un1taţ1 structurale ele lnz~. cu largtt uti2izare în pra:·tica 
constructulor. 

.•. ~t~ucturile_în cadre de _B/A au o import2nţ{1 dco:,d1:t:1 prin diversit:ttca 
pos1b1la a eforturilor prcdcmmante cc pot apare în componentele constituti\·,,_ 
Astfel,. eleme!ztelor dominant ~n_coo•oz"ate. (grinzi _şi plăci_1, li se po,,te ,,sigura un 
domenm :11a1. amplu de. duct1)17:are prn~ multiplele pos:i,ilităţi de adant;trc 
a unor mas:7-;i -~onstru~tive :fic1ente._ Dmtn: acestea _se mcnţione:1ză: 1;njo
~area capac1taţi_1 de_ rez1sten_ţa a zonei compnmate (prm utilizarea lwto:melor 
cu m;_;.rca sup_eno_ar;_i. sau pn_:1 pi:eve~e1:ea uno~ ann[tturi "uplimentarc), redu
~ere;_i.m anun~1te l_i_m1te a ~rmatunl~r i?tms~ (prm l_)ro_ccntc ele ~rnEremo:lcr:,te), 
spor~rea arma_tmy tra~? ersale (pnn mdestrea etncnlor.', t: til1zarcc1 arndturilor 
ductile_ (cu marei medu). et~. În felul acesta, se poate ohţ:ne fa şo::u;·i seis,nice 
putermce o comportare duct1lft, care să permiUi. cedarea sec,;unilor 'Y'" ,-u .. "·'r"·' 
armăturii întinse (înaintea ruperii fraf!ilc a bctmrciluil s; ,;,n,·iti,, 1-,-1--r··;(.~,1J\'"t'1•1·1',',: 
plastice. v ' ·,- '· 1 '·· ,'"" '· ,._ ·'·' 

La elementele 10:nz·nant comprimate (stîl~Ji cu secţiuni ol,:şnuite s;,u Lmchrc), 
procesul_ de ducţtl~za~e este i:nult mar complicat, datom{t atît prezentei for
ţ_~Ior axiale man (m ,mteracţmne ~u momentele încoYoictoarc), cît şi f~ncţici 
:1tale pe care o au m ceea ce pnveşte conse'.Yarea cor_~strucţiilor în timpul 
;utremu~elor. Cu toat~ :3-cestea, se poat? obţme o ductrnzare satisf:\căto:irc, 
lll funcţ1~ de excen.tn~1tatea forte1 3:x1ale graYitaţionalc, prin confinare;t 
~ore?~unzatoare _a sblp!l~r ci! arm?-tun trans\·ersale (cu etrieri indcpendcnti 
mcfoş~ s:3-u cu_ spirale), pnn_ dn1:ens101:are~ raţioi;alrt_ a secţiunilor (geometri~ 
formei ş1 cantitatea de armatura l_ong1tudmala) ş1 prmtr-o asigurare control·-ltft 
la efectele produse _d_e forţele tăietoare. 1ntrucît posibilitatea de ductilizare 
dep1;1de de excentnc1tatea forţei axiale, pentru a e\'ita cedările cu caracter 
fragil (cas3:nt), se_ recomandă ca e~orţul unitar mediu din secţiunea de beton 
{rezultat dm considerarea compresmmi ccntrice) să satisfac;:; relaţ1·a ~ n v 

~ <Jb"" 1lc, 
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unde R. reprezintă rezistenţa betonului la compresiune, iar n - un coeficient 
subunitar care variază în funcţie de poziţia stîlpului în plan orizontal (n = 
= 0,20 ... 0,35). Aspecte cu totul deosebite apar în cazul comportării postelas
tice a stîlpiJor scurţi, elemente dominant forfecate, la care posibilitatea de 
ductilizare este destul de limitată. 

Ductih'zarea conexiunilor dintre componentele structurale ( noduri p!ane 
şi spaţiale) se obţine prin traversări corecte ale armăturilor longitudinale 
din elementele conectate şi asigurarea unor ancoraje corespunzătoare, precum 
şi prin confinarea nodurilor cu etrieri închişi (simpli sau dubli). 

Deoarece structurile în cadre au un grad ridicat de nedetenninare statică 
şi o comportare spaţială favorabilă, se poate dirija şi controla apariţia arti
culaţiilor plastice astfel încît să rezulte un mecanism de cedar,· complex, care 
srt asigure disiparea aproape integrală a energiei induse de cutremur, prin 
absorbţie histeretică şi prin deformaţii postelastice pronunţate. În acest sens, 
pot fi imaginate diferite scenarii pentru evoluţia mecariismţ>lor posibile de 
cedare, prin diferenţierea premeditată a ductilităţii elementelor structurale 
componente. În scopul evitării unui colaps prematur şi sporirii capacităţii 
portante, se recomandă evitarea apariţiei mecanismelor de cedare prin ini
ţierea plastifierilor la capetele stîlpilor sau prin cedarea nodurilor, unnrtrin
<lu-sc ca defonnaţiile postelastice să se localizeze cu precădere în elementele 
orizontale de rezistenţă. A vîn<l în vedere dt structurile în cadre se caracteri
zează în general printr-o deformabilitate relativ ridicată, este necesar si se 
verifice, în anumite situaţii, efectul J>-!J,. care poate genera momente supli
mentare substanţiale. 

• Condiţii s;milare de ductilizare se impun şi structurilor formate di·n 
diafragme tierticale de rc:::i"stmţă, care prin configuraţia lor au o coxn
portare globaHi fragilă. Structurile în diafragme se mai numes::: şi sis~mc cu
plate, fiind alcătuite din doi sau mai mulţi pereţi din B/A conectaţi prin inter
mediul unor bare de cuplare (numite şi buiandrugi). Modul dţ.~ comportare a 
diafragmelor şi imp icit condiţiile de ductilizare depind în principal de procen
tul golurilor şi de dimensiunile geometrice în plan şi pe verticalrt. Datorită 
rigidităţii globale ridicate, diafragmele dispun de o capacitate de rezistenţă 
importantă, în condiţiile unei defo1mabilitrtţi laterale reduse. De aceea, aceste 
tipuri de configuraţii structurale au o adaptare postelastică mai redus:i şi 
un nivel de ductilitate limitat, în raport cu structurile în cadre de B/A. 

narelc orizo11tale de cuj:larc a pereţilor, cu funcţie de co:iexiune liniară, 
pot fi ductilizatc la un asemenea nivel încît să contribuie în mod decisiv la 
absorbţia şi disiparea energiei în domeniul postelastic de deformare. Acestor 
conexiuni orizontale li se poate asigura o comportare ductil:< prin arm:ituri 
longitudinale, sau dispuse pe diagonală, precum şi prin armături transversale 
de confinare a secţiunilor, cu etrieri deşi simpli sau dubli închişi. 

1n privinţa elementelor verticalt: de rezistenţă (numite şi şpaleţi 1 , în c;ire 
pot predomina eforturi de încovoiere, compresiune şi forfecare, printr-o con
fonnare corespunzătoare a geometriei secţiunii transversale şi armarea raţio
nală a bulbilor se poate obţine o reducere a eforturilor unitare în beton, pre
cum şi asigurarea la efectul forţelor trdetoare. Aceste aspecte reprezintă numai 
premisele unui proces mai complicat de ductilizarc. 

Mecanismul de cedare a unei unităţi structurale alcătuită din diafragme 
pline (independente) sau conectate este mult mai simplu <lecit cel al cadrelor, 
prin localizarea deformaţiilor postelastice în barele de cuplare sau în pereţi 
(în special în zonele situate la baza construcţiei). Intrucît cedările sînt preme~ 
ditat dirijate prin plastifierea conexiunilor orizontale, într-un stadiu prcmcr-
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gător fonnrtrii mecanismului final de cedare diafrarrrnele ,,0 r av a 
t · ·1 • î • t>"' e, o compor-
ars s1m1 ara_ unor console. n aceastrt situaţie, capacitatea de ductilit t 

a~e.stora denne_ l~oţ~rîtoare în_ ce?a cc priveşte posibilitatea de absorbţi: ;~ 
d1s1_parc a cantit,~ţu ~e ener~~e mdus_rt de mişcarea seismică. Comportare~ 
mai mult ~au mai ~uţm ?uctila (uneon chiar casantă) depinde în marc măsură 
cfe ~eometna gl~bala ~ 11aţragmelor, care diferenţiază solicitarea dominantă. 
IJac,:. raportul dmtrc malţnnea totală H şi dimensiunea cca mai marc a sec
ţmµ~1 trans~crsalc B arc ,·aloarea 11/B ~ 2, se poate considera că eforturile 
<lommante ~mt de f_orfccare, în timp cc forţele axiale şi momentele încovoie
toarc au o mfluenţa secundarii. 

9.5.3. Ductilizarca componentelor structurale ale cadre!or de B/A 

~ J?ncHlitatea gri11:::ilor se defineşte de obicei prin intermediul comportării 
sccţmnu trans,·crs:de (,·. § 9.5.1) :.istfcl (fig. 9.8) 

, _ curbura m;iximr1 (ultimrt) _ cJ)"' /q, - ______ __;__; _ __!_ --= ---- ·-. 
curbura la curgere G\ 

" · în aceasEt exprin:ar_c ny_ s_c intro:iuce variaţia momentului s:m 2 curburilor 
m ~ungul dcm,entuhu ŞI_ m~1 mfluenţ:1 forţei tftictoaP·. ln gcncr;-tl <I>,. se po:11,· 
;st1,1113;, dc,stul ne corect, 11'. ţ11:1I) cc <1>,_., _s-~ obţme totdc,111'.1a Îl\ mel'.! ;1p:·oximat:-.·' 
m_trn~1t este d~stul ele chftol de anilopit stadml ult,n1. 1n cazul acţiunilor 
~c1sm1ce puternice, ].A. ~lume ş.a. [2SJ rccom:rndi\ pentru ducti]i_t;1tca minim:t 
mtci:v~l~! P·m;;n = 4 ... 6, ,rar M.ţ. Coh_:1 [52] _Yaloarn medic :-'-_,,,,r ~~ S. 
. ~nnZJlc fond .;!c!11.<:·n(c do~nm,!nt _mcoY_m:itc, ;-t~1 rum. s-a m~.i mc·nţionat, 

la c, alu?-i:ca ductliltaţu mternn o senc de mllucnţc ch1trc c:rc se cvidcn1 i:1z.·i 
cele mai importante. ' 

- 111(/uenţa armn~itrilor longzh1di1:aZ.:. Ductilitatc·:c c;·c'-L<' cu cit sc:,d.~ 
proc;e1_1tul de armare_dm_zona inti~s:î. t s,n~5lifc_rcnţ:. /•-F (n'n<1,, ,/ np:·,·zint:\ 
cocLc1cntul de armar c dm zona co,np.1maL,1) ş1 de as·. mcnc,, cu ut otelul este 
<le m;H:,crt m~i sc{1zutrt ~icuprop_riet[qipfa~ticc scnmific:,,in (fig. 9.7)'. Pac:'i.s,: 
n~t.e;-:za cu ;_ =.~/1!0 raportu! d:nt_re în_tUţun(_•a zonei cornp:·i:nate şi în;\l1)mea 
activa a sccţmnu, se constata ca situaţia 1; = !;f,.,,,:.: c:,_•fir.cşk ,.:c2:trc;,_ s.·,:ţiunii 

M 
. -i-

a1 

c=:::!!!!!""=..,,,,..,....;;;;:J"--l----t ec I-
Fig. 9.8 
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prin curgerea armăturii întinse (prin deformaţii cu caracter ductil) simultan 
LU distrugerea betonului din zona comprimată (prin rupere cu caracter fragil
casant). 

Dacă. ruperea betonului prin compresiune se produce înaintea curgerii 
armăturii (cînd ; > !;i;m.-,a), cedarea secţiunii are caracter fragil-casant (sec
ţiunea rezultă supraarmată). Dacă arm/'ttura intră în curgere înaintea dis
trugerii betonului din zona comprimată (cînd ; < ;limuă), cedarea secţiunii 
arc caracter ductil (secţiunea rezultă subarmată). Din aceste motive situaţia 
; = !;i;,.i1.; reprezintă punctul de balans între cedarea ductilă şi cedarea fra
gilă (casantă) căreia îi corespunde coeficientul de armare Pb· 1n vederea obţi
nerii unei ductilităţi optime, codul ACI recomand{t coeficienţi de armare 
0,50pb¾p¾0,75pb. 

- Influenţa rezistenţei materialelor asociate. Ductilitatea secţională sporeşte 
cu cît rezistenţa la compresiune a betonului este mai ridicată, iar limita de 
curgere a armăturilor este mai scăzută. Asemenea situaţii conduc Ia reducerea 
înălţimii zonei comprimate la solicitări peste limita elastică şi deci la majora
rea rotirii maxime <I>m (în stadiul ultim). 

- I11fluc11ţa armăturilor transversale. Prezenţa armăturii transversale în 
secţiunile grinzilor arc o funcţie multiplă deoarece preîntîmpină procesul 
de degradare pnmatură a betonului, la soh:itări provenite din forţele tăietoare 
(forfecare), contriLuind la imbunătăţirea capacităţii de rezistenţă şi la creş
terea <leformabilităţii. A1marea transversală se realizează prin confinarea 
secţiunilor cu etrieri închişi. Întrucît Ia capetele grinzilor forţele tăietoare 
ating Yalori ma:-:ime, distanţa dintre etrieri în aceste zone Ya fi mai mic~. 
Etrierii mai pot contribui 1a evitarea flambajului barelor longitudinale dm 
zonele compnmatc ale grinzilor. 

În condiţiile unor solicitări seismice intensive, degradarea grinzilor prin 
forfecare are loc prin deformaţii mult mai reduse dccît prin încovoiere, astfel 
încît energia absorbită şi disipat;i 'postelastic este practic neînsemnată. De 
aceea, cedări prin forfecare nu se admit în general la structurile ductile. Efec
tele cu caracter alternant (ciclic) specific cutremurelor pot produce fisuri 
înclinate, mai ales Ia capetele grinzilor, pentru evitarea cărora se prevede 
armătur{t trans\'crs1lă suplimentarii (ctricri), întrucît cedarea prin forfecare 
arc caracter fragil (cas:rnt). Deoare:c formarea articulaţiilor plastice, precum 
şi rotirea totală care se manifestfl dcpin<l de deformaţiile de lunecare, confi
narca secţiunilor contrilmic la dirijarea ced{trii prin curgerea armăturilor 
longitudinale întinse. 

- Influenţa formei secţi'tmii transversale poate a\·ea un efect semnifi
cativ asupra ductilităţii grinzilor, în funcţie .de aspectul geometric şi raportul 
dimensiunilor (secţiuni „concentrate", ,,lamelare" sau oarecare). Astfel, sec-_ 
ţiunile în T sînt favorabile deoarece, prin reducerea înălţimii zonei comprimate, 
cresc deformaţiile postelastice pînă în stadiul ultim, deci şi ductilitatea sec
ţională. în zonele cu momente negative nu se mai manifestă influenţe favo
i·abile deoarece placa nu mai intervine. 

• Ductili'tati:a stîlpilor se exprimă prin intermediul rotaţiilor sau trans
latiilor prin factorii µ8 sau µ.:, definiţi în § 9.5.1. Stîlpii sînt componente de 
rc~istenţă cu funcţie vitală în configuraţia unui ansamblu structural, deşi 
sînt supuşi la solicitările cele mai complexe. Eforturile care acţionează în 
secţiunile transversale sînt momentele încovoietoare ltJ, forţele axiale N şi 
fortele tăietoare T. Efectele pe care le produc aceste eforturi secţionale, în 
caz'ul în care 2u succesiv valori dominante, sînt descrise în figura 9.9. Se poate 
constata că ;lf dominant poate conduce la o cedare ductilă prin apariţia A .P 
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la u,petcle stîlpu1ui, N dominant produce o rupere casantă. de tip dublu-con 
~similară cu. cca obţinută în laborator la încercarea cuburilor şi prismelor), 
iar T dommant provoacă ruperi casante pe direcţii înclinate (planuri de 
lunecare) în special 1a stîlpii scurţi sau cu înălţime medie. Mai periculos devine 
îns;l efectul combinat al acestor eforturi, situatic în care mrtsurilc ele ductili-
zare devin destul de severe. ' 

Dintre principalele. influenţe care se manifestă asupra ductilitătii siîlpilor, 
se vor prezenta în continuare cele mai semnificative. ' 

- Influenţa calităţii betonului şi armă!Jtrz'i în sensul deja expus. 
- 11!/bztenţa armăturii longitudinale care intervine în stadiul ultim (de 

cedare), în special în cazul încovoierii, solicitare rezultată din comprimarea 
excentrică a stîlpilor. 

- 111/luenţa formei scc/izmii transversale arc un rol important ai.ît la soli
citarea de încovoiere, cit şi la cea de forfecare, mai ales dnd dimensiunile, 
secţ_iunilor sînt _d_ispro~orţi~nate. Dacr~ secţi~nile sînt de for~ă lamelară, stîlpii 
devm vulnerabdt pe direcţia perpendiculara pc latura cu dimensiunea cca mai 
marc, deoarece rezultă o comportare dominant casantrt. 

- lnfh1e11ţa armăturilor transversalt' sau de confinarc Jatcraltt a secţiunilor 
este decisiv1'l în procesul de ductilizarc al stîlpilor. Importanţa confinării asupra 
capacităţii de rezistenţă şi dcformabilităţii stîlpilor înd'trcaţi ccntric este pusii 
în evidenţă în figura 9.10. Realizarea confin1'trii laterale prin fretarea stîipiior 
cu ctrieri rectangulari închişi, etricri circulari sau prin spirale continue asigurft 
o comportare triaxială a masei de beton prin cresterca presiunilor laterale 
şi a deformaţiilor. ' 

Cercetările experimentale efectuate [60] au arătat că spiralele continue au 
o eficacitate dublă faţă de cea a etrierilor rectangulari sau circulari. Stîlpii 
confinaţi cu spirale permit o ductilizarc ridicată, fiind capabili să absoarbă 
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şi să disipeze cea mai mare parte din totalul energici induse de seism, prin 
<leformaţii postelastice semnificatiYe. 

În figur~ 9.11 sînt reprezentate diagramele moment-cm-bură, corespun
zrttoare unui stîlp cu secţiune rectangulară şi altuia cu secţiune circularfl con
finat cu spirală, de unde rezultrt influenţa favorabilă atît a formei sectiunii 
cît şi a modului de confinare. Scăderea bruscă a momentului capabil î~ dia~ 
grama JI-<I> a stîlpului cu secţiune circulară se datorează degradlrii cu cauder 
casant a betonului de acoperire. 

Pre,·ederea armăturilor transYersale sub fonnă de etricri rcctan•·ulari 
închişi (de obicei dubli) sau circulari, de spirale sau de legături suplim~'1tare 
ÎI\ c~uce (grăt~re)_ şi îndesirea a~cstora în zonele critice (cele de la capetele 
stilpilor) contnbme la îmbunătăţirea capacităţii de rczistenff1 si de defonnatie 
precum si la ductilizarea sectiunilor puternic solicitate la în~o,·oiere si. f01'.fc~ 
care. A~ătura prevăzută 'pentru preluarea forţei tr,ictoarc rczu'ltă din 
necesitatea dirijăr~i articulaţiilor plastice în elementele orizontale de rezistenţii, 
~u scopul _de _a e_v1t'7 formarea_ unor mecanisme_ de cedare premature. De ,alt
tel, la actmm seismice putermce, nu este penn1s să se înregistreze ruperi ca
sanţe din forţe tăietoare. 

1n ndcrea asigurării apariţiei articulaţiilor plastice la extremităţile com
ponentelor structurale orizontale, sînt necesare următoarele conditii între 
momentele capabile şi ultime de la capetele stîlpilor şi grinzilor dii~ fr:carc 
nod: 

O atenţie cu totul particulară trebuie acordată stîlpilor scurţi, avîwt în 
,·edere faptul că eforturile dominante sînt de forfecare si că ductilizarea com-
portă o analiză mai aprofundată. ' 

~uţremurul ?in 4 martie 1977 a pus în evidenţă comportarea dcfavorabilrt 
a ~hlJ?tlor scurţi, la unele structuri din Bucureşti :proiectate în concepţie anti
~e1sm1că, ~~r a căror cedare cu caracter casant la forţă tăietoare a demonstrat 
ma_d:1ptab1htatea postelastic~ şi insuficienta d_uctilizare a secţiunilor supra
solicitate. În schimb, experienţa cutremtţrulu1de la San Fernando -- Cali-
fornia a confirmat eficacitatea confinării stîlpilor cu spirale continue. · 

.- Influenţa excentricităţii forţâ axiale prezintri un interes major întrudt 
defineşte modul de cedare casantă (în cazul excentricităţilor mici) sau ductilă 
(în cazul excentricităţilor mari). în cazul clădirilor înalte, la care stîlpii d~ la 
nivelurile inferioare sînt solicitaţi la forţe axiale importante, deoarece secţiu-
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nilc sînt solicitate la compresiune excentricrt cu cxceatricitate mi'că, operaţia 
de ductilizare este destul de dificilr1, iar uneori chiar imposibil de realizat 
practic. 

Efectul combinat dintre valorile ultime ale forţei axiale:--..·,, şi momentului 
încevoietor 1ll,, = N„c (unde e reprezinG excentricitatGl forţei axiale), pentru 
un ;cnumit stîlp, poate fi .reprezentat prin di'agramc de intcracţi1111e de forma 
celei dată în figura 9.12. In această diagramă se pune în e,·idenţă punctul de 
balans (notat cu B) al solicitru-ii stîlpului, care defineşte cedarea secţiunii 
critice prin curgerea armăturii întinse (prin deformaţii ductile) simultan cu 
ruperea prin compresiune a betonului (prin deformaţii casante). RezuW-1 deci 
d:'1 punctul de balans, analog cu situaţia <lescrisi't în cazul clementelor încovo
iate, delimitează cedarea ductilă de cedarea casant{t, în funcţie ele excentrici
tatea forţei axiale. Valoarea forţei axiale în punctul de balans se consideră 
N~-==:. O ,3 N O (unde 1Y O reprezintă solicitarea axialii purr1), iar valoarea momen
tului încovoietor va fi Jfb = N"e. Codul ACI recomandă necesitatea preYederii 
unor IUăsuri speciale de confinare a stîlpilor cînd N„1,.-tii- > 0,4 N", iar în 
cazul excentricităţilor mari, cînd iV,.1,ctir < 0,4 .\\, se pot asigura factori de 
ductilitate cu valori minime µ = 4 ... 6. Din diagrama de interacţiune din 
figura 9.12 se observă că orice combinaţie dintre N şi M care se înscrie în 
intcriornl suprafeţei delimitată de curba Nu - Jfu poate fi preluată de un 
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stîlp fără degradări semnificative. Pentru a ilustra adaptarea postelastică şi 
specificul cedării stîlpilor, diagramei de interacţiune i s-a asociat şi variaţia 
factorilor de ductilitate µ. 

Intrucît asigurarea ductilizării depinde în special de intensitatea forţei 
axiale, la proiectarea preliminară a structurilor, se recomandă ca geometria 
secţiunilor transversale a stîlpilor să fie astfel stabilită încît să r~ulte, din 
solicitările axiale aplicate centric, eforturi unitare (medii) moderate. ln acest 
sens, majoritatea codurilor de protecţie antiseismică prevăd, în funcţie de po
ziţia stîlpilor, valorile 

- pentru stilpi interiori: 

-::: pentru stDpi marginali: 
- pentru stîlpi de colţ: 

ap, "'"' = (0,30 ... 0,35) Re, 
11p, nwl = (0,25 .•. 0,30) R,, 
11p, tnrd = (0,20 ... 0,25) R •. 

Diferenţierea coeficienţilor de reducere din relaţiile de mai sus depinde 
şi de intensitatea acţiunii seismice care majorează forţele axiale (mai ales 
în cei periferici) prin efectul produs de momentele de răsturnare. 

• Ductilizarea conexiunilor în cazul · structurilor în cadre se referă Ia . 
legăturile dintre stîlpi şi griru.i, numite în mod curent noduri. Coriexîunile 
sînt zone de pronunţată sensibilitate structurală, în general indefom:iabile, 
a căror funcţie constă în asigurarea transferului defortna1filor elastice şi inelas~ 
tice între elementele de rezistenţă verticale şi orizonta.le .şitn dirjjarea c1.p.ariţiei 
articulaţiilor plastice în zonele de capăt ale grinzilor. în figµ.ra 9. 13 g.;aµ spe
cificat solicitările la care sînt supuse nodurile cadrelor, prectlm şi posibUităţile 
de cedare ale masei de beton la eforturi principale de întindere O\. Forfecarea 
maxh:µă la care este supus nodul sedetermin.ă din sistemul de foi:ţe reprezentat 
în figµra 9 .13. Efectul forfecării nodului se manifestă prin eforturi prhicipale 
de întindere a1 (care pot produce fisuri diagonale în masa· betonuţui} şrefotturi 
principale .de :omprcsiu~e ~2 (care produc stri~1ir;e,a •~U: e~puţzarea beto;11µJui), 
Deoarece mcarcarea seismică are caracter c1cbc'.'.altemant, forţele tăietoare 
vor .schimba de semn, astfel incit în nod pot aţ>~fea fisuţi sau crăpăturf P.e 
direcţia ambelor diagonale. Prin strivirea şi niăcit$:r<;?a1()Cală: a betonului. din 
nod, este posibilă alunecarea armăturilor longitudinale din elementele conec
ta te, dad1 ancorarea n-a fost realizată în afara zonei de conectare. 

Asigurarea ductilităţii nodurilor poate fi obţinută prin adoptarea urmă~ 
toarelor măsuri: · 

- confinarea cu armături periferice (etrieri simpli sau dubli) care si mo~ 
dificc mecanismul posibil de cedare; . 

- introducerea unor grătare sau agrafe supUtnentare{în ,·ederea evitării 
11 nor concentrări de eforturi şi uniformizării s,olicitărilor ; . ··. .. : · .. · 

- ancorarea armăturilor longitudinale dfa sttlpi şi grinzi în afaran9dului 
în gen~ral, ductil~ta!ea n~urilor,. definită ~thi ra;pQţtul rotiri) la .c,~i'gei::e 

o, şi la limită am {maxima), adică ¾Le= 6/6,,. (vezt J9~5!J};~re<yalt>r1tţia1r~4~$~ 
dccît a componentelor conectate, deoarece no,duttreţ),u1e,~t„şi <:'O~ser,yefţ!,t'ac-: 
teristicile de rigiditate în timpul iniţierii şi f<>~rii mecanismelor de cec'.la.re; 

Intrucît la _şocuri seismice il!tensiye cedărUe}e~pirilot.şi_ ancoraje,l~fse 
produc brusc Şl cu caracter fragd, este necesa:rsăJltfJam.ă;sun de.?,pcttb~re 
corespunzătoare. În ace~t sen~, es~e lnter;zisă: tţînfdirf!â.: .an:rtă.turu stîlpdor 
în zona momentelor maxime (situata la capete). .Sef~othandă ca petr~~e~ 
armăturilor să se localizeze la mijlocul .înă.lţhnii,şţtfpîlor~ zonă. în care sît1t 
situate în general punctele de inflexiune (cu .. exţ.ep,ţîfparterului). . · · · 
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9:SA, Ductrliza'rea ~mponentelor structurale ale dia!ragmelor de 8/A 

Eforturile predomin~te din s~ructurile d~ în!lţi~e medi~, forma~e din 
diaf'ragme, sînt forţele tăietoare. _Dm acesţ motiv, m hteratur~ _internaţionala: 
diafragtriele.se mai numesc pereţi forfecaţi (shear ~alls). D~ct1hzarea se refera 
ia cel~ două categorii de componente structur~le ş1 ~nu~-~ diafragma_ (perete}.e) 
pfop.rfo~ii~ şi barele de cuplare (buiandrugu). Pnnc1p11le de. ductihzare smt 



r armături concentratt! 
similare cu cele deja descrise anterior, 
la care se mai fac anumite precizări 
specifice acestor tipuri de structuri. 

• Ducti'hzarca pereţi"/or are în ve
dere evitarea cedărilor casante prin for
fecare sau prin distrugerea ancorajelor 
din fundaţii. Pentru a realiza un nivel 
de ductilitate acceptabil este necesar 
ca diafragmele să atingă stadiul ultim 
prin deformaţii postelastice de încovo
iere. Îmbunătăţirea ductilităţii se obţine 

~ prin adoptarea unor secţiuni transver
-----0------------ sale raţionale, confinarea bulbilor cu 

Fig. 9.14 etrieri, armarea zonelor comprimate şi 
prin modul de dispunere al armăturilor 

în secţiune. În figura 9.14 este pusă în evidenţă, prin diagrame M ~ <1> di
ferenţierea comportării diafragmelor în cazul cînd secţiunile sînt prev 1te 
cuiarmături distribuite uniform sau concentrat. 

• DuctiUzarea barelor de cuplare depinde de raportul dintre deschiderea 
de calcul l şi înălţimea secţiunii h. Cînd raportul l/h este mare, condiţiile de 
ductilizare sînt identice cu cele ale grinzilor dominant încovoiate, iar cînd 
raportul I/Iz arc ,·aiori reduse (cel mult egale cu 2), forţele tăietoare devin 
dominante. Deoarece ultima situaţie este mai frecventă, ductilizarea se obţine 
prin confinarea perimetrală şi prin dispunerea armăturilor pe direcţia diago
nalelor (în afara celor longitudinale) în vederea evitării cedărilor la forfe-are, 
cu caracter casant [155]. 

9.5.5. Concluzii Ji recomandări cu privire 
la ductilizarea structurilor 

Ductilitatea definită în sensul arătat în § 8.1.7 şi 9.5.1 are un caracter 
clasic, întrucît se admite că încărcările care produc deformarea elementelor 
structurale variază monoton piuă în stadiul ultim de cedare. Cind acţiunile 
sînt alternante (ciclice), specifice celor generate de cutremure, factorul de 
ductilitate s~ evaluează destul de aproximativ, dacă se are în vedere multi
tudinea factorilor care pot interwni, mai ales în cazul unităţilor structurale 
complexe. Dintre influenţele majore, se menţionează dificultatea definirii 
unei variante de sistem de acţiuni ( din posibilităţile nelimitate existente). 
precum şi a precizării coordonatelor în raport cu care se exprimă deplasările 
structurii . .În domeniul postelastic de comportare pe toată durata aplicării 
acţiunilor ciclice, rigiditatea de ansamblu, precum şi capacitatea de rezistenţă 
a unităţilor structurale se degradează (fig. 9.15). De aceea investigaţiile teo
retice şi experimentale, care stau la baza aprecierii cantjtati\·e a vahrilor 
factorilor de ductilitate structurali, au un caracter aproximath· şi particular. 

Structurilor supuse unor acţiuni seismice de intensitate ridicată trebuie 
să li se asigure o comportare postelastică faYorabilă în condiţiile conservării 
destinaţiei iniţiale, fără degradări semnificative care să pună în pericol capaci
tatea de rezistenţă de ansamblu. De fapt o unitate structurală reprezintă o 
asociere deliberată a imor componente constituti've w proprietăţi de rigiditate, 
:rezistenţă şi ductili'tate, definită printr-o configuraţie geometrică globală, care 
să corespundă unor destinaţii şi funcţionalităţi prestabilite. De aceea cerinţele 
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de ductilitate trebuie să fie corelate cu cele de rigiditate si rezistentă astfel 
î1:cît să rez~lte o _p:-oi~ctare optimă de ansamblu. Orice' exagerare' ~ uneia 
d_m cele tr~1 proprietăţi fundamentale, care guvernează comportarea structu
rilor la acţmnea cutremurelor, atrage după sine deteriorarea celorlalte. Anali
zate în acest context, r~zultă cu claritate diferenţierea pronuntati't cu privire 
la comportarea_ struc_tunlor în cadre sa:,1 fn ~i~fra~e de B/A. în timp ce ele
mentele de rezistenţa ale cadrelor pot f1 auct1l1zate m asEmenea manieră încît 
să conducă la un mecanism de cedare complex (fig. 9. 16, a), la structurile 
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în diafragme (independente sau cuplate) operaţia de ductilizare şi mecanismul 
de cedare sînt mai limitate, datorită particularităţilor constructive (fig.9. 16, b). 

Structurile din B/A duale sau asociate, de tipul cadrelor diafragrnate, 
în diverse variante constructive, reprezintă soluţii adoptate cu scopul de a 
crea o compensare echilibrat{t între cerinţele de ductilitate, rezistenţă şi rigi
ditate în anumite situatii bine definite, cum este cazul construcţiilor înalte 
(de tip flexibil) în care limitarea deplasărilor este i~pusă. • . 

Unitătile structurale, în general, au un mecanism de cedare cu atit mai 
complicat' cu cit gradul de nedeterm~·uare_, statică este_ mai ~i1i~at. Asemen_ea 
structuri, supuse unor supraîncărcări înt1mpl~to~re,_1mprev1~1b1l~, au prop~~e
tatea de a se deforma postelastic şi de a red1stnbm eforturile ş1 deformaţule 
componentelor: stru~turale. . _ . . _ _ . . 

În concluzie, asigurarea uner compor~an s~tisfac<1;toare a u:1e1 st_ructu~! 
pe durata unui cutremur puternic se obţme prm reah:area unei c~mf1guraţ11 
structur.ile spaţiale ale ~ă_rei -~lem~nte c<?m,Po_n~n~: ~!nt~ proporţ10nate d!n 
punctul de vedere al duct1htăţu, rez1ste~ţe1 ş1 rig1d1taţn. E:ste ne_<:esar ca prm 
concepţie şi analiză numerică să se defn~ească _acele conf1gur~ţ11 structurale 
care să contribuie la complicarea mecanismului de cedare pnu crearea unor 
bariere nml#ple de ductilitate (linii: de apărare ductilă). prin di·r1farca apanţiei 
articulaţiilor plastice în secţiunile de capăt ale componentelor orizontale şz deg_ra
darea elementelor nestructurate. Condiţia cu caracter fundamental de proiec
tare antiseismică constă în aceea că orice plan posibil dt:: avariae trebufr să 
1.·11tersecteze secţiuni de armătură re::ultate prin concepţi!?_şi calcuzşi 1111 _întîmplător. 

La profrctarea structurilor rezistente. la _c1ftremure •• m funcţie ~e mtens1tat_e~ 
acţiunii seismice şi importanţa -construcţ1e1, se au_ m .:'eder_e ntrde d~ duct!li
tate diferenţiate. Principiile_ care stau la b~z~ rea~1zăru u_ne1. structun duct1:e: 
expuse pe parcursul acestm paragraf. vor fi smtetlzate p:m c1teva rccom;mdari 
cu caracter general. 

e Configuraţia struct1;1rală şi ~ispu?erea c_omponentelor c<?ns~it1;1tive _tre
lmie să se supună. unor legi geometnce simple ş1 clare (de pref~nnţa s111:_etn_ce). 
c\·itîndu-se discontinuităţi de orice natură atît în plan onzontal, cit ŞI pe 
verticală. 

• Cerinta de ductilitate, precum şi proporţionarea elementelor structurale, 
,·a fi acordată cu limitările impuse asupra rezistenţei _şi rigidită.ţ_ii. În_ asem~~e'.1 
condiţii, optimizarea ducflităţii structurale reprezmtă practic o 1mpos1b1h-
tate. 

e Ameliorarea prop:-ietăţilor de ddor~nare po?telasţid, în scopul_ obţiner,ii 
unei ductilităţi ridicate, poate rezulta p~mtr-o dimensionare corecta a arma
turilor şi utilizarea unor oţeluri cu caracteristici plastice. 

• Pentru a preveni cedări cu caracter fragil (casant). generaţe de ~orţe 
tăietoare sau forte axiale de compresiune, se vor modera eforturile ~mt_are 
de forfecare şi d~ compresiune printr-o dimensionare raţională a secţmnilor 
transversale. 

• Ap.1ritia articulaţiilor plastice n fi dirijată spre ele11:entele orizon
tale de rezist~nţă cu ductilitate mai ridicată, evitîndu-se mecant~m~ de cedare 
periculoase p:in formarea articulaţiilor plastice la capetele sttlp1lor (meca-
nisme fragile). . . . 

în această situaţie se impune condiţia 

I:1'1,i111m. ,r > I:M„111m. Pr• 

prin care se stimulează cedările cu caracter ductil din încovoiere. 
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• _Dacă_ co~fi~i~n.tul de arm~r.e din zona întins{t este ridicat (din motive 
de re!1stenţa ŞI ng!d1tate),. duct1hzare~ se_poate obţine prin armarea cores
punzatoare a zonei corrpnmatc. A1matunle compnmate se vor confina cu 
etrieri închişi pentru a evita flambajul local. 

• Confinarea secţiunilor transversale contribuie la majorarea ductilităţii 
elementelor încovoiate şi previne cedările casante produse de eforturile de 
forfecare şi compresiune. Confinarea grinzilor se realizcazii cu etrieri rectan
gula~i înc~işi, iar a stîJpi:or. cu etricri închişi s_impl~ şi dubli ~au cu ~pirale 
contmuc cmd forţa axiala 1\' arc valoarea cuprmsa mtre 0,4 s1 1,0 din forta 
axiaH°t N 0, corespunzătoare punctului de balans. Este nccesa'.ră o confina~e 
mai severă în zonele în care este posibilă apariţia rotirilor plastice pentru 
a conferi masei de beton proprietăţi triaxiale. ' 

• Conexiunile v0r fi 2.stfel dimensionate, încît să permitrt transferul mutual 
a_l_ deformaţiilor între cc!1:p?ncntclc conectat~ şi să dirijeze apariţia articula
ţ11lor ph:stICe la cxtrcm1taţ1le ekmcntdor onzontalc de rczistentrt. 

• Ancorajele şi înnftdirile vor fi practicate în zonele în 'ca~e eforturile 
secţionale au valori min:me, zone în care drierii se vor îndesi, evitîndu-se 
astfel ruperi casante e:,·i,ind1:-Ee ccnnntratcri inerţiali, dîsîy:ativi ~i clastici. 
.. ! . Struct~rile în a_ns~mblu '.·.u _treluie să co~1ţină sensibilităţi şi vulnera

~1htaţ1 ?: <?nce natur_a, m spcC1al m ceea ce pnveşte distribuţia rigidităţilor 
ş1 capac1taţilor de rezistenţă. · 

Principalele verifidri care se impun în cazul proiectării structurilor în 
co1:ccptul tripartit duchlitate-rc;;z·stellf ă-rigidzlatc sînt următoarele: 

- verifi'carea rigidzlăfii prin deplas;,ri relative de nivel sau prin deplasări 
absolute (fi.,f,ctiv < fi.admi•); 

- verificarea reziste11fci prin momente capabile sau în stadiul ultim; 
- verificarea ductilităţii (cerinţei de ductilitate); 
- verificarea efectelor de ordinul II, generate de momente P-..'.i; 
- verificarea la colaps prin admiterea unui mecanism de ced,o_rc com·enabil. 
Influenţa favorabilă a structurilor ductile a fost constatată.cu ocazi~, multor 

cutremure puternice. Pentru structurile comune, de înăltime intermediară 
cărora li se impun şi alte condiţii restrictive de rezistenţă si' rigiditate, se obti~ 
factori medii de ductilitate µmal = 2 ... 3. În aceste cond'itii, în conformit;te 
cu relaţiile date în tabelul 8.1, rezultă o reducere notabint a acceleratiilor 
orizontale cu circa 40~ 0 , în timp ce creştere;: deplasărilor lat~rale cu is ... 
20% se situează în limite admise. 

Se constată deci că răspunsul la acţiuni seismice depinde de rigiditatea 
de ansamblu a structurii, întrucît intervin deformaţiile cu caracter inclastic, 
aşa cum s-a arătat în § 9.5.1. Prin urmare for/ele stismfrc cc/n'i:alentc la struc
turile cu comportare ductilă sînt 11111/t mai rcd11se dccît cele corespunzătoare struc
tur·i'lor cu comportare ţn dastică. 

:Metodele de proiectare postekstică, bazate pe starea limită de formare a 
mecanismelor ultime de cedare, implică apariţia articulaţiilor plastice ductile 
în secţiunile critice. · 

În final, se face obsen-aţia că absolutizarea criteri'ului ductzlizării unitătilor 
structurale poate deveni periculoasă dacă nu se ţine seama de toţi factorii ol;icc
tivi care guvernează răspunsul şi comportarea în domeniul clastic şi inelastic, 
ale tuturor elementelor de rezistenţă la acţiuni seismice puternice. în anumite 
situaţii este posibil ca ductilizarea exagerată a unor componente structurale 
să genereze, prin incursiuni postelastke bruşte şi extinse, deformaţii remanente 
şi degradări loc~l~ (în anumite zone sensibile) care ar putea periclita integri-
tatea construcţ1e1. , 
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9.6. PRINCIPII DE BAZĂ ALE PROIECTĂRII STRUCTURILOR. 
NORMAREA ACŢIUNILOR SEISMICE 

9.6.1. Criterii generale de proiectare 

Proiectarea antiseismică a structurilor reprezintă un proces de creaţie 
(;Xtrem de complex, care depinde de numeroase şi importante variabile. Pe 
lîngă aspectele de ordin ştiinţific şi tehnic care intervin, proiectarea şi reali
zarea c_onstrucţiilor situate în zone seismice au largi implicaţii sociale şi 
economice. 

Criteriile proiectării antiseismice preliminare au în vedere funcţionalit::itea, 
nivelul de asigurare impus, cerinţele de rigiditate, rezistenţă şi ductilitate 
ale componentelor structurale, precum şi tehnologiile de execuţie. Datele 
iniţiale cu privire la caracteristicile cutremurelor aşteptate şi descrierea con
diţiilor locale de teren, se obţin pe baza da telor furnizate de geologi, geofizicieni, 
geotehnicieni şi seismologi. Prin coroborarea tuturor informaţiilor se stabilesc: 
configuraţia structurală, componentele structurale şi nestructurale, mate
rialul ce urmează a fi folosit, concepţia de proiectare, metodele de analiză, 
precum şi detaliile de execuţie. 

La alegerea soluţiei unităţii structurale se vor avea în vedere următorii 
parametri: 

- destinaţia, importanţa şi funcţionalitatea; 
- concepţiile arhitecturale; 
- criteriile economice; 
- materialele ce urmează a fi utilizate; 
- datele iniţiale ambientale. (seismicitatea zonei şi condiţiile locale de 

teren); 
- sistemul structural (componente şi 'Conexiuni); 
- niYelul de asigurare şi siguranţa în exploatate; 
- posibilităti de executie. 
Una din ceri~ţele fundamentale cu privire Ia configuraţia geometrică glo

bală a structurii o reprezintă forma în plan a construcţiei, care trebuie să fie 
cît mai s;mplă. De aceea se recomandă să se evite formele întîmplătoate ca 
cele reprezentate în figura 9.17 care pot genera efecte supl;mentare defavo
rabile. Pentru a preveni ap:i.riţia unor fenomene complicate, cum ar fi cele 
produse de torsiunea generală, precum şi concentrări de eforturi în intersecţii, 
forma în plan trebuie să se supună regulilor geometrice şi elastice de geometrie. 
1n figura 9.18 sînt prezentate cîteva posibilităţi de o.rganiz.i.re în plan a elemen
telor structurale, pentru o formă p:i.rticulară de soluţie constructivă. 

în figura 9.1 au fost prezentate sintetic principalele etape cu privfre 1a 
elaborarea finală a proiectelor de execuţie ale structurilor situate în zone 
seismice. De asemenea, în § 9.1 ... 9.5 au fost abordate principalele aspecte 
cu privire la conceptul dinamic de proiectate şi realizare a construcţiilor anti
seismice. 

Criteriile principale de verificare şi control în analiza elastică prelimi·nară 
constau în evaluarea următorilor parametri: · 

- perioada fundamentală de vibraţie carestăla. baza acordării iniţiale 
între caracteristicile dinamice ale structurHşi compoziţia spectrală a mişcării 
seismice (vezi § 9.4); 

- capacitatea de amortizare. internă de tip Hniar-vîscos; 
- cerinţele de rigiditate, rezistenţă şi ductilitate; 
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_ deplas.'irilc laterale rel~t~ve de nivel 1:1-axi~e şi limitarea acestora; 
- identificarea zonelor cntice pe toate direcţul_e; . 
_ efectul J>-11. care generează momente. suphm~ntare de ordu1:ul II; 
- răspunsul seismic estimat prin forţe seismice de mvel sau forţe tăietoare 

de bazr1 (v. cap. 8). . . . . . . . u 

Răspunsul liniar este specific analizelor se1sm1c~ ~eoarece acţmnea ~e1sm1ca 
poate fi caracterizată global tot printr-:in model hmar de exp~1mare ş1 anum: 
prin spectre Fourier sau spectre seismice. ?e. altfe~, :proporţ~onar~a glob_ala 
a configuraţiilor unităţilor structurale rezulta dm vanaţ1a valonl~r ŞI v_ect<;>r(lor 
proprii care definesc dimensionarea de ansamblu în concept dmamtc hmar. 

Comporfarea reală însă, a. orică~u\ sis!em structur~l, pune în_ <:v~denţă 
incursiuni postelastice cu capic1tate ridicata de abs?r~ţ1; a energ1~1 mduse 
de mişcare1 seismică. 1n stadiul de def?~~re_p<;>~telastica, r.a~pun:;ul şi_ comp?~
tarea structurilor depind de cara_cter!stlcil~ m1ţ1a.Ie de _defm1re {~n~rţ_1al~, d1s1-
pative şi elastice) specifice domemulm ~lastic, precum ş1 de propnetaţile m~las
tice de ductilitate şi absorbţie energetică ale componentelor structurale ş1 ne
structurale. 

în funcţie de particularităţile siste1:31elo~ _structu~le ~nalizate (î~ cadr~, 
în diafragme sau duale) este necesară o d1vers1f1car~ 11:e~: <1:tit a gradului de asi
gurare, cit şi a nivelului de ductilitate, în ~ensul p~s1b1htaţ1lor de adaptare post
elastică, în raport cu eforturile predommante dm c?mpon~ntele st~cturale. 
De altfel, analiza elastică-liniară are un c~rac~er mai mult mfo!11lat1v asupra 
deplasărilor laterale efective care se mamfesta p~ durata unm cutremur de 
mare intensitate. 

Prin urmare, elabora torul proiectului trebuie s1 fie conştie:i.t de rezeryele 
postelastice ale componentelor şi conexiuni~or structur'.1-le_, pe care este.obligat 
să le valorifice în Yederea ridicării niveluh1 de protecţie m c_~zul cutre11;1urelor 
puternice. Absorbţia şi disip1rea energetică p,in def?rmaţ~i ~ostelast1c~, cu 
sau fără degradări semnificative ale element~lor d\ reztstenţ:, ~n conform_ttate 
cu scenarii p:-emeditate, reprezintă garanţia unei c?mportan acceptabile a 
unităţilor structurale p~ timpul cutremu~e~o~ putermce .. J?e aceea, e~te nece
sară O dimensionare judicioisă a caracten~ttcilo_r de ductilitate care sa confere 
structurii mai multe bariere ductile de aparari m pro_:esul de deţonna!e post
drasticl şi realizarea u~u! mecam·s~ i~ltim optimal: Existenţa un~~ n1;_1mar mar: 
de incertitudini, cu pnvire la maJontatea facţonlor care IJ?-ten m m co:iip~r 
tarea construcţiilor la cutremure S'.:'Yere (vezi_§ ?-_9)Jreţm_1e c?mpensat~ _Prtn 
rni'tsuri suplimentare de asigurare (rezist_enţă 11uţ!ala nd1cata ş1 ductilitate 
cît mai mare}. . 1 1 ·· 

în proiectarea preliminară a unei structun, ~e pu:ie pro~ ema a ~geru 
sistemelor structurale (cadre, diafragme _sau du_al_e-nn~te~, m fun<:ţ1e_de opţmnea 
între sistem~ de tip rigid sau sisteme de tip ftexibzl. Ex1~t:i, o tendmţa cu carac
ter oarecum general pentru adoptarea sistemelor ;ng1de deoarece recente!~ 
cutremure au arătat că reparaţme elementelor nesţrucţur~le a:i costat mai 
mult dedt intervenţiile la elemerttele str~cturale atunci cmd s1stemul„a fost 
de tip flexibil (cadre din B/A). Aşa-num1ţel~ ~leme~te ,,_nestructurale . 3:u_ o 
· fluentă deci<,ivă în mo::lificarea caractenst1cilor dm_am1ce p:-ey~zute miţial 
i? implicit a răspunsului structurii rezultcit ~in anallza_ numeric~. Prez~n_ţa 
t~reţilor de închidere sau de comp:i.rtimentare,_ mco:Poraţ1 structurilor fl~x1b1!e 
în cadre de B/A, contribuie la reducerea peno:i.dei funda~entale dE: y1braţ1e 
(datorită rigidizărilor sup!imentare intro~use~, p~ecu~ Şi la apanţ1~ ~nor 
f t defavorabile în stîlpii de la parter şt etaJele 111:fenoare. ~n acelaşi timp! 

~;erile cu caracter casmt ale pereţilor încorporaţi structunlor pot deveni 

extrem de periculoase. Pentru a evita influenţa întîmpl5.toare a pereţilor, 
este necesar ca perejii să fie integraţi proprietăţilor structurale, sau să fie 
izolaţi' complet de sistem prin măsuri constructive corespunzătoare. 1n ase
menea condiţii trebuie avută în vedere, încă din faza prdimin;1,ră a proiectării, 
acordarea caracteristicilor dinamice ale structurii cu configuraţia specifică a 
spe<;trelor seismice (v~i § 9.4). 
• Ultima fazLa proc.esului de proiectare, de mare importanţă practică, o 
reprezintă elaborarea detaliilor de execuţie ale elem·mtclor cL~ rezistenţă şi 
ale:conexiunifor~ prin asamblarea cărora trebuie să se 2.sigure o comportare 
spaţfa;lă a .unităţilor structurale. 
, ·Metodele de qnaliză 'numerică utilizate în mo::l curent în p:oiectarea anti
seis,mică. a structurilor sînt de trei categorii, dup:1. cum s-a nni menţio:nt Ia 
începutul capitolului 8. 

, • Metoda forţelor sta#ce ecMvalente. Metoda este caracteristicr, rcgula
ment~lor sau normativelor de protecţie antiseismicii în care se- specificrt de 
obicei forţa tăietoare de bază, prin intermediul coeficienţilor seismici stabiliţi 
în funcţie de intensitatea cutremurului, proprietr,ţile dinamice :de structurii 
şi condiţiile lo:::ale de teren. 

• A1etoda ·analizez' modale. În această metodă se exprim:i ri'tspunsul sei~
lhic liniar prin intermediul modurilor proprii de vibraţie (vezi § 8.2). Răspunsul 
modal se determină în funcţie de spectrele seismice de răspuns corespunză
toare unui ;inumit amP.lasament. Răspunsul total maxim, care poate ft redus 
datorită proprietăţîlor ductile şi di5ipative ale structurii, se obţine prin super
poziţia statistică a răspunsurilor molale m:::xime. 

. • :Metoda integrării directe. Prin integrarea numerică a ccua ţiilor de mişcare 
şe poate obţine variaţia răspunsului seismic în timpul istoric (time history) 
în care se manifestă acţiunea seismică. Deoarece este o metodă de integrare 
„pas cu pas" {step-by-step), în care acceleraţiile efective sînt dis:::retizate 
pe intervale de timp incrementale (vezi § 8.4), proprietăţile structurilor pot 
fi alterate prin modificarea succesivă (în fiecare pas) a rigidităţilor elementelor 
structurale. În acest fel p:>t fi identificate articulaţiile plastice din secţiunile 
critice, precum şi meca_nismele de cedare (ultime). Complexitatea rezolvării 
şi timpul de calcul cresc destul de mult dacă se modifică in fiecare pas carac
teristicile postelastice, prin degradarea curbelor histeretice ale componentelor 
şi conexiunilor, datorită depăşirii limitei clastice. 

Valorile forţelor seismice, obţinute prin aplicarea analizei neliniare de 
tip „time history", sînt în general mai mari decît cele obţinute prin metoda 
forţelor statice echi,·alente sau prin metoda analizei modale. 

Analiza răspunsului seismic neliniar trebuie abordată cu multă precauţie 
intrucît _caracteristicile inelastice ale materialelor şi componentelor structurale 
sînt supuse, în general, unui mare număr de incertitudini (vezi § 9.9). 

9.6.2. Principii de normare .ale acţiunilor seismice 

Normativele, codurile, standardele sau regulamentele cu privire la protecţia 
antiseismică a structurilor sînt acte convenţionale, au caracter limitat şi tran
zitoriu, fiind supuse periodic ameliorării şi perfecţionării pe măsura acumulării 
de Iioi informaţii de ordin teoretic şi practic. 

Normele seismice conţin particularităţi şi diferenţieri specifice fiecărei 
ţări în ceea ce priveşte: 

•- activitatea seismică a teritoriului, 1a nivel micro/macroseismic; 
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- condiţiile geologice globale şi locale; 
- sistemele structurale adoptate; 
- tehnologiile de execuţie şi calităţile materialelor folosite; 
- condiţiile economice. 
?-formativele prescriu atît modul de determinare al acţiunilor laterale 

convenţionale, numite for{t' sci'smi"ce, cît şi indicaţii referitoare la concepţia 
de alcătuire constructivă a elementelor de rezistenţă şi unităţilor stmcturale. 
Forţele seismice prevăzute în normative trebuie să reflecte cît mai corect 
efectul real pe care îl poate avea o mişcare seismică viitoare (aşteptată) asupra 
unei structuri, precum şi majoritatea fenomenelor potenţiale care ar putea 
contribui la eventuale degradări severe, avarii sau prăbuşiri. O construcţie, 
indiferent de destinaţie, trebuie să fie astfel concei;:ută, proiectată şi executată 
încît un cutremur puternic să nu pună în pericol vieţile şi bunurile oamenilor, 
să nu producă daune materiale economiei naţionale, să nu întrerupă procesele 
tehnologice cu funcţionare continuă şi să nu provoace avarii structurale ire
mediabile. 

înaintea aplicării dispoziţiilor prevăzute în actele normative, trebuie să 
se asigure construcţiilor, încă din faza proiectării preliminare, o concepţie 
structurală unitară în care să predomine simplitatea şi claritatea în tratarea 
configuraţiei geometrice şi elastice, evitîndu-se sofisticările de orice natură. 
Dacă o stmctură nu este prin concepţie astfel proiectată încît să se garanteze 
o comportare satisfăcătoare (cu degradări minime), analiza numerică, indi
ferent de metodele utilizate, devine convenţională, lipsită de importanţă şf, 
chiar iluzorie. De aceea, prevederile normativelor nu trebuie să fie în mod 
dogmatic absolutizat(>, ci interpretate prin prisma spiritului creator al ingine
rului de concepţie. O normă de calcul nu va su_plini niciodată pregătirea teo
retică şi practică fundamentală a proiectantului şi nici seriozitatea şi respon-
sabilitatea tehnică a executantului. • 

În general, normativele seismice pun la dispoziţia proiectantului formule 
simple (uneori chiar simpliste), care permit evaluarea informativă a forţelor 
seismice echivalente (cu caracter convenţional) pe baza analizei liniare a răs
punsului sistemelor cu IGLD şi 11GLD (vezi §8.1 şi 8.2). !ntrucît relaţiile 
de calcul cuprinse în normativele de proiectare antiseismică permit efectuarea 
unei analize seismice exclusiv elastice, este necesar să se facă o verificare a 
comportării postelastice a secţiunilor critice, utilizînd metoda rezistenţei 
ultime. In prezent, normativele intemaţion;ile nu prevăd în mod explicit rea
lizarea unui nf;,el de ductiUtate necesar formării şi dirijării articulaţiilor plastice, 
pînă. la apariţia mecanismului de cedare, ci numai recomandări şi detalii con
structive cu scopul de a contribui la asigurarea unei ductilizări corespunzătoare 
a componentelor structurale (în funcţie de eforturile secţionale predominante). 

!n sistemul i11ternaţio11al de normati've privind protecţia antiseismică c 
structurilor, sînt precizate următoarele date principale: 

• Seismicitatea teritoriului, prin hărţi de macrozonare seismică, prin 
care se definesc acceleraţiile maxime, echivalente. 

• !ncărcările (acţiunile) seismice şi metodele de analiză (elastice şi ine
lastice). 

• I njluenţa condiţi'i'lor locale de teren prin coeficienţi de amplificare sau 
atenuare în funcţie de natura terenului. 

• Factori de siguranţă (nivel de asigurare) în funcţie de destinaţia şi impor
tanţa relativă a construcţiei, tehnologiile şi metodele specifice de execuţie, 
proprietăţile materialelor, perioada de revenire a cutremurelor puternice şi 
potenţialul economic al ţării respective. 
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Tehnicile de execuţie folosite şi detaliile con
st'.ucţive trebuie sri asigur~ _transmisibilitatea forţelor 
seismice (transrerul energ1e1 de deformaţie) la toate 
componentele structurale, de la teren pînă la ulti
mul nivel al structurii. 

Parametrii de bază care definesc acţiuni"le seismice 
depind de interacţiunea existentă între cutremur 
(sursă), teren şi ~trnctur1 pe durata ~işcării (fig. 9.19). 
în acest sens, fiecare dm aceste trei componente in
tervine printr-o diversitate de influenţe care se ma
nifestr1 direct asupra modului de evaluare cantitativă 
a acţiunii seismice. Aceste influenţe, care se dcs,:riu 
în continuare, nu pot fi integral cuprinse într-o 
relaţie simplă specifică normâ t ivelor. 

]'ig. 9.19 

o Cutremurul C influenţează prin: mecanismul 
de focar (caracterizat geometric, cinematic şi dina
mic), intensitatea mişci\.rii (;\L\I, MSK, magnitudine 
sau acceleraţii maxime), distanţa tpicentrală (faţ;i de 
amplasamentul considerat), d;rectivitatea undelor 
seismice,. durata sem~ifi~ativă., caracteristicile geo
morf?l?g1ce ale medmlm de propagare, compoziţia spectrală (asociată 
cond1ţ11lor locale de teren), perioada de revenire etc. 

.•. Ter~~iul T pa_Ţticipă .Prin: cara~teristicile geotehnice şi geologice locale, 
poz1ţ1a roc11 de baza (grosimea depozitului superficial), _vitezele de propagare 
ale u~1d:l<?r secundar~. (tr~nsversa_le de ţorfecare), penoad,~le predominante, 
propnetaţ1le de amplificare, focalizare, filtrare dinamică şi de radiaţie etc. 

• Structura S intervine prin: tipul sistemului structural, caracteristicile 
it:iţfale de defi?ire (~nerţialc, disip:itive_ şi elastice): ni:velul de ~ucţilitate, capa
citatea de re~1s_t~1:t~ (la efectul combmat al acţmmlor grav1taţ10nale şi ori
zontale), sens1b1htaţ1le structurale (grad de nedeterminare statică asimetrii 
geometrice, efecte torsionale, elemente scurte puternic comprimate sau for
fec~te, elemente captive etc.), calitatea materialelor, tehnologii de exe
cuţie, prezenţa componentelor nestructurale, vîrsta constru:ţiei etc. 

Este evident că, într-o reglementare de tipul unui standard, o cantitate 
unică, cum este forţa seismică, nu poate fi exprimată printr-o multitudine 
de factori ca cei descrişi anterior. De aceea, în urma seb::ţionării celor mai 
reprezentativi factori, prin care se introduc, de obicei, influenţe complexe, 
se obţin formule de calcul suficient de simple. 

Majoritatea normativelor internaţionale definesc forţele seismice static echi·
valente, pe baza metodei analizei modale. Aşa cum s-a demonstrat în § 8.2.3, 
răspunsul modal maxim al unui sistem cu nGLD poate fi exprimat prin inter
mediul unui sistem dinamic echivalent cu lGLD (8.96), utilizînd spectrele 
seismice de răspuns. De aceea, se va defini mai întîi forţa seismică de calcul 
pentru sistemele cu lGLD, pornind de la relaţia (8.22): 

Fmax = mPSA :::::'.mSA[u 0 , T, v], (9.1) 

unde m = Q/g, iar Q este încărcarea gravitaţională corespunzătoare. Relaţia 
{9.1) mai poate fi scrisă şi astfel 
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în care 
SA [ii0 , T. •,] 

c,,,az = ---=---=----' , (9.2) 
g 

reprezintă. cotficientul seismic maxim corespunzător acţiunii seismice efective. 
Analiza numerică, precizată prin reglementările din standarde, se efectu

ează exclusiv in domeniul elastic de comportare al structurilor. Dacă se ţine 
seama de rezen·ele postelatice structurale, precum şi de faptul că o cantitate 
importantă din rnergia indusă de mişcarea seismică este consumată prin pro
prietăţile histeretice şi deformaţiile ductile din secţiunile critice (în care se 
formează articulaţii plastice).forţa seismică de calcul (cu caracter convenţional) 
va fi inferioară celei maxime efective, adică 

sau printr-o exprimare mai simplă 
F=cQ, (9.3) 

unde 
1 

Cn= -
R 

(9.4) 

este coef1âmtul seismic de calcul (normat). Cu R sau Cn s-a notat factorul de 
reducere al răspunsului care depinde de tipul sistemului structural, precum şi 
de capacitatea de amortizarc,-deformare şi adaptare postelastică (ductilitate). 
Pentru construcţiile curente (obişnuite), valorile medii sînt cuprinse îninter
valul R = 2 ... 6 [234]. 

Avînd în vedere relaţiile (9.2) şi (9.4), precum şi figura 9.20, expresia co~fi
cientitlui seismic de calcul c va avea forma: 

C = Co· C(T)' CR • (9.5) 
Exprimarea dată prin relaţia (9.5) clarifică şi justifică în acelaşi timp 

motivele pentru care forţele seis1nice de calcul normate sînt inferioare celor efec
tive corespunzătoare unui cutremur aşteptat. Din figura 9.20 rezultă semni
ficaţia coeficienţilor c0 şi C~T) şi anume 

X n, 

E. 
:::,o 

L 
o 
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C _ llo, mn 
o---.-.- (9.6) 

g 
reprezintă coeficient11l de intensi
tate seismicii de bază, corespunză
tor unei structuri perfect rigide 
pentru care T == O (coeficient si
milar scării de intensitate MM), 
iar C(T) este un coeficie1t{spectral 
normalizat deoarece C (T:::O)= 1. 
Acest ultim coeficient, .cu carac
ter dinamic, pune în evidenţă 
influenţa perioadei proprii asupra 
d.$punsult1i seismk, depinzţnd în 
acelaşi timp şi de condiţiile locale 

. ale terenului . din amplasament. 

To PERIOADA T(s) 
Pentru evaluarea directă a 

variaţiei coe::ficienţilor spectrali 
normalizaţi, în lucrarea (111] s-au Fig. 9,20 

ITI] 
..... 
'a 

0,8 
al 
a. 
V) 

:;::_ 
0,6 - ~ 

·,:; 
..::; 
CIi 
o 

~ 
u 

0,2 

o.o 
0,0 

: 

( 1 =1,2 - ,4T 

Cn = 1,4- 0,4 T 

Crrr=1,6- 0,4T_ 

SPECTRE DE PROIECTARL_-+----'-1-----1 
NORMALIZATE 

Perioade..,T(s) 

0,5 1,0 1,5 2.0 2,5 3,0 3,5 
Fi~. rJ.21 

prop1:1s_ spectrele normaHzate de j>roi"t·ctarc (corespunzătoare diferitelor 
cond1ţ11 de teren) reprezentate în figura 9.21. S-a considerat di variatia 

_ lini~i,:ă a c?e_ficientului C/ T) în _inter~'alul I?erio~t_dclor . medii este acc~p
tab1la datonta caracterului alea tonu, aht al m1scftn1 scsnuce cît si al naturii 
terenului de fundaţie. De asemenea, această simplificare cont;ibuie'la îmbună
tăţirea nivelului de asigurare al structurilor cu p2rioade intermediareJ)in acelasi 
moth· s-a. introd~s limita Cpw,/Cmin = 2,5. Limitele propuse pentru Yariaţia 
spectrului nom1ahzat de proiectare rezultă prin operaţii specifice de calibrare. 

ln cazul sistemelor cu nGLD, se poate determina forţa tăietoare de bază 
(FTB), .corespunzătoare modului 1·, folosind relaţia (9.3) în care va interveni 
înciircarea gr.-witaţz'o11alâ echivalentă sau modali! (ll.92) 

(9. 7) 
deoarece 

n 

Q,,i = E;Q, V~= I:Qk. 
k=I 

Aşa cum a fost definit şi în§ 8.2.3, r; reprezintCt co,fzâc;ztul seismic al FTB 
(modal), a vînd expresia · 

(9.8) 

în care inten-ine coeficientul de echi,·alenţ{l modal z, (1:i.95). Cunos:înd FTB 
(modală), rezultă forţele seismice de niw•l (modale) FS:Y, prin intermediul 
factorilor de distribuţie (8.82) . 

Trebuie subli11iat că din punct de Yedere practic, numai coeficie11t11l seismic 
fundamental al FTB are semnificaţie, deoarece în acest caz FS.\' sînt de 
acelaşi sens, adică 



Din acest motiv, în majoritatea normelor internaţionale se prevede delimitarea 
c1, ,u1n < c1 .,:;; c1, ,,,av care rezultă din condiţia de siguranţă (c1, n11n) şi din 
condiţia de calibrare (c1, ma.-)- , · . . 

Normele internaţionale sînt diferenţiate în funcţie de variaţia coeficientu
lui spectral C(T) şi modul în care sînt calibraţi ceilalţi coeficienţi. Importanţa 
construcţiei, precum şi influenţa interacţiunii cu terenul, intervin în unele 
standarde prin coeficienţi expliciţi, iar în altele, prin prevederea unor condiţii 
suplimentare stipulate prin reglementări speciale. 

Deplasările relative dintre două niveluri consecutive k şi j, care se limitează 
prin valori admise exprimate în funcţie de înălţimea etajului h1k, se. obţin 
cu relaţia (10.1) 

(9.10) 

iar deplasările absolute maxime de la nivelurile k şi j se dc~crmină a5tfel 

Xt!:::Rxk,e• x1 ::::Rxt,,· 

S-au notat cu xk,, şi x1 •• deplasările laterale rezult:i,te prin_tr-o ana!iză 
elastică. Relaţia (9.10) permite calculul_ deplasărilor r~lative de mvel ~~Xlllle 
(ţinînd seama de comportarea postelastică), pe baza carora se face verificarea 
la starea limită de deformare a structurii. Deplasările relat;ve max:me admise 
t:.. diferă de la o structură la alta şi, de asemenea, de la o normă la alta. Astfel, 
ÂTC [234] prescrie pentru deplasarea relativă maximă fosfrlastică valorile 

Â 4 , P• = (0,01 ... 0,015) hik• 

iar CEB [237] pentru deplasarea relativă maximă clastică 

t:.. •. ,:::: 0,0035 hit· 

Deplasarea_ laterală maximă. c_oresţnm:::ăto_M, mod1~zm· j1111_d'!-mcn!al. de !.'1:. 
bratie poate fi calculată cu suf1C1t:nta exactitate daca se uuhzeaza rdaţnle 
(8.64), (8.67), (8.69), (8.98) şi (9.9) şi dz.că se ad~i:e că ~ 1_= P;/M; !::'. 1.~~ 
(8.67). Se obţin astfel pentru deplasarea maxima elastica sau postelastica 
( în cm) următoarele formule directe: 

1 T''.. C(T' - 3-y• Ci X . = :,5 j !Co • / 'CR .= ::, Î - ' 
m"x, r - - . tl 

(9.11) 

x . = 3sn 'C . c(Tr = 35Tr-~-mr..,;. Pe ... L O , ., 
CRZl 

(9.12) 

Conceptul de enluare a forţelor) seismice din nor111atfrul r?nzânesc. P. 
100-Sl se poate încadra in formularea cu caracter general 1ata a~t~no~: 
Astfel FTB modală se obţine cu o formulă identică cu (9.7), iar coef1c1enţn 
care intervin în (9.8) diferft ca notaţii şi au semnificaţiile următoare 

K, = c0 reprezintă coeficientul de întensita.te seismică; 
~(T;) = C(T;) - coeficientul dinamic (cu caracter mod~l);. . 

y = Cn - coeficientul de reducere a. răspunsului seisnuc. 
Deoarece în componenta ~-S a mişcării seismice înr~gistrată la .4 .~artie 

1977 conţine acceleraţia maximă iio,moa: :::::.0,2 g, s-a admis pentru coeficientu! 
de intensitate sei~mică valoarrn K, = 0,20 (9.6), ceea.ce ~orespunde gi:a~ul~: 
8 de protectie antisei~mică (v. harta de ma.crozcnare dm fig. 7.38). Coeflc1rnţn 
de nducer~ au valori tJi = 0,15 '." 0,35 în funcţie de tipul sistemului struct~ral. 

Faţă de vechiul normativ P. 13-70, valabil pînă la cutremurul. din ~ 
martie 1977, în actualul n01 ma tiv s-a produs o modificare calitativ~ substanţi
ală a configuraţiei coeficientului (3. Variaţia coeficientului ~. valabil în norma-
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tivul P. 13-70, 5-a bazat pe un spectru al acceleraţiilor absolute SA admis 
(fig. 9,22, a), corespunzător unui cutremur aşteptat de tip californian (cu 
perioade predominante joase) . .Mişcarea seismică înregistrată la 4martie 1977 
(în staţia IKCERC - Bucureşti) a pus în evidenţă o compoziţie spectrală 
caracteriza tă prin perioade lungi, care a condus la un SA efectiv cu configura ţie 
contradictorie (fig. 9.22, a). De aceea, coeficienţii dinamici ~ (P. 13-70) şi 
(3 (P. 100-81) au variaţii atît de diferite, aşa cum rezultă din figura 9,22, b. 
De altfel, prin această inadvertenţă dintre SA aşteptat şi SA efectiv, se poate 
justifica în mare măsură (făcînd abstracţie de intensita tca ridica tă a cu tremuru
lui), diferenţierea netă a degradărilor observate la construcţiile rigide şi la 
cele semirigide sau flexibile situate în Municipiul Bucureşti. 

În general, în reglementările internaţionale, norrean,a se face direct prin 
int,~rmediul FSN (8.75) sau indirect prin FTB (8.77), (8.81 ). 

9.6.3. Recomandări cu caracter general asupra protecţiei antiseismice 
a structurilor 

Practica actuală, cu privire la concepţia şi proiectarea structurilor antiseis
mice, este destul de diferită în funcţie de tipul sistemului structural adoptat. 
Proiectarea construcţiilor curente, poate fi guvern2.tă în mod corespunzător 
prin normative de protecţie antiscismicfl ale că,or cerinţe minime pot să 
contribuie la evitarea avariilor importante în timpul cutermurclor puternice. 
ln această privinţă, proprietăţile şi capacitatea postelastică de deformaţie 
au un rol decisiv. Din cele expuse anterior, rezulta cfl o structură ductilă 
poate supravieţui, prin incursiuni postelastice şi d„formaţii mari (consuma
toare de energie indusă), în condiţii satisfăcătoare pe durata unui cutremur. 
În schimb, o structură fragilă (casantă) este supusă în permanenţă la riscul 
unei prăbuşiri. Deoarece cerinţele unui normati,: se rezumă la specificarea 
analizelor inginereşti minime, este necesar să se acorde o atenţie specială 
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relaţiei forţă-deplasare şi mecanismului de cedarţ posibil pe timpul istoric 
al procesului de degradare structurală. 

Este necesar ca în proiectare să se facă o distincţie n~tă într~ co~po~entele 
structurale şi componentele nestruc~~ral~. Dat~rită. mteracţmnu. ex1ste~te 
între aceste componente, rezultă modtf1cări esenţiale m ceea ce priveşte ras
punsul seismic, cu consecinţe directe asupra capacităţii de rezistenţă şi de 
deformare (inclusiv asupra deplasărilor laterale). .. 

Pentru a preveni efectele distructive, necontrolabile, ale structurilor 
supuse la cutremure de mare intensi!ate, se ~e~o?nandă unele m~sur;i cu ~aractcr 
gmeral ce urmea~ă a fi luate ~n~ă d_m fa~a 1~~ţi_ală de concep_ţ1e ş~ proi_e~tar~-

• Se vor evita pe cît pos1b1l discontinuitaţi cu caracter uurţtal, disipativ 
si elastt"c. · 
' • Configuraţi"a geometrică trebuie să fie cît mai simplă şi clară, ~referindu-se 
forme simetrice în plan şi în elevaţie, fără retrageri. Se va urmăn ca centrele 
de greutate C.G de la fiecare nivel, să fie cit mai apropiate de centrele de 
rigiditate C.R, pentru a evita apariţia fenomenelor de torsif!IIC ~le_ căror efecte 
defavorabile se manifestă în special asupra stîlpilor margmah ş1 de colţ. în 
situaţia în care există un cuplaj puternic între mişcările de translaţie {pe 
două direcţii ortogonale) şi mişcarea de torsiune (rotaţie) este necesară o 
analiză tridimensională (spaţială) a răspunsului seismic. . 

• Este necesar ca unităţile structurale (în care sînt incluse şi elementele 
nestructurale) să fie cît mai uşoare. Prin reducerea maselo; propri~, r~zul~ă 
forte seismice (de natură inerţială) moderate. Este avantaJos ca d1stnbuţ1a 
maselor să fie cît mai uniformă pe înălţimea construcţiei. 

• Energia eliberată de cutremur şi transmisă structurii ~:a tr_eb~i _să; fie. 
absorbită şi disipată, prin deformaţii postelastice, fără av~ru seI?-ntftcabve. 
În acest sens, trebuie să se asigure wi nivel de ductil#ate dtferenţ1at, tuturor 
componentelor struc~urale ş~ conexiunilo:; . . w • , • 

În cazul structurilor speciale, la care dimensionarea este d1cta_ta de hmi-, 
tarea deformaţiilor (centrale nucleare electrice, rezervoare, baraJe etc.), se 
vor limita incursiunile cu caracter postelastic. . .• 

• între unităţile structurale cu configuraţii geometrice sau caracterist_Ic1 
elastice diferite, se vor prevedea rosturi de şeparare. în ac~st fel se va ev1t:3: 
contactul, datorită defonnărilor, în timpul cutremurului, entînd astfel deteri-
orări locale sau chiar avarii majore. . . . • .. ··... . . . . .. . . •··•· 

• Componentele nestructmale vor fi tratate 111 mod special, fie. pnn 1~tegra,.: 
rea acestora în structura principală de rezistenţă, fie prin completa lor izolare. 

• Se vor hmita deplasâr:lc laterale (chiar dacă se află în :imite adm_ise), 
întrucît pot produce avarierea elementelor nestmcturale, _genennd efortm;1 su; 
plimentare prin efectul P - .l şi, de asemenea, deplasările t'Xagerate creeaza 
disconfort psihofiziologic asupra oamenilor. . . . .· .. · 

• Se va acorda o atenţie deosebită c:onfinării tuturor ~ompo~en~el?r 
structurale J:tî!:pi, grin~i. noduri, diafra~e. b:=tre de_ c_uplare ş1 conex1pn1) .. in 
vederea ev1tarn ruperilor casante (fragile). Şl apa:pţ1ei unor meca'll.ISţl:lf de i 

cedare premature. Stîlpii supuşi la solicîtări .puternice, rez~ltaţe .d!ţi. Î;Îf.e<:t,ul 
combinat al momentelor încovoietoare, forţelor-de compresiune ş1 1n şpec1al 
al forţelor tăietoare, vor fi confinaţi cu. svîrale elic9idale, a căror efi~aţiţate 
este mult mai mare decît cea a atmăr~icu etrie:rirg~tare sau agrat,~.· } s., 

• Conexiimile dintre componentele cupl1J#frebuie$l.asigurec(.)tn.}?tt:ibili"'.:r • 
tatea tridimensională a deformaţfilor, tra~stex:utsolicitărUor îritre/el~~~riteJ.e 
de rezistenţă şi asamblarea spaţială a unnăţilqt st~cţurale,. fă!l$ă eze 
chiar la şocuri seismice de mare intensitate, C9nex1urule trebuie să 
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fonn_area ~rticul~ţiilor plastice la extremităţile componentelor orizontale 
dommant mcov01ate. . . . 

. • Vor fi. evitate cu des~vîrşire sensibi'Utăţi· elastice la etajele inferioare şi 
mai ales!~ m~elul.p~~terului {partere „deschise" sau flexibile). Concentrarea 
deforma~ulor_ m shl~1~ de la, part':~ poate c~nduce la un mecanism de cedare 
prematu1 pnn apanţ1a arhculaţulor plastice la capetele acestora.· 

! . În f1:ncţie de t!pul sistemul?i structural şi intensitatea seismică, se va 
u_rman. r_eabzarea unei balanţe raţionale între cert"uţc/e de rigiditate, rezi'steufă 
ş1 dttctilitate. 

• Se vor i?entifica şi_ ~-imensiona .. în mod_ corespunzător rnmponentele 
structttrale. captive {c~sa sc~rn, p~ra.peţu, .. t~bun~c de ascensor:re), precum şi 
cele ~are pot devem captive (shlp1, gnnz1) pnn tratarea întîmolătoare a 
pereţilor de compartimentare sau închidere. · 

• Pentru !=l evita ~pariţi~ unor tasări' ,Ujerenţiate, precum şi a fenomc
nc!or. de torsmne accidentala, g~nerate de car~ctcr!tl asi:ncron al m1·şciirt'z· 
seismice, supr3:feţele de_ c<_:mtact dmtre cons~rucţ1e şi teren vor fi limitate 
(tronsouate prm rosturi), iar forma geometncă cit mai concentrată (cu di
mensiuni comparabile şi moderate). 

• I.a stru~turz'le ~n cadre w.de · B/;A.. _se va urmrtri limitarea deplasărilor la
teral~,. P:ot~cţ1a suplimentara a_ st1:_l}?~lor de Ia parter (cu precădere a celor 
margmab ş~ d; colţ), precum_ ş1 dmpre3: apariţiei art_iculaţiilor plastice Ia 
capet;ele. gr:nz~Io_r. Se. ,·or evita structu_nle formate dm dale groase (fără 
grmz1) ş1 sttlp1, mtrunt nu se poate realiza totdeauna o conexiune satisfăcă
toare. 

. • La structurile î;z ~i'afrag11:e de_ B/!11 se vor evita ruperi casante în pereţi, 
prn:i armarea conturulm golurilor (mramare), tratarea atentă a îmbinărilor 
conc_enti::are3;. armăturilor în. bul1?i ?i confinare~ ace?ţ9ra etc. Dispuneri.•,; 
arm.atunlor !n barel<: de cuplare ş1 asiguraŢe_a _u~e1 duct~hzări corC'spunzătoare 
~e~ \ <?r face. m funcţie d~ mtens~tatea soh~1taŢ1lor secţionale c.::re depind de 
malţun~a d!afra&'mclor. ţ,e va _asigura co~tmmtRt~a geometrică şi elastică pe 
verticala {sunetna golunlor), rn.r perforările ultenoare trebuie asigurate prin 
f!tmături de contur. 

· · • În cazul structurilor ·înalte din B/A se preferă asocierea cadrelor 
_ductile cu diafragme de rigidizare sau cu c,,drc dfagonalizate, care' contribuie 
fa limitarea deplasărilor laterale şi îmbunătăţirea capacitiiţii de rezistentă. 

• La proiectarea construcţiilor mai impoTtantc, la definirea sistemului 
de fzmdaţt'e se va ţinc seama de caracteris,icile fizico-mc·canic:: si dinamice 
ale terenului din amplasament pentru a se L'\·ita fenomene <le ;.as;~rc diferen
ţiată, de_ lichefiere sau de amplificare seismid't. Dl' asemenea, se vor analiza 

.. efectele produse de influenţa interaqiunii dintre teren şi structură. 
• Proiectarea iniţială a configuraţiei uniti>.ţilor structurale se va face 

în ~oncept dina_mfr, yrin analiza v2Jorilor şi vectorilor proprii, care pot carac
'tenza structunle dm punctul de vedere al acţiunilor seismice. 1n acest sens 
. pQate.fi i~enJificat_ă r~d~tatea diramic~ a_ structur!i (tipul de sistem dinamic)'. 
precum ş1 d1scontmmtaţ1le elastice prm mtermedrnl deplasărilor relative de 
1;1.ivel _fornizat~_de var_iaţia formei fu!1dament~le de ,·ibraţie. fn acelaşi timp, 

. ,.'\-'.al~mle pro~m permit acordarea s1stemulu1 cu configuraţia spectrelor de 
,răspuns (vezi § 9.4). 

' • Cel mai important aspect al proiectării unei structuri situate în zone 
. seismice constă în a i se asigura cel puţin două linii de apărnr,; ( de rezistenţă) 
Îpaintea stadiului ultim, sau barie1'e de apiirare ductilă. În această privinţă'. 
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se vor evita ruperile casante (fragile) prin dirijarea apariţiei articulaţiilor 
plastice în secţiunile componentelor orizontale de rezistenţă în urma curgerii 
armăturilor întinse. In cazul cutremurelor puternice se admit degradări· ctt 
caracter ductil, specifice unor mecanisme de cedare idtimă cit mai compli"cate. 

• Adoptarea unor sisteme naturale sau artifici"ale de izolare a structurii 
de mediul de contact, cu scopul reducerii efectelor seismice. Este evident 
că succesul deplin în activitatea de protecţie antiseismică, va fi asigurat 
şi printr-o execuţie de calitate ireproşabilă. 

9.7. COMPORTAREA STRUCTURILOR LA CUTREMURE PUTERNICE 

Examinarea şi interpretarea efectelor produse de mişcările seismice pu
ternice asupra componentelor structurale şi nestructurale, precum şi extra
polarea acestora, trebuie făcută cu mult discemămînt şi precauţie deoarece 
fiecare construcţie reprezintă un caz particular cu comportare dinamică specifi
că. 1n operaţia de investigare postseismică a structurilor, intervine un număr 
mare de parametri, dintre care, în figura 9.23, sînt menţionaţi cei mai impor
tanţi. Cercetarea unei constmcţii afectate de cutremur comportă multe faze 
de verificare şi control, şi anume, observaţ-i"i" di"recte, testări" instrumentale şi 
a11alize teoreti'cc:. In aceste condiţii, factorii care se au în vedere sînt următorii: 

- tipul sistemului structural, forma în plan, înălţimea, calităţile materiale
lor asociate, vîrsta; 

- conceptul proiectării iniţiale (gravitaţional sau antiseismic} şi metodele 
de calcul utilizate; 

- caracteristicile amplasamentului şi condiţiile locale de teren ; 
- compoziţia spectrală a mişcării seismice înregistrate. 
In afara acestor factori se mai pot lua în· considerare comportarea post

elastică, proprietăţile iniţiale de rigiditate, rezistenţă şi ductilitate, interacţi
unea componentelor structurale cu cele nestructurale, realizarea conexiunilor 
etc . 

. E~te cun?scut ţap tul ~ă _o s~ructură proiectată _raţio3:1al, s~pusă ~unei mi~cări 
seismice de mtens1tate similara cu cea la care a tost dimensionata, trebuie să 
disipeze şi să absoarbă cea mai mare parte din energie prin deformări elastice 
şi postelastice, incit degradările componentelor principale de rezistenţă să 
fie minime. De aceea, gradul efecti,· de avariere se va datora în primul rind 
conceptului structural adoptat iniţial în proiectare, precum şi modului în 
care a fost tratată infrastructura. In acest sens, s-a constatat că o structură 
asigurată corect prin concepţie şi execuţie poate avea o comportare satisfăcă
toare, fără degradări sau avarii sewre, chiar dacă cutremurul„ a depăşit 
sensibil gradul de protecţie admis. 

In anumite cazuri, s-au semnalat comportări pronunţat diferenţiate 
ale unor sisteme structurale, datorită contradicţiei existente între răspunsul 
real şi răspunsul rezultat prin aplicarea normativelor. O asemenea situaţie 
s-a produs în Bucureşti, la cutremurul din 4 martie 1977. deoarece configuraţia 
spectrului seismic efectiv (cu amplificări în zona perioadelor înalte) a fost 
total diferită de configuraţia spectrului seismic de proiectare (cu amplificări 
în zona perioadelor joase), aşa cum rezultă din § 9.6. Datorită dezacordării 
dintre caracteristicile dinamice proprii şi cele spectrale ale mişcării terenului 
(vezi § 9.4) nivelul de asigurare real al construcţiilor rigide a crescut în detri
mentul celor flexibile. Analiza superficială a acestor deficienţe de ordin calita-
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tiv poate conduce la concluzii false şi la absolutizarea anumitor sisteme struc
turale, a căror comportare favorabilă a fost exclusiv conjuncturală şi nu 
obiectivă. 

Cele m2.i frecvente degradăn· şi avarii tipice, care se înregistrează la toate 
categoriile structurale, sînt următoarele: 

• avarierea severă, localizată la parterele deschise (flexibile) sau limi
tată la etajele inferioare; 

• deteriorarea elementelor structurale şi nestructurale ale construcţii
lor flexibile, cu dtplasftri laterale relative pronunţate, la care a intervenit 
şi contribuţia defavorabilă a efectului P - Â; 

• crăpături diagonale caracteristice în stîlpii cadrelor şi pereţii diafrag
melor de B/A, în pereţii de zidărie portantă sau de compartimentare, ca 
efect al forţei tăietoare dominante; 

• crăpături şi avarii la extremităţile elementelor de rezistenţă, produs: 
ele efectul combinat al momentului încovoietor şi forţei tăietoare (în cazul 
grinzilor cadrelor şi barelor de cuplare ale diafragmelor) şi al momentului 
încovoietor, forţei tăietoare şi forţei axiale (în cazul stîlpilor, pereţilor diafrag
melor înalte, conexiunilor); 

• localizarea degradărilor majore la stîlpi marginali şi în special la cei 
de colţ, datorită fenomenului de torsiune generală; 

• apariţia articulaţiilor plastice la capetele grinzilor şi 5tîlpilor; 
• procese locale de degradare a betonului şi armăturilor (sfărîmarea şi 

expulzarea masei de beton, exfolieri, dislocări, ffa.mbarea barelor de oţel etc.); 
• cedări în elementele infrastructurii sau ale terenului ele fundaţie; 

• avarierea componentelor structurale „captive", ca urmare a 1.nodi
ficării rezemării grinzilor şi scurtării înălţimii libere a stîlpilor datorateunei 
tratări necorespunzătoare a pereţilor de închidere sau de compartimentare. 
Efectele distructive care au fost descrise se referă la comportarea unor 
structuri corect executate, făcîndu-se astfel abstracţie de avariile posibile 
datorate în exclusivitate erorilor de execuţie. 

Investigările postseismice ale structurilor, în special ale celor asigurate 
prin concepţie şi calcl'l la acţiuni laterale şi executate în condiţii riguroase, 
reprezintă surse de informaţii fundamentale pentru progresul teoretic şi 
practic al ingineriei seismice. Trebuie însă subliniat faptul că este necesar 
ca rezultatele obtinute să fie asociate cu caracteristicile miscării seismice 
şi proprietăţile dir{amice ale terenului din amplasamentul respectiv. În această 
privinţă este recomandabil să se dispuniI de o \'astă reţea seismică de în
registrare şi supraveghere care să includft, pe lingă staţiile specializate, şi o 
serie de clădiri mai semnificative din punctul de vedere al sistemului structural. 

În figurile 9.24 ... 9.53 se prezintă o serie de exemp:e de avarii şi distrugeri 
reprezentative, privind comportarea unor categorii de construcţii cu ocazia 
unor cutremure puternice. 

9.8. ASPECTE FUNDAMENTALE CU PRIVIRE LA REPARAREA 
ŞI CONSOLIDAREA CONSTRUCŢIILOR AFECTATE DE CUTREMUR 

Investigarea construcţiilor afectate de cutremure de mare intensitate furni
zează informaţii de mare importanţă teoretică şi practică care.pot contribuJ la: 

- identificarea cauzelor care au generat procese de degradare a elemente
lor structurale şi nestructurale; 
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- con:p_ortarea terenului de furnlaţie şi influenţa condiţiilor locale; 
-;- el~fmn~ea unor n_i.od~le a1:11eliorate de analiză numerică, care să permitii 

pred1caţ1~ r~spunsulu1 dmanw: 1~ c1.1,tremure aşteptate; 
- rev1zU1rca normelor de proiectare şi protecţie antiseismică • 
.- obţiner~a unor învăţăminfe · cu privire la sistemele structu;ale cele 

mai vulnerabile sau cele mai eficiente, corespunzătoare anumitor zone sau 
amplasamente; 

- îmbunătăţirea metooelor şi tehnologiilor de execuţie; 
· - ~stimarea posibilităţilor de restaurare, prin lucrări de reparaţie sau 
consolidare, pentru construcţiile degradate sau avariate; 

- acumularea unor cunoştinţe noi cu privire la influenta mecanismului 
de focar, proprietăţilor terenului din amplasament şi carncte;isticilor unităti
lor structur~le, în vedere~ perţe~ţionării concepţiei de proiectare şi realiza;·e 
a construcţulor, la un ll!Vel ridicat de asigurare antiseismidt; 

- evaluarea aspectelor de ordin social şi economic. 
Operaţiiţ~ cele m~i semnificative cu privire la investigarea postseismicii 

a construcţulor avariate de cutremure sînt redate în figura 9.23 .. 
. !)intre_ principalele ~specte specifice ciclului construcţie-acţiune seis-

1~1ca-av~riere-reconst_rucţ1e, s~ vor ~xp1;1_ne selectiv numai cele care privesc 
diferenţierea gradulUI de avariere, cntemle care stau la haza stabilirii solutii
lor de restaurare, precum şi criteriile de verificare a eficacitiitii lucrărilor 'de 
consolidare [107], [108], [109], [110], f11 !]. · 

Diferenţierea gradului de degradare sau de avariere al constructiilor 
afectate de c_utremure distructive permite evaluarea lucr:trilor de repa~aţie 
sau ~e c~msohd3:re, care să asigure ~tructurilor capacitatea portanttt la acţiuni 
gravi~aţ1onalc ş1 k.terale. La aprecierea gradului de avariere şi definitivarea 
soluţulor de consolidare, este necesar să se analizeze caracteristicile inertiale 
disip~tiye, elastice, de rezistenţ;t şi de ductilitate ,de structurilor, para~etri 
escnţ,:,11 care guvernează comportarea unei construcţii în ansamblu la miscă-
rile seismice puternice. ' 

În funcţie de gradul de avariere, activitatea de consolidare a structurilor 
de rezistenţă, în concept dinamic, constă în 

• menţinerea configuraţiei iniţiale a structurii; 
• modificarea sistemului de rezistenţ-ă prin componente suplimentare. 
Schimbarea concepţiei iniţi2.le de conformare structuralrt, prin introducerea 

unor componente noi, cu proprietăţi de rigiditate, rezistenţă şi ductilitate 
adecvate, contribuie la modificarea modului de comportare al unităţii structu
rale, în conformitate cu acordarea noilor proprietăţi dinamice cu caracteristicile 
spectrale specifice amplasamentului (fig. 9.2 şi 9.5). Se subliniază faptul că 
procesul de consolidare este mult mai dificil şi complicat decît proiectarea. 
unei construcţii noi. Stabilirea soluţiilor de consolidare, elaborarea proiecte
lor de rezistenţă, precum şi tehnologiile de execuţie implică cunoştinţe telmice 
multiple şi o vastă experienţă profesională. în figura 9.54 se prezintă sintetic 
succesiunea etapelor în actul de decizie cu privire la reabilitarea construcţiilor 
afectate de cutremure. 

Conceptul dinamic de proiectare a lucrărilor de consolidare trebuie să aibă 
în vedere acţiunea cutremureţor intensive viitoare (aşteptate), mai ales în 
cazul construcţiilor neasigurate iniţial la acţiuni seismice. 
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o REABILITAREA STRUCTURILOR AVARIATE• 

TIPUL UNITĂTlr·sfRLJCTURALE 
I • 

• GRADUL DE AVARIERE • . 

CONCEPTIA DE CONSOLIDARE . 
MENTINEREA CONFIGURATIE! 

IN.IŢIALE A STRUCTURII 
MODIFICAREA SISTEMULUI 

STRUCTURAL EXISTENT 

CRITERII TEHNICE ŞI· ECONOMICE 

EVITAREA DISCONTINUITĂŢILOR ELASTICE ŞI DINAMICE 

masă disipare rigiditate rezistentă ductilirate torsiune 

MODIFICAREA PERIOADEI FUNDAMENTALE 

AMPLIFICAREA SAU REDUCEREA RĂSPUNSULUI SEISMlC 
în acord cu 

configuraţia spectrului ac.celeraţiilor absolute 

'EFICIENŢA CONSOLIDÂRll 
în timpul unu, viitor cutremur 

analiza numerică investigatii experimentale 

Fig. 9.54 

9 .8.1. Cauze care diferenţiază gradul de avariere al construcţiilor 

Gradul de avariere al construcţiilor trebuie diferenţi_at în funGţie de cor
cepţia care a stat la baza proiectării iniţiale a structunlo1: ?: r1z1strţă.f 1-
acest sens, construcţiile ce urmează a fi cetc~tate se_ da_s1f1ca ~~oba as~ e • 

• Structuri concepute şi proiectate exclusiv grav1taţ1onal avmdo asigu-
rare întîmplătoare la acţiuni orizontale. · 
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• Str.ucturi concepute şi proiectate .antiseismic, în conformitate cu 
prevederile codurilor şi regulamentelor în vigoare. 

C_~iteriul expus m:1i sus este fund:imental în ceea ce priveşte cercetarea 
a\·arnlor, urmînd a f1 coroborat cu sistemul structural specific fiecărei con
strucţii în parte. Este evident că fiecare obiect analizat reprezintă un „caz 
particular" care poate pune în evidenţă diferenţieri importante ale efectelor 
seismice, uneori chiar contradictorii. 

Diferenţierea avariilor, în funcţie de niYelul de asigurare la acţiuni laterale 
şi sistemul structural specific, precum şi identificarea acestora prin observatii 
directe, măsurători instrumentale şi analize numerice, furnizează informatii 
de hază în privinţa stabilirii soluţiilor de consolidare. ' 

. În urma prelucrării statistice a efectelor produse de cutremurele puternice, 
avariile pot fi clasificate şi diferenţiate, într-o primă fază cu caracter general, 
astfel: · 

• Avarii slabe (minore), nesemnificatin din punctul de Yedere al capaci
tăţii de rezistenţă a structurilor. În acest caz nu sînt necesare lucrări de 
consolidare propriu-zise, ci numai reparaţii sau refaceri ale „elementelor 
nestructurale" şi ale finisajelor. 

• Avarii moderate, localizate numai în anumite elemente de rezistenţă 
vert,icale şi orizontale situate în zonele puternic solicitate. :\Iăsurile de consoli
dare vor avea un caracter limitativ, inter\'enindu-se numai asupra componente
lor structurale parţial afectate, cu scopul restabilirii sau îmbunătăţirii gradului 
de asigurare la acţiuni laterale. 

• Avarii pronunţate (majore), care antrenează zone importante ale 
structurii de rezistenţă, cu extindere în plan orizontal şi pe wrticală. Lucrările 
de consolidare vor avea un caracter mai amplu care să garanteze redresarea 
de ansamblu a structurii, din punctul de \'edere al rigidităţii, rezistenţei şi 
ductili tă ţii. 

• Avarii puternice (severe), cu consecinţe distructive generalizate, care 
afectează majoritatea elementelor de rezistenţă şi a căror refacere ar necesita 
lucrări comi:•lexe şi costisitoare. 1n aceste cazuri se recomandă dezafectarea 
construcţiilor respective şi eventuala reconstrucţie integrală.. 

Evaluarea eficienţei lucrărilor de consolidare rezultă din corelarea nivelului 
de asigurare seismică obţinut, complexitatea soluţiilor tehnice adoptate şi 
investiţia economică necesară. 

Cele mai frecvente cauze (datorate în special erorilor de concepţie şi de 
execuţie) care diferenţiază gradul de a,·ariere al structurilor sînt următoarele: 

• Mişcarea seismică (caracterizată prin intensitate, directivitate, durată 
şi compoziţie spectrală) total diferită de cea descrisă prin regulamentele sau 
normele de protecţie la acţiuni laterale. 

• Disimetrii geometrice pronunţate ale configuraţiei structurale. 

• Distribuţii neraţionale ale maselor care generează efecte inerţiale 
defavorabile. 

• Disproporţii pronunţate în variaţia rigidităţilor elementelor de rezis
tenţă şi structurii, în plan orizontal şi pe verticală. 

• Discontinuităţi importante în variaţia rigidităţilor relative dintre 
etajele consecutive, în special cele inferioare. 

• Descentrarea poziţiei centrelor de torsiune (rigiditate) în raport cu 
centrele masice şi în general, influenţa oricărei sensibilităţi structurale. 
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• Insuficienta ductilizare a elementelor de rezistenţă şi inadaptabilitate 
post elastică a structurii în ansamblu. -' ~--: 

• Supraîncărcarea anumitor el~mente vei:t~cale ~e .~ez!ste~ţă şi apariţ!a 
unor eforturi de compre,;;iune excesiv de man m stilpn ş1 diafragme!<;' ·dm 
beton armat. 

• Modificarea sau chiar degradarea caracteristicilor structurale (inerţfale, 
disipafo·c şi clastice), precum şi a proprietăţilor fizico-mecanice ale materiale
lor în timp. 

• :\'atura terenului de fundaţie din amplasament asociată cu .fenomenul 
de interactiune teren-structură. Lipsa sau tratarea incorectă a rosturilor 
de scparar~ între construcţiile învecinate. 

• Lipsa unor informaţii cu privire l_a_proprietăţ\le din~ffi:ice ale t~ren~11!i 
din zonă: perioadă predominantă, ~pltf1care, focahzare ş1 filtrare dmam1ca. 

• Calitatea materialelor utilizate (betoane, armături, cărămidă, mortare, 
lemn etc.). 

• Defecte de execuţie (segregări al~ betonu~ui_, armături greşit poziţio~a!e 
şi incorect ancorate, deplasarea sm lipsa etne~1l?r), t~rnare~ _b~tonulm m 
condiţii tehnologice d~ tempera~turţ sau de um1d1ţaţe 1~adm1s1b1le, crearea 
unor rosturi de execuţie în -secţmm sau zone sens1b1le dm punct de vedere 
seismic etc. . 

· • Aplicarea unor metode de calcul eronate, precum şi analiza răspunsului 
în domeniul exclusiv elastic. 

9.8.2. Principii generale privind consolidaraa structurilor 

Conceptul elaborării soluţiei de consolidare a unei c~n~.t~cţii ~variate de 
un cut:-,:,mur puternic constă în reconsiderarea comportaru dmam1ce a struc
turii p:-m redresarea caracteristicilor in_erţiale, ~isipative_ ~i elastice, precum 
şi prin reconsiderarea capacităţii de rezistenţă ŞI de ductilitate a elementelor 
afectate în maniera descrisă în continuare. 

o Redresarea caracteristicilor inerţiale prin evitar~a s~praîncărcăr~lor 
locale. renuntarea la elementele arhitectu.rale m;i.sive, um,orrn1zarea pereţilor 
de compartimentare folosind materiale uşoare. eliminarea ?ep~zţtării un~r 
materiale excesiv de grele la etajele superioare, eventual~ sch1mban ale desti-
naţiei construcţiei şi chiar dezafectarea 11nor et&.Je supenoare etc. . 
. • Redresarea caracteristicilor disipative jJ:-În utilizare;:, unor materiale 

sau di:;pozitive cu funcţie disipativă .. În ace~t s~ns s~ re~offi:andă preved~r~a 
unor pereţi de comparti~entare suplnnenţ_an l~ str:u:t~nle m ca~re flexibil~ 
de B/_-\, reducerea golurilor la construcţ11le dm z~dane porta_nta cu pereţi 
excesi,- de perforaţi şi umplere.a acestora cu m'?.~en~le ~nergetic aţsorbante, 
închiderea unor goluri nefuncţionale la strucnmle m dmfragme dm B/A cu 
materiale mai deformabile etc. 

• Redresarea caracteristicilor elastice p:-in redimensionarea • corectă _a 
rigidităţii elementelor de reziste_nţă avariate (grinzi, stî~pi, di<;fra~~), nodun: 
lor, îmbinărilor, subans:i.mblur~lor structurale s_au chiar a _mţr~gl~ ~t:uvct_un 
prin: interwnţii locale sau ma.1 ample,. pr?PO;"ţ1ona_rta ya~1aţ1e1 ng1d1taţ!lor 
relat:,·c de nivel (în spc:cial la p1rter ş1 prune.te_ etaJe), lm_11!a:ea de:plasănlor 
laterale şi centrarea poziţiilor centrelor de torsiune (de ng1d1tate) .1n raport 
cu centrele masice etc. . . , . . _ 
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•:.Refacerea capacităţii de rezistenţă şi a ductilităţii, prin proiectarea 
raţională a elementelor afectate şi utilizarea unor materiale specifice, în 
conformitate cu gradul de siguranţă prestabilit. 

Unele măsuri de detaliu ce se recomandă în vederea elaborării proiectului 
de consolidare, şi care derivă direct din principiile generale expuse anterior, 
pot fi sistematizate astfel: 

• Identificarea tuturor avariilor şi degradărilor suferite de elementele 
„structurale" ale construcţiilor, analiza şi interpretarea acestora din punct 
de vedere static şi dinamic şi localizarea zonelor mai vulnerabile. 

• Determinarea proprietăţilor fizico-mecanice ale terenului de fundatie, 
identificarea nivelului apelor subterane, posibilitatea apariţiei fenomem.i'Iui 
de interacţiune teren-structură, influenţa construcţiilor învecinate, orien
tarea faţă de direcţia dominant{t a acţiunii seismice etc., cu scopul precizării 
influenţei condiţiilor locale (specifice) de amplasament asupra efectelor ce 
pot fi produse de cutremure viitoare. · 

• Cercetarea complexă a întregii structuri de rezistenţ{t, reconstituirea 
geometrică a elementelor de rezistenţă şi identificarea annăturilor (cînd nu 
se dispune de proiectul iniţial), evitînd limitarea investigaţiilor numai Ia 
elementele vizibil afectate. 

• Analiza instrumentală a calităţii materialelor, precum şi determinarea 
experimentală a caracteristicilor dinamice structurale înainte şi dup:i efec
tuarea lucrărilor de consolidare. 

• Stabilirea prin calcul a capacităţii portante la acţiuni laterale a struc
turii, în situaţia anterioară cutremurului, în stadiul de avariere şi în situaţia 
finală consolidată. 

• Adaptarea soluţiei de consolidare la particularităţile fiecărui sistem 
structural, precum şi la modul specific în care s-:rn manifestat avariile în 
componentele constitutive ale construcţiei. 

• Proporţionarea elementelor de rezistenţii consolidate, în conditiile 
realizării unui echilibru spaţial static şi di!i.amic s:1.tisfăc;itor (la încăr~ftri 
gravitaţionale şi la acţiuni seismice viitoare), care să asigure pe:1tru între2.ga 
structură obţinerea unor deplasări laterale în limite tolerabile. 

• Implementarea unor elemente de rezistenţrL verticale 1i or:zontale 
asociate structurii existente, închiderea unor goluri nefunction:.tlc si mode-
rarea încărcărilor excesive. · ' 

• Corectarea configuraţiei structurale, incorect proiectati iniţial la 
acţiuni laterale, care să conducă la evitarea ap::uiţici fenomenului dda\'ora
bil de tor~iune generală şi eliminarea sensibilităţilor locak 

• Asigurarea ductilităţii elementelor de consolidare in concordanţă cu 
ductilitatea celorlalte elemente neconsolidate, acordîndu-se atentie deose
bită ductilizării conexiunilor, care să permită transferul energiei de defor
maţie între to1te elementele de rezistenţă în stadiul elastic şi postclastic 
de solicitare. 

• Asigurarea conlucrării locale şi spaţiale dintre elementele consoli
date şi restul structurii prin realizarea confrmităţii între clementele de re
zistenţă ale suprastructurii cu cele ale fundaţiei, respectînd criteriile de aso
ciere structurală dintre materialele şi elementele vechi şi noi (compatibilitate 
de material). 

• Excluderea totală a tendinţei care se manifestă deseori de a se lua 
măsuri exclusiv empirice şi improvizate de consolidare. 
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· • Aplicarea de tehnologii simple de execuţie a lucrărilor de consolidare 
şi utilizarea unor materiale de calitate superioară. · 

• Eficienţa economică a lucrărilor de consolidare raportată la valoarea 
de înlocuire şi importanţa socială a construcţiei respective. 

Trebuie subliniat faptul esenţial că soluţiile aplicate prin proiect şi execu
ţie in1ividualizează structura afectată de acţiunea seismică şi nu tipul de 
consolidare adoptat. 

9.8.3. Criterii de verificare a eficacităţii lucrărilor de consolidare 

Pr i11 analfră numerică se poate compara răspunsul structurii proiectate 
iniţial cu răspunsul structurii consolidate, considerînd în ambele situaţii 
aceeaşi mişcare seismică care a generat avarierea construcţiei. Dacă se ţine 
seama de degradarea componentelor structurale, se pot evalua rezervele 
de rezistenţă ale construcţiei avariate. Aceste operaţii analitice pot furniza 
informaţii calitative şi cantitatiw asupra nivelului de asigurare a construc
ţiei consolidate la şocuri seismice viitoare. ln majoritatea situaţiilor, solµţia 
de consolidare trebuie să îmbunătăţească nivelul de asigurare prevăzut în 
concepţia iniţială de proiectare. 

Prin analiză instrumentală (experimentală) se pot determina caracteris
ticile proprii de vibraţie ale structurii în stare a,·ariată şi finalfl (consolidată). 
Investigaţiile instrumentale sînt bazate fie pe înregistrarea răspunsului 
structurii la agitaţia microseismică, fie pe înregistrarea ,·ibraţiilor libere 
produse de surse artificiale tranzitorii sau permanente. · 

Concluziile ce se pot obţine de,·in mai complete dacă se cunosc ca.racteris- · 
ticile dinamice iniţiale ale structurii, înainte de a fi fost afectată de cutr~ur. 

Datele experimentale obţinute, prelucrarea şi interpreta.rea lor permit: 
să se verifice global comportarea probabilă a structurii consolidate la acţiunea 
unui viitor cutremur puternic (aşteptat). Se pot astfel obţine informaţii 
importante asupra: perio2.delor proprii de translaţie şi de rotaţie, formelor 
proprii de vibraţie, valorilor fracţiunii din amortizarea critică, Yariaţiilor rigi
dităţilor relative de nivel, poziţiei centrelor de rigiditate (torsiune), direcţiilor: 
principale de vibraţie etc. · 

Situaţiile care pot interveni in priYinţa aprecierii „rigidităţii dinamice" 
globale a structurilor avari;;.te sau consolidate (exprimată prin perioada 
fundamentală) sînt reprezentate în figura 9.55, în care s-au introdus no
ta ţii le: 

T 0 - perioada fundamentală înainte de cutremur (iniţială) ; 
TA - perioada fundamentală în stare avariată; 
T c - perioada fundamentală în stare consolidată. 
!n acest sens, se definesc următorii parametri: 

• factorul de avariere 

.F.A = (T.¼/T0) 2 -;.,. 1; 

• coeficientul de rficacitate al consolidării 

C.E.C = (TA/Tc) 2• 

Intrucît în majoritatea cazurilor nu se cunosc perioadele fundamentale 
iniţiale, unicul parametru care permite evaluarea gradului de consolidare 
este C.E.C. 1n conformitate cu Variantele descrise în figura 9.55 rezultlL 
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STRUC TU R A 

/ 

. INIŢIALĂ AVARIATĂ REPARATIE 
PARŢIALĂ 

RECONSTITUIRE CONSOLIDARE 

TA Tc(1J> To °[ (3) < T 
C 10 

• ~ACTOR DE AVARIERE F.A.= (TA /T0 )2 

• COEFICIENT DE EFICACITATE AL CONSOLIDĂRII c.E.C.=nJTd 

Fig. 9.55 

următoarelec;,i tegoriidelucrăridercstaurare aleconstmcţiilor degrada te seismic : 
• reparaţii (fără protecţie antiseismică) C.E.C = (TA(T8l) 2 < I 
o reconstituire (cu prote<Jie ît:tîmplătoare) C.E.C = (TA/J'b21)2 ~ 1, 

· e consolidare (cu protecţie satisfăcătoare) C.E.C = (TA/ 71Jl)2 > J. 
ln funcţie de situaţia iniţiaUL a structurii {înainte de cutremur) şi sta

rea efectivă de avariere (după cutremur), pot fi stabilite limite de variatie 
pentru C.E.C. Acest coef!?ient ca:acterizează global şi aproximativ rigiditat'ea 
de ansamblu a structura consolidate. 

Observaţiile vizuale şi analizele instrumentale ;ile efectelor distructive 
produse în timpul cutremurelor puternice au pus in evidenţă funcţia dina
mică importantă a tuturor elementelor constitutive ale unei constructii 
numite impropriu „structurale" şi „nestructuralc". ' ' 

!n concepţia dinamică de conformare şi proiectare, toate componentele 
contribuieîn mod decisiv la comportarea unei construcţii la acţiu:-ii seismice. 
Noţiunea de „element nestructural" trebuie reconsiderată în cazul actiunilor 
seismice şi menţinută numai pentru solicitările gravitaţionale. . ' 

In vederea exemplificării modului practic în care se pot utiliza investi
gaţii experimentale în vederea verificării eficacităţii soluţiilor de consolidare, 
se I!rezint_ă_un_ul din studijle ef<:_ctuate de autor_u.l acestei _lu::rih·i [1Q9] a.supra 
unei dădm dm Bucureşti clupa cutremurul dm 4 martie 1977. in firrurile 
9.56 şi 9.57 se prezintă înregistrările obţinute în stare avariată (fig. 9~56, a 
şi fig: 9.57_. a),precum şi _în situaţia_ finală ~ons?lid~tă (f!g. 9.56, b şi 9.57, b), 
pe direcţule transversala, respectiv longitudmala. Prmtr-o proportionare 
corespunzăto~re _a rig~dităţii compone~telor ava:~ate, pr~cum. şi pri; apli
carea altor masun suplimentare s-a obţmut o echilibrare dmam1că de ansam
blu pe cele două direcţii aşa cum rezultă din valorile C.E.C. De asemenea, 
s-a realizat o acordare satisfăcătoare între proprietăţile dinamice efective 
al~ sţruct'3:rii consolidate (T şi v) ~u ~aracteristicil: _spectra_le ale mişcării 
seismice (fig. 8.22 ... 8.27). Aspecte dm timpul execuţiei lucrărilor de consoli
dare sînt prezentate în figurile 9.58 şi 9.59*. 

• La elaborarea proiectu:ui de consolidare, precum şi la asistenţa tehnică în timpul 
execuţiei au colaborat dr. iog. M. Alexandrescu şi h,g. V. Szolga, din I. C. n. 
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9.9. FACTORI DE INCERTITUDINE SI DE .RISC 
ÎN PROTECŢIA ANTISEISMICĂ A STRUCTURILOR 

Diferenţierea comportării construcţiilor la cutremure, cu toate măsurile. 
cc sînt aplicate în baza cunoştinţelor actuale de inginerie seismică, se dato
rează unui mare număr de factori de incertitudine pe care cercetarea seismo-: 
logică şi inginerească nu .a reuşit să-i elucideze în totalitate pînă în prezent. 
Factorii de incertitudine şi de risc pot avea un caracter obiectiv, situaţie în 
care inginerul proiectant, avînd cunoştinţă de existenţa lor, poate lua de
dzii corespunzătoare de prevenire, sau un caracter subiecti'v, în care caz, dato
rită posibilităţii întîmplătoare de apariţie, nu este totdeauna posibilă pre
conizarea unor măsuri de evitare.· De altfel, precauţiile exagerate în ceea 
ce priveşte protecţia antiseismică la fenomene aleatoare cum sînt cele gene
rate de incertitudinile obiective şi subiective ar conduce la investiţii economice 
total necorespunzătoare. . . . , 

In cele ţe urmează vor fi expuse succint unele aspecte mai semnificative· 
cu privire la factorii de incertitudine şi de ris:: care, în funcţie de carac
terul lor, pot fi studiaţi prin mijloace ştiinţifice sau excluşi prin măsuri de.· 
ordin administrativ şi educaţional. 

9.9.1. Fadori obiectivi de incertitudine fi de risc 

• Jlişcarea seismică. Conceptul fundamental al proiectării antiseismice 
îl constituie protecţia construcţiilor la un cutremur viitor (aşteptat). Crit~riile 
de predicţie elaborate pînă în prezent sînt d-estul de aproximative deşi, -in 
ultimii ani, s-au realizat progrese notabile în această privinţă. Dintre nume~• 
roasele Yariabile care intervin se semnalează: • 

- mecanismul de producere a cutremuntlui aşteptat, acumularea de ten
siuni în focar (datorită unor fenomene mecanice, chimice sau termodinamice), 
periodicitatea eliberării energiei, directivitatea etc.; 

- variabilitatea şi configuraţia mişelirii terenitltti prin reprezentări det_et~ 
ministe sau aleatoare; 

- intensitatea maximă a cutremurului aşteptat .care $e. manifestă db'ect · 
în sp~>etrele de răspuns: . . , . . . . . _, _ . . ·. . .. 
~ comp,mţia spectrală (compoziţia. de freci,enţă) a mişcării,· .. asociat;i cu· 

proprietăţile locale ale terenului, care defineşte variaţia spectrelor seÎSliiÎi:e; 
- durata mişcării seismice, care deşi nu se reflectă explicit în spectre 

seismice liniare, se manifestă în mod semnific;;.tfr la structurile de tip fle
xibil cu comportare postelastică; 

- distanţa epicentrală aşteptată, în cazul focarelor potenţiale şi natura 
mediului geologic de propagare. · . . 

• Ctmapţia structurală, de care s-a mai amintit în § 9.3.l, poate con
ţine erori de con.figurare geometric?1, i"n.erţială, elt;istică şi dttctz1ii, precum şi 
de supraevaluare a capacităţi"i portante a unor componen_te _structurale la 
efectul combinat al acţitmi"/or grav.i"tafzoiiak şi lctterak. Aceste aspect~ i11n~ă,: 
mentale, specifice configuraţiilor antiseismice, d~p.ind de asocier~ C<itnpl!}
tibilă sau Incompatibilă (din punct de veaere.dÎll!l-tnic, elastic şi postela:SUc),: . 
a tuturor componentelor structurale şi ,,neştru~t.p:i;ale" care defi.il,ţ$c <'), 1tni• .. 
tate structurală. Existenţa unor .erori de coneeptie pc:>ate genera p ciţţer~ita:te 
de incertitudini asupra comportării·· coilstnicţiiloţ! în timpul <111tremurelor.< 
puternice, prin apariţia unor concentratoi:fînerţţaJi, elastici t energetkf care 
favorizează fenomene de vulnerabilitate şi se,isîbilîtate structura_lă. 
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Fig. 9.2-1 
Bucureşti. Dlocul Carlton, 
situat pc bd. N. ))ălccscn. 
construcţiC cu struc1ura în 
ca,Ire ele B/A avîncl 12 c1ajc 
şi 2 subsoluri, înaintt•a cu

·trcmurulni <lin 10 noiembrie 
l1HO. 

flg. 9.2.5. 
Bucureşti, 10noiemb1·ie1940. 
1'ră.huşirea completă a blo
cului Carlton, proiectat 
-exclusi·, în concept gra·,i· 
taţional. 



Fig. 9.27 
Anchorage/Alaska/, 27 martie 1964. Flambajul unui 
stîlp ele Il/ A cu armătură rigidă, la o construcţie cu 
parter şi 14 etaje. 

Fig. 9.26 
Fukui/J apo11ia/, 28 iu• 
,,;., 1948. Avarierea 
totală a unei structuri 
,lin B/A, fără rosturi 
de separaţie între 
tronsoane, situată În• 
tr-un teren aluvionar. 

Fig. 9.28 
Anchorage/AlasAal, 27 martie 196;. Cedări casante 
în riglele de cupla'rc şi pereţii unei structriri în dia• 
fragme de B/A, la o clădire cu parter şi l;l etaje. . . 

t 

I 

. ,'' 

Fig. 9.29. 
Nligatfl./]apo11ia/, 16 iu11ic 1964. Construcţii din B/A de tip rigid, inclinate sau răsturnate dato· 
rită fenomenului de tasare ~i lichefiere a terenului. 

Fig. 9.30 
Nîlgatafjapo11ia/, 16 iu
nie 1964,_ Una dintre 
clădirile din figura 9.29 
complet răsturnată. 



Fig. 9.32 
Caracas/Ve11cz11elaf, 29 i:dic 1967. Detaliu de cedare 
casantă a unui stilp din figura 9.31. 
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Fig. 9.33 

Fig. 9.31 
Caracas/ Venezuela/, 
29 iulie 1967. Rupe
rea casantă a stîl· 
pi lor de la parterul 
unei s1ructuri de 
ll/A. 

San Fernando/California/, 9 februarie 
1971, Cedarea casantă a unui stîlp 
de B/A insuficient confinat cu ;trieri. 

Fig. 9.34. 
Tangshan/C/lina/, 28 iulie 1976. Colaps parţial al unei cl,vliri cu pcrcţ.i din zidf,ric portant,, 
nearmată şi planşee din B/A prefal>ricate. 

Fig. 9.1.'i 
Tan·gshan/C'ii11:1 1, ]~ iu!i.c 11)76. Fhun\njul liuiilor dt: c:tk ft·l\d:1. dai1)ri1{~ defur111aţiilur ter('1111luî. 
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Fig. 9.36 
Bucureşti, 4 »i!trlie 1977. Cedarea total,, a stilpilor de la parterul 
U:rini ~onsm~- al_uitC_i_ struchJri de D/A, constrtutf\. înai11tc <le· lO no
iemhrie 1940. 

--'----~---'~-~--.. --~---·---. 

Fig. 9.3R 
Bucureşti, -1 martie 1977. Colaps parţ:nl n1 unei structuri de 
D/A construită înaintp d<' 10 1w!cmhrîl' l(J-iO. 

'\ 
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Fig. 9.37 
Bucureşti, 4 niartie 1977. Colaps parţial al unei structuri de B/A. :,,;'.,, 
construită· înainte de. 10 noiembriei_ 1940. ~ .. , •·. ~ 
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Fig. 9.39 

Bucureşti, 4 martt'e 1977. Pră.buşirea unui tronson al unei structuri 
de B/.-\ cu parter flexibil, construită înainte de 10 noiembrie 1940. 



Fig. 9.41l 

Hocurcşti, -J martie l<J77. Deschidcn·a unui rost 
de Sl·p~u.arc şi dislocarea unui stîlp, în dn·ptul 
:..;11prafe1ci de în1n•rupc-;(• a turntl.rii lwto11ul11i. 

l"îg. 9.-12 
Bucureşti, -J martfr 1977 . .. \:rarierea unui stilp 
armat lo11gi1L!dinal întîmpl{ttor ~i fiiră etrieri. 

Fig. 9.4 L 
Bucureşti, 4 niartic JlJ77. Cţ•tlitr('a casa111kt a 
ni11ti 11otl de cadru din B(\. 

Fig;_ -9.43 
Bucureşti, 4 martie 1977. _\-.,.ariert1a: nnui stilp 
datorită disc-ontînuităţii get..>1netrice şi într(.'rn
pCTii -armăt_urîlor neconfinate. 

Fig. 9.44 

BuCureşt-i, -I martlt' 1977. lkgradftri cu earactt·r 
ductil ale secţiunilor de la extremităţii(' unor 
grin7,i, conectat(• <•xn•111r;c cu un stilp rigid. 

Fig. 9.4(i 

Bucureşti, -:I. martfr 1977'. Hnpere ca~1.ntă. a unui 
:stilp din beton de marcă inferioară. cu armăt11ri 
<·ro11at poziţionate şi fă-ră. etri<·ri. 

Fig. 9. ➔.'\ 

Bucureşti 1 -I martie 1977. Cedarea ca~a1tt{l a 
capătnlui s1qwrior al unui stilp. din- dect11l culll
hinat al solicitfrrilor. 

Fig. 9.--IÎ 

Bucureşti, -I marlit }977. Ct•Jan· cct~ant;"t a 111111i 

stilp s11lH\inH'1lsio11a1 .şi JH•cort•sp11n1{ltur co11-

finat. 
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Fig. 9.-18 
Bucureşti, -J 111t1rlie 0 1977. ·Distrugerea casa1ită 
a unui stilp prin forf.-can•. datotită lipsei armă
turilor de confinare. 

Fig. 9.50 
Bucureşti, -J martie 1977. Ruperea unu.i 
stilp la bază din t'lectul combinat·al solici
tărilor, datorită unei confinări · locale· ne
corrspunzătoare. 

Fig. ii,➔9 
Bucureşti, -J marti,· H/77. Cedar.-a casa11tă 
i.nmui- stHp „capti',", a·,înd o confinare 
~ul".tin1e1lsio11ată. 

Fig. ~.51 
l<J77. Cil\lar., ,arilcterlstic/i, 
insuficiei1ţ ar~11ât :şi' ccill• 

Fig, 9,52 
:Supureştl, -4 ,i,artie 1977. Fracturarea peretelui unei diafragme slab armată. 

riglei de cuplare a unei diafragme, incorect ductilizată. 



Ii 

I 
li 
l' I Fig. 9.58 

Bucureşti, ~ martie 1977. Refacerea rigidităţii şi capacităţii 
· de rezi~tenţă, prin crearea unei diafragme la nivelul parterului 
· ·· flexibil. 

Fi~- 9,59 . 
Bucureşti, ~ martie 1917 • . Ri,lfacerea. 
tegtală a unui Stîlp c6mplet av1ir1a.t,• 

Dintre implicaţiile de ordin tehnic care rezultă din incertitudinile pri
vitoare la configurare şi comportare seismică a unităţilor structurale, se 

, menţionează: 
' - descentrarea poziţiilor centrelor de rigiditate C.R în raport cu centrele 
de greutate (masice) C.G, care contribuie la apariţia fenomenului defavorabil 
de torsiune generală (în mod deosebit la construcţiile avînd forme în plan 
nesimetrice (L, T, U, Y, Z) sau lamelare); 

- deplasări laterale excesi·ve, în special la structurile în cadre flexibile 
sau în diafragme cu parter deschis, care afectează componentele structurale 
şi „nestructurale" verticale, generînd momente suplimentare prin efectul 
P - â de ordinul II ; 

- transfer defavorabil al deformaţiilor între componentele verticale şi 
orizontale, prin intermediul conexiunilor, şi apariţia aleatoare a degradărilor 
lo::ale şi articulaţiilor plastice; 

- concentrarea şi localizarea soNcităraor maxime la nivelul parterului 
şi primului etaj al structurii, creîndu-se astfel posibili"tatca forinărt'i' prcma-

• tzete a mecanismelor de cedare ; 
- solicitări neuniforme în elementele verticale de rezistenţă (stîlpi şi 

pereţi portanţi) care pot produce cedări cit caracter casant; 
- tendinţe de dislocare şi chiar separarea completă a componentelor sau 

subans1mblurilor structurale, a căror rigiditate este cu mult diferită de a 
celor cu care sînt conectate (incompatibilitate elastică); 

. - degradări locale sait cedări ale componentelor structurale cu sensibili
t~ţi seismice importante, fără proprietăţi postelastice şi incompatibil aso
ciate cu ansambţul structural ; 

- dezer,ktUbrăriputernice ale unităţilor structurale, precum şi degradarea 
componentelor de rezistmţă captive, ca urmare a distribuţiei întîmplătoare 
a; elementelor „nestructurale" de tipul pereţilor de închidere şi de compar
time:p.tare; 

- amplificări datorate acordării întîmplătoare a caracteristicilor dina
mice structurale cu cele specifice mişcării seismice (spectrale); 

- definirea capact1ăţii de disipare (amortizare) şi absorbţie prin defor
maţii elastice, postelastice şi fenomene de histeresis. 

l,ncertitudini în privinţa comportării şi factorii de risc potenţiali pot 
genera şi ~roiile ·. e~stente în detaHile constructive: transmiteri indirecte ale 
Jncărc.e.ri1eir, disproporţii elastice şi dezaxări geometrice ale componentelor 
coneţtate, d:•,poziţia defectuoasă a armăturii în elemente şi conexiuni, duc
tîlizârea int.mplătoare a unor componente structurale (în special la forfe
cate sau. compre-siune), inadaptabilitate postelastică a zonelor critice da
torită confinării reduse, insuficienta aconerire cu beton a armăturilor, com-
pârtimeiitări excentrice, inexistenţa rosturilor de separaţie (sau prea înguste), 
f~nomene de oboşeală, coroziune şi degradare în timp etc. · . e Condiţ#le locale ale terenului di1i amplasament, menţionate şi în § 9.3.2, 

. prezintă numeroase incertitudini în privinţa definirii poziţiei rocii de bază, 
a ~tratigrafiei şi a proprietăţHor fizico-mecanice şi dinamice (caracteristici 

· efâ:stice, .. viteze · de propagare, perioade predominante, fenomene posibile 
;<;l,f aJJ1plificare; focalizare. şi de filtrare dinamică). lncă nu este pe deplin 

.· elucida.t fenomenul de interacţiune teren-structură, precum şi influenţa 
.• #t"11\¼i de'fundaţie adoptat. !n elaborarea proiectelor de rezistenţă există 
iî:t)că\serio.a:se. intertitudini asupra evaluării masei de teren aferente structurii 

•îi1.:;>timpt1l mişcării, precum şi asupra modului de deformare a terenului şi 
rezistenţei la forfecare în regim dinamic. De asemenea, sînt dificil de anti-
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cipat fenomenele posibile de modificare a suprafeţei libere a terenului prin 
fenomene de faliere, alunecare, tasare, lichefiere etc., care reprezintă factori 
de risc potenţiali. 

• Analiza numerică bazată pe modele mecanice şi matematice conven
ţionale reprezintă o sursă de risc dintre cele mai importante. Ipotezele care 
stau la baza modelării unităţilor structurale, începînd cu proprietăţile mate
rialelor puse în operă şi terminînd cu schematizările geometrice, conţin nu
meroase incertitudini de care elaboratorii proiectelor sînt avizaţi. Numeroa
sele metode de analiză, în domeniul elastic şi postelastic, care s-au dezvoltat 
în ultimul timp au creat confuzie şi chiar suspiciuni în rîndul beneficiarilor, 
avînd în vedere şi rezultatele contradictorii care se obţin în anumite situaţii. 
Analiza numerică nu poate fumiza certitudini cu privire la aspectele fenome
nologice, ci numai asupra rezolvărilor sofisticate din punct de vedere mate
matic prin tehnică de calcul de vîrf. în acelaşi timp metodele de dimensionare 
şi asigurare ale componentelor de rezistenţă (mai ales ale structurilor din 
B/A) prezintă încă incertitudini majore, în special in cazul solicitărilor compuse. 

• Normativele de proiectare anft'seismică sînt acte provizorii (cu caracter 
tranzitoriu) în care se stipulează procedee de calcul simplificate şi măsuri 
constructive corespunzătoare, pe baza experienţei acumulate într-o anumită 
perioadă de dezvoltare a ingineriei seismice. în asemenea norme intervin 
numeroase incertitudini şi factori de risc cu privire la modul simplist în care 
sînt evaluate caracteristicile mişcării seismice şi ale structurilor, influenţa 
terenului de fundaţie, capacitatea de amortizare, precum şi nivelul forţelor 
de proiectare bazat pe comportarea elastică a ftructurilor. 

• Starea efecti'vă a construcţz"ei, în momentul producerii cutremurului, 
prezintă multe incertitudini cu privire la conseITarea în timp a caracteristi
cilor structurale şi funcţionale ale construcţiilor. În decursul timpului, pro
prietăţile fizico-mecanice se alterează, înregistrîndu-se degradări ale ele
mentelor de rezistenţă ~i prin fenomene de curgere lentă (sau fluaj), coroziune, 
oboseală etc., ceea ce contribuie la modificarea răspunsului aşteptat, precum 
şi la comportarea întîmplătoare pe durata mişcării seismice. 

• Cercetarea teoretică şi experimentală, cu toate progresele înregistrate, se 
confruntă încă cu incertitudini care pot deveni importanţi factori de risc 
dacă extrapolarea rezultatelor obţinute nu se face cu discernărnînt. Investi
gaţiile efectuate pînă în prezent n-au condus încă la un concept unitar şi 
general cu privire la stabilitatea unui model de calcul care să reflecte com
plexitatea fenomenelor care guvernează comportarea reală a structurilor, 
indiferent de configuraţia şi particularităţile constructive. 1n multe situaţii, 
efectele cutremurelor au infirmat modelele de analiză propuse de.cercetările 
efectuate pe machete sau pe prototipuri. încă nu au fost clarificate în sufi
cientă. măsură proprietăţile postelastice şi histeretice ale componentelor 
şi unităţilor structurale, aspectele energetice cumulative, degradările con
trolate, mecanismele optime de cedare ultimă etc. la acţiuni ciclice intensive. 
Analizele probabilistice şi studiile parametrice vor putea în viitor să dea un 
răspuns favorabil numeroaselor problemerămase în domeniul incertitudinilor. 

• Calitatea execuţiei' şi' materz'alelo1', aşa cum rezultă din . întreaga lite
ratură de specialitate, deţine primul loc în privinţa incertitudinilor şi fac
torilor de risc, întrucît este responsabilă în majoritatea cazurilor, de. marile 
dezastre înregistrate. 1n acest sens, dacă în procesul de execuţienu·se i::espectă 
cu rigurozitate calităţile materialelor şi tehnologiile de realizare prevăzute, 
proiectul va reprezenta o construcţie convenţională, fără corespondent în 
realitate. Principalii factori de risc şi de incertitudine în comportare pro-
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vin din abateri geometrice peste limitele tolerabile, _transportul şi punerea î~ 
operă a betoanelor în con~iţii climatic~ ne~avorab1le, s_eş-rega:ea beto!lu!m, 
ancorări insuficiente, înnădirea armăturilor m. zonele cnt1ce, hp~ etnenlo~ 
sau deplasarea acestora, noduri nearmate, ~ntreruperea_ t1;rnarn betonului 
în secţiuni periculoase, închiderea unor rosturi de s~paraţ1e mtre _tronsoanele 
clădirilor etc. în aceste condiţii ingi_ner_ul sţru~tunst_ c~mcepe_ ş1 calcu!ea:~ 
de fapt un desen de construcţie, dtrma îi atnbme apnon anum1ţe propnetaţ! 
materiale. Dacă preved~rile proiectu}ui 1:u sî~t _respec~ate c~ stricteţe: atun~1 
ciclul proiectare-execuţie nu se Ya ~nch1de mc1odată m favoarea rez1stenţe1, 
stabilităţii şi durabilităţii structurilor. . . . _ 

0 Pregătirea J?:ofesionalii -~ celor. investiţi cu responsab1_htatea p_ro1ec
tării sau executăm construcţnlor rezistent~ l~ c~tre~ure_. VL1psa unu_1 per
sonal calificat în activităţile spccifiCf~ d~ mgmene selS1!)1Ca s-a ma1;11festat 
negativ în multe ţări situate în zone_ s~1sm1ce. Tr~nsm1t_ere~ cunoştmţelor, 
cu caracter general sau de strictă sp~c1ahtate, trebuie realizata de la pr~mele 
trepte ale învăţămînt~lui tehnic _şi contin~ate, p__rin selecţie, p_în_ă la cursu'.1le c~ 
caracter postuniversitar. Pra_ct1ca _a a:atat c,:i- slaba pregat1~e ţ>rofesi_ona_la 
a provocat uneori daune m~1 mar! chiar deCit fenomenul se1sm1c ca dta1e, 
reprezentînd un factor de ns:: maior. 

9.9.2. Factori subiectivi de incertitudine şi de risc 

Experienţa internaţională a cutremu!elor :puternice a pu_s_ Î:1 evidenţă 
existenţa unor factori de incertitudine Ş! de r!sc. necontrola~1li m pr~c~sul 
iniţial de elaborare a proiectelor de rez1ste1:ţ,t ş1 de execuţie a lucranlor. 
Din păcate, numai consecinţele nefaste, _uneon deza:truoase, al~ c1:tremurelor, 
au permis identificarea acestor faeton, asupra carora este mea destul de 
dificil de acţionat. . . . . . . . . v • 

Dintre factorii de ris:: ş1 de mcert1tud!?e sub1ect~n _se menţ10neaza cei 
mai frecvent semnalaţi pe baza inYestigaţ11lor postse1sm1ce: .. 

• Gradul de aglomerare al construcţiei în momentul producem cutre-
murului. . 

. • Momentul producerii cutremurului (ziua, noaptea, anotnnpul etc.). 
• Panica generată de efectele psihofiziologice. 
0 Educarea „seismică" a populaţiei, în wderea cunoaşterii măsurilor 

minime de prevenire a unor accidente. 
• Superficialitate şi incompetenţă profesiona~ă. . 
• Frauda personalului care asigurrt calitatea ş1 cantitatea materialelor 

puse în operă. . .. 
• Decizii eronate ale factonlor responsabili (de cl('.cizic ). 
• Accidente de circulaţie (rutiere sau C.F). 
• Incendii, explozii sau inunda ţii. 
• Alunecări masiw de terenuri. 
• Nesincronismul accentuat al ~işcării seismice, care poate produce 

descentrări importante ale constr~cţ11_lor. . . 
Toţi factorii de ris:: şi de incertitud_1r.i.e _au ~aracter aleator._ -:'~~aliza ace;

t poate fi abordată pe baze probab1list1ce, m vede_rea stab11Iru unor 1;11a
or~ ncrete care să contribuie la limitarea sau evitarea efectelor sociale sun co „ t 

şi economice negative, la un v11tor cu remur. 
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9.10. UNELE osshvAŢII ŞI CONCLUZII 

Experienţa seismică din ultimele decenii a contribuit în mod substanţial 
la progresul ştiinţific şi tehnic în asigurarea protecţiei antiseismice a con
strucţiilor. Cei mai importanţi factori, cu rol hotărîtor în privinţa compor
tării favorabile a unei structuri sînt reprezentaţi prin conceptul de bază al 
configurări"i iniţi"ale a sistemului de rt;dstenf ă, caUtatea materiale/or şi corec
titudinea execuţiei. 

ln toate etapele de decizie asupra criteriilor şi parametrilor care intervin 
în evaluarea nivelului de asigurare sau riscului seismic, se vor avea în vedere 
conscc-inţele soci"ale şi economice ale unui viitor cutremur. Protecţia antiseismică 
a construcţiilor constituie o activitate colectivă la care îşi aduc contribuţia, 
pe lingă inginerii constructori, seismologii, geologii, geofizicienii, geodezii etc. 

Recentele evenimente seismice, printre care şi cutremurul din România 
din 4 martie 1977, au arătat că tratarea corectă din toate punctele de ve
dere a unei structuri (în corelare directă cu intensitatea cutremurului şi con
diţiile locale de teren), poate asigura o comportare satisfăcătoare a co;:f:ruc-
ţiei chiar la acţiuni mai intensive decît cele aşttptate. fi'•· 

Realizarea construcţiilor rezistente la cutnmure puternice, care să prote
jeze în condiţii de siguranţă ,·ieţile şi bunurile materiale, rtprezintă un act 
moral care implică atît responsabilitate tehnică, cît şi sodală. şi economică; 
unde incompetenţa şi improvizaţia tehnică sînt total excluse. .• . 

Proiectarea antiseismică a strncturilor (indifermt de importanţa sau 
destinaţia acestora) este o operă de creaţie şi concepţie, care pretindedin 
partea celui angajat într-o asemenea adivitate ,·aste cunoştinţe teoretice şi 
practice şi o probitate profesională desăvîrşită. 

Spre deosebire de proiectarea structurilor în concept gravitaţional, . în 
procesul proiectării antiseismice intervin judecăţi şi interacţiuni atît. de 
complexe încît, de fiecare dată, proiectantul se află în faţa unei situaţji unice 
a cărei tratare individualizează, nu numai construcţia respectivă, ci şi pe 
creatorul ei. , . 

Cerinţele referitoare la pregătirea profesională multHaterală a ingi,nerifor 
de concepţie reies şi din remarca făcută de. profesorii N.M. Newm.ark şi 
E. Rosenblueth [147]: J/ a civil engiueer is to acqt1ire fruftful ,·xperie11c.e in a 
briej span of tinte, expose Jzi11t to toncepts of earthquake rnginee,:ing1 no. 
matter ~f /ie is later not to work in earthquake country" (Dacă un inginer 
constructor vrea să acumuleze experienţă fructuoasă într-un interval de 
timp scurt, el trebuie să-şi însuşească conceptele ingineriei seismice, chiar 
dacă nu va lucra ulterior în acest domeniu). 

Paradoxal este faptul că mişcarea seismică reprezintă unicul eveniment 
natural în timpul căruia omul îşi părăseşte propria sa creaţie . .-\xînd în ved;ere 
aria de proliferare şi proporţiile unor posibile distrugeri, efectel~ devasta ... 
toare şi psihologice ale cutremurelor puternice nu pot fi con1parate .cu nici 
o altă calamitate naturală sau chiar artificială. · 

Asigurarea integrităţii unei construcţii pe t:mpuluhui cutremutdepjnde . 
de numeroşi factori cu caracter mai mult sau mai puţin. obiectiv . .Nicîociată 
însă nu se vor putea justifica, prin argumente şf criterii economice, dezastrele 
şi tragediile umane. ' 
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10 
EVALUAREA CARACTERISTICILOR ELASTICE 
ŞI DINAMICE ALE STRUCTURILOR 

În vederea efectuării unei analize seismice directe, se vor prezenta unele 
metode şi procedee aproximative de calcul care permit evaluarea principa
lelor caracteristici structurale, în limite acceptabile de valabilitate. 

Exprimarea răspunsului seismic prin efectuarea unei ana.lize dinamice 
în timpul istoric al aplicării acţiunii, prin aplicarea teoriei spectrelor. de răs
puns sau pe baza normelor avansate de protecţie. antiseismică, necesită 
determinarea prealabilă a valorilor (perioade, frecvenţe, pulsaţii) şi vectorilor 
(forme) proprii, care reprezintă caracteristici dinamice proprii ale structuri
lor. Din studiul sistemelor cu mai multe grade de libertate (nGLD). prez~ntat 
în capitolele 3 şi 4, a rezultat că determinarea valorilor şi ,·ectorilor proprii 
se bazează pe cunoaşterea caracteristicilor •el.a.sti~e •structurale definite. n.rin 
matricele de flexibilitate sau de rigiditate. De as.emenea, în operaţia. de distii
buţie a forţelor seismice la componentele cons#tutive ale structurF de r:~isteh-
ţă, intervin caracteristicile elastice ale.elementelor structurale a:s0ţîâte> în cazul.· 
structurilor etajate acţionate de forţe orizontale, cea ntai semnificativă caracte
ristică elastică o reprezintă rigiditatea, întrucîtoferă o imaginexnăi clârăasup:ra 
proprietăţilor de deformabilitate ale modelului dinamic aµoptil:t. !n g~neral 
se. poate afirma că mărimea şi distribuţia rigidităţilor Jaterale (pe .dit:ecţia 
GLD) constituie factorii esenţiali care guvernează comportarea de â.nsamblu 
a unei structuri la acţiuni orizontale provenite din mi~ăti seÎSn).ÎCe, . v;int 
în rafale, explozii e_tc. De altfel, proporţi?nclrea şi dimens10~1rea. rigidităţilor 
elementelor de rezistenţă, a substructur1lor ,co:mponente Şf m final a str,:tc-
turii în totalitatea sa, definesc configuraţia .. · elastică a. sişterp.ulµi. din1:1m,ic. · 

în cuprinsul acestui capitol vor fi.expuse t1ne:le metode şi prosedeeclireete 
pentru calculul rigidităţilor lateral~,; perioadtµoqdonnelor pioprifde vit:ira:.: 
ţie. Scopul final al acestor formulări, cu caracter aproximativ. constUn sm;tpli
ficarea operaţiilor numerice în proiectarea antiseismică bazată pe conceptul 
de prescripţie de calcul, precum şi în furnizarea unor valori iniţiale la proiec-
tarea preliminară a structurilor speciale. · 

10.1. RIGIDITĂŢI RELATIVE DE NIVEL ALE STRUCTURILOR PLANE 

Definirea riguroasă a caracteristicilor de rigiditafi: îh raport cu c'oordo1;1a• 
tele dinamice ale modelului elast.ic ,adrois petitm ·strµcturţle. plaţte a J(,).St 
expusă în capitolul 1. Rigidităţţle ~nujsistei:n; el9:!iti~t~otâ;ţe pt:iri.~/t~rezjntă .. 
în general un ansamblu de acţium cu caracter · att1~:qlar ca~e prodt1ce\de))l1:1• 
sări egale cu unitatea pe anumite direcţiU:m I , .. lllt!'lldt o~ţ.î.V,cţuţţ~.~.o~t~ ···•· 
defini ca o asociere a unor elemente de rezis . ~ c~p.o.~~te, ~ţr~ tţ:1,um:ît 
sistem specific de conexiuni,. rezultă ,că pot ffpuse în ţvîden~ tteiAafegotţi . 
de caracteristici de rigiditate, şi anUllle: ngîdît.aM.~. ele~til (fig, l<M, q), 
rigi'ditate de substructură sau subansamblu strucţurd (fig; 10.t, b) şi riguUtate 
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- - -

1 Rki ... - -
a b C 

Fig. 10.1 

de structură sau ansamblu structural (fig. 10.1, c). în categoria rigidităţilor 
. d.e substructură (parţiale) se încadrează şi ri~i~~tăţil~ relative ~e nivel,. de?arece 
permit caracterizarea completă a comportarn unei structun la acţiuni Jate-
tăle. . 

10.1.1. Structuri în cadre formate din bare drepte 

Se consîderă structura etajată din figura 10.2 avînd n niveluri (k = 1,2 ... 11} 
şi 111, şiruri de stîlpi (s = 1,2, ... ":)• acţionată lateral ~e dir~cţi~ gr~~e~or de 
libertate dinamice (GLD) cu un sistem de forţe F1,:. Prm definiţie, ng1d1tatea 
relativă dintre două niveluri consecutive k şi j, numită şi rigiditate relativă 
de.nipd/reprezintă raportul dintre forţa tăietoare de etaj &r1t şi deplasarea 
reijtivă·~1, dintre nivelurile k şi j, adică 

R - 8f11c • 
u-

!!,.kJ 

Din. această definiţie .rezul
tă că .rigiditatea relativă de 
nivel depind~ de încărc~rile 
laterale efectn-e, precum ş1 de 

· c;onfiguraţia deformatei siste
mului structural. Cu toate aces
fţa., rigklitatea relativă de ni
vel 1poa.te fi definită indepen
dent de sistetnul de acţiuni 
Îaterâle," prin forţa tăietoare 
.localizată la .etajul (j, k) care 
produc~ o. deplasare relativă 
între nivelurile k şi j egală cu 

n 

1 ... {s) ... m 

Fig. 10.2 
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I 
·. 1 ... (s). .. m 

Fig. 10.3 

unitatea (A1-1 = 1). Această ultimă definiţie corespunde sistemului particular 
<le forţe admis în figura 10.3. 

Conceptul de rigiditate relativă de nivel, în analiza elastică a structuri
lor etajate acţionate de forţe orizontale, a fost introdus pentru prima dată 
<le T. Naito (142] în Japonia. Studii ulterioare în această privinţă au fost 
elaborate de K. Muto [139], J. B. Wilbur [201], J. A. Blume. N. M. Newlli.ark, 
J. A. Coming [28], C. Palacios (152], Em. Tiţaru, Al. Cişmigiu (191], B. Car
<lan [37], M. Ifrim [94], [96], [99], [101], [104]. 

Cunoscînd rigidităţile relative de nivel, se poate genera matricea de rigi
<litate laterală a structurii şi de asemenea se pot determina direct deplasările 
-0rizontale relative şi absolute produse de orice sistem de acţiuni laterale: 

,. 

unde 

xk = x1 + Â1;1 = E A; ,_1 
j=l • 

A - /11-1, ' ( . I 2 ) ,.,.,, ,_1 - R i = , ' ... 
l, fc.l 

(10.1) 

Pe baza anumitor modele elastice simplificatoare, unii autori au stabilit 
expresii directe pentru calculul rigidităţilor relative de nivel ale structurilor 
etajate plane, formate din bare drepte cu secţiune constantă. Aceste formule, 
accesibile aplicaţiilor numerice din proiectarea antiseismică a structurilor 
în cadre şi satisfăcătoare în cazul sistemelor cu configuraţie obişnuită, au fost 
propuse de K. Muto [139], J.B. Wilbur [201], J.A. Blume, N.M. Newmark, 
J.A. Corning (28], [29] şi M. Ifrim [94], [99], [101]. 

în tabelul 10.1 sînt prezentate formulele care permit eYaluarea directă 
a rigidităţilor relative de nivel, e:\.-primate într~o formă unitară pe baza trans
formărilor şi notaţiilor care se expun în continuare. 

Rigiditatea relativă de nivel a unui stîlJ? s oarecare, cuprins între etajele 
k şi j ale structurii din figura 10.2, se exprimă prin următoarea relaţie: 

Ri•;1 = Ai,•J Ri,1( oo ), (10;2) 

unde I?ti ( oo} defineşte rigiditatea stîlpului ~ în cazul în care nodurile (k, s) 
şi (j, s) au numai deplasări de translaţie {fără să se rotească), ceea ce cores
punde situaţiei în care grinzile ar fi perfect rigide (cu rigiditate infinită), iar 
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NR. I 

2 

3 

NUMELE AUTORULUI 

K. MUTO 

J. B. WILBUR 

J. A. BL1JM.E 
N,M. NEWMARK 
J. A.. CORNING 

SCHEMA DE CALCUL 

k 
0 (sl 
.) jk 

J 

1 is) 
Q 01 

1 

o 

s 

s 

s 

s 

s 

s 

{ k,s) 

(j, s) 

( k,s) 

I L sl 

( k,s) 

( j, s) 

TABELUL 10.1 

EXPRESIA FACTORULUI AW 

o,5 + P~? 
2 + ;;M> 

o,5 PM> 
I + 2p~t> 

1 - 0,5(d):l + d\'.l-1 + 
+ dl)) + dl'.k+1) 
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NR. I NUMELE AUTORULUI SCHEMA DE CALCUL 

s 

k 
~ (s) ( k,s) 

jk ( j' s) 

J 

s 

1 
.M. IFRIM 

gts) 

Q 01 

s 
1 

( 1,s) 

o 

TABELUL 10.1 (continuare) 

EXPRESl.-ls FACTORULUI A~j1 

1 - 0,75(dW+ dt;1 -

- dj~1dWJ 

1 - 0,75dj:~ 

0,.25(1-di'.~) 

AW reprezintă factorul de corecţie prin care se introduce influenţa rotirii 
nodurilor (k, s) şi (j, s), datorită flexibilităţilor efecth·e ale grinzilor şi adefor
mabilităţilor stîlpilor de la etajele adiacente celui analizat (j, k). Definirea 
acestor mărimi rezultă şi din figurile 10.4, a şi b. 

/;}5 l-1 k"-
' J 

R~/ (k,s) 
R(sJ 

ki(<X>) 
-~ ..... 

® 
ljk 

CD r ) J,S 

(s) a ~ . : . 
Fig. 
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~is)_1 k·-
~ 
I l 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
l 
l 

;b 
10.4 

b.=1 
i- .. r 

Re~ I .. 
l 
I 

lo 
! 

1 /T777.,, 

C 

Pentru simplificarea expresiilor de calcul ale rigidităţilor relative (10.2), 
se vor introduce următoarele notaţii cu privire la exprimarea caracteristi-
cilor" geometrice şi elastice ale structurii: • 

IW = kWI O - momentul de inerţie efectiv al stîlpului s de la etajul (j, k) : 
lr,, = A1i 0 - distanţa dintre nivelurile j şi k, egală cu înălţimea eta

jului (j, k) considerată constantă la fiecare nivel; 
kl•) PW = _.i.!.. - r~giditatea convenţională (adimensională) a stîlpului con-
AJk · siderat. 

În aceste notaţii, I O şi l 0 reprezintă mărimi arbitrare, de referinţă, pentru 
momentele de inerţie şi pentru barele structurii. Prin utilizarea acestor nota
ţii rezultă: 

(10.3) 

iar prin înlo::uire în relaţia (10.2) 
(s) 

R (B)_ P;k 4(s)R - v(S)R 
ki - - • ki O - '•ki O· 

"J,,fk 
( 10.4) 

1n expresia (10.4) s~a notat cu 

R = 12El0 , (lO.S) 
0 l5 

rigiăitate11, absolută de referinţă (dimensională) a stîlpilor, aşa cum rezultă 
şi din figura 10.4, c, iar cu 

(10.6) 
<•) ..,.,c,) - P;k A (s) 

Jkj - kj I 

Âfk 

t;oeficientul de rigiditate relativă de nivel (adimensional) corespunzător stîl
pului s situat între nivelurile k şij. Coeficientul (10.6), care depinde de carac
teristicile geometrice şi elastice convenţionale, se calculează prin intermediul 
fa,ctorului de corecţie Alj>. Evaluarea numerică a acestui coeficient se face 
cu relaţiile dateîn tabelul 10.1 _ . 

Rigiditatea relativă a tuturor stîlpilor situaţi la etajul (j, k) rezultă 
m 

R - °"R<•> k} - LJ ki · 
•=1 

(10.7) 

Dacă se ţine seama de relaţiile (10.2) şi (10.4) se obţine expresia generală 
a rigidităţii relative totale de nivel, 

"' 
RkJ = E Ai}> R/:i( CX) ), (10.8) 

•=I 
sau 

"' 
Ri,1 = E riW Ro = TikJRo, (10.9) 

s=l 

unde 
(10.10) 

reprezintă coeficientul de rigiditate relativă totală de nivel, corespunzător între
gului etaj (j, k). 
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Utilizarea expresiei ( 10.9) în aplicaţiile numerice este mai semnificativă 
întrucît pune îq evidenţă variaţia rigidităţilor relative de nivel în funcţie 
de coeficientul adimensional ·'ikJ ( 10.10). 1n vederea proporţionării rigidită
ţilor relative de nivel pe înălţimea unei structuri, operaţie necesară la sta
bilirea configuraţiei structurale preliminare, coeficienţii 'IJ permit identificarea 
dementelor de rezistenţă a căror rigiditate proprie ar urma să fie modificată. 
ln acest mod se poate asigura o distribuţie raţ:onală a rigidităţilor laterale 
şi evitarea unor discontinuităţi elastice, ceea ce contribuie la buna compor
tare a structurii în ansamblu la acţiuni seismice puternice. 

Pentru a putea aplica şi compara expresiile factorului de corecţie propuse· 
de autorii menţionaţi în tabelul 10.1 a fost necesară unificarea tuturor nota~ 
ţiilor care intervin. 1n acest sens, ţinînd seama de schtma prezentată în fi
gura 10.5, simbolurile utilizate în tabelul JO.I au următoarele semnificaţii: 

- în formulele propuse de Muto 
(k) + (k) + (i) , (i) -(,)_P.,-1., Ps.scJ P,-1,,-P,,,+1 

P;k - 2 <•) • 
P;1r: 

(10.11) 

,(!) + (1) p(,) _ t's-1,, P,, r+l 
01- (s) 

Fui 
( 10.12) 

k O---- · __________ k+1,s ----------------·[J 
1 I i 

I I 
l I 
I + I -
I • -x I -~ 
I v, .::tt! ~ ..x:."" I f'-
: -~-- ~ I ~-~ 
I I 

I ~ (k) f (k) I 
s-1,s s,s+1 

k,s ,-.---------,i 

CD i 
j-1 

Fig. 10.5 
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·~,1~ ..... _,. __ r 

- fo formulele propuse de Wi'lbur, Blume şi Ifrim 

· unde 

(s) 

d (s) - _fi'!__ 
Jk -Bp' 

(), S) 

""' p _ p(i) + p(j) + ,(,) + (s) L.J - s-1,s s,s+l t"f-1,i F;k 
(J, s) 

""' _ (k) + (k) + (,) + (s) L., P - Ps-1, • fl,, s+l P;k Pk, k+l 
(k, s) 

(10.13) 

(10.14) 

(10.15) 

. Relaţiile (10.~3) "au .s~~n__if~caţia unor _coeficienţi de di~tribuţie, iar (10.14) 
ş1 ( 10.15) .re:pre~mta. ng1d1taţ1le convenţ1o~ale ale nodunlor (j, s) şi (/?, s). 
Pentru stllpu s1tuaţ1 la parterul structuru rezultă 

unde 

c(•I 
d(s) _ , Ol 
10-~' 

L., p 
(1, S/ 

""'p _ p(l) + F(l) + ,(s) + p(.,) LJ - s-1, S 8, s+l t"Ol l:.? · 
(I, s) 

(10.16) 

( 10.17) 

În general, formulele propuse de ?\Iuto, \\'ilbur şi Blume dau rezultate 
satisfăcătmre cînd la fiecfire etaj este îndeplinită relaţia 

Lp (grinzi) 0 _ 
-----~ ,J 
Lp (stîlpz) 

(10.18) 

Formulele de la poziţia 4 din tabelul 10. l au un domeniu mai larg de apli
cabilitate fără a se cere restricţii atît de seYere în privinţa raportului (10.18). 
Se impune condiţia ca momentele din stîlpii ficcftrui etaj sCt s:himbe de semn, 
adică să existe puncte de inflexiune pe înălţimea tuturor stîlpilor. Aplicaţiile 
numerice efoctuate [99], considerîndu-se o ,·arietate de tipuri de structuri 
etajat~ cu configuraţii obişnuite, au demonstrat d rezultatele cc se obţin, 
prin utilizarea acestor formule difer{t cu circa 5';•~ de cele obţinute printr-un 
calcul exact. Se menţionează faptul d toate operaţiile de calcul, avind un pro
nunţat caracter elemc-ntar, se pot efectua sistt"m:itizat dire,·t p:· s·:henu geo
metrică a structurii, as3. cum rezultă din exemplul ele calcul de la sflrsitul 
capitolului. ' ' 

În situaţia p:i.rticular{1 şi ipJteticft a structurilor cu rigldc IL·rfcct rigide 
(I = oo) relaţiile de mai sus de\'in 

Al1 = 1, 

şi în consecinţă, expresia rigidităţii relatin totale de ni,·el se reduce la forma 
simplă cunossută. în cazul structurilor etajate obişnuite, totdeauna 

o < Ai:;' < 1. 

Toate expresiile de calcul conţinute în tabelul 10 .1 sînt deosebit de simple 
şi uşor de aplicat, furnizînd rezultate satisfăcătoare din pmct de vedere 
ingineresc. Utilizarea lor, m„i ales în conformarea elastică p,eliminară a struc-
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turilor, contribuie la evitarea unor operaţii de calcul laborioase care la- rînduJ 
lor pot constitui surse de erori. 

Un studiu comparativ asupra expresiilor propuse pentru determinarea 
rigidităţilor relative de nivel, precum şi definirea limitelor de ·valabilitate 
ale acestora a fost făcut în lucrarea (99]. 

10.1.2. Structuri în diafragme perforate 

în lucrarea [104] au fost stabilite relaţiile directe de calcul care permit 
evaluarea aproximativă a rigidităţilor relative de nivel ale structurilor etajate, 
alcătuite din diafragme perforate (cu goluri), din beton armat. Principalele 
ipoteze admise au fost următoarele: diafragmele au în general o geometrie 
uniformă, golurile sînt centrate pe Yerticală, înălţimea etajelor egală, µumă
rul de niveluri suficient de mare (intervin şi deformaţiile de încovoiere)/punc
tele de inflexiune se află la mijlocul deschiderii buiandrugilor, structura 
planşeelor este perfect rigidă în plan orizontal (disc rigid), iar comportarea 
pereţilor şi buiandrugilor se situează în domeniul elastic. Caracteristfoile 
geometrice ale elementelor structurale; precum şi notaţiile folosite sînt date 
în figura 10.6. 

La stabilirea expresiilor de calcul ale rigidităţilor relative de :nivel· s-au 
luat în considerare atît efectul deformaţiilor de încovoiere şi de lunecare, cît 
şi influenţa rotaţiei secţiunilor trans,·ersale ale pereţilor (m1n:µţi şi şpaleţi) 
de la nivelul fiecărui planşeu. . ·•. · 

Pentru calculul rigidităţilor relative dintre două niveluri consecutive, 
corespunzătoare unui singur şpalete s, ţinînd seama şi de contribuţia buian
drugilor, s-a stabilit o relaţie asemănătoare cu (10.4} 

Rl,'},,z == 12EI, Al:;t.,, 
Ji3 

unde, factorul de corecţie Al,"iţ, 1 are expresia: 
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4~1 l 
• n,vel = J ( d ,2 35 ( J ) 

4 + 6(1- z,)- - 12ix, -J + 2 2 
h h h A, 

Parametrul a., care intervine în (10.20) se calculează astfel: 
- pentru şpaleţii marginali (fig. 10.6, b) 

1 
a.1 = ---~1,...-.----= , d = d1, 

__!_ ~(__!)+ 2d 
12 dh2 Ib li 

- pentru şpaleţii interiori (fig. 10.6, c) 

a., = 1 b3 ( t) 2d ' d == i (d; + d:.). 
-- - +-24 dh2 Ib . h 

Pentru întreaga diafragmă, rigiditatea relativă totală de :nivel va fi 

(10.19) 

(f0.20) .. 

(10.21) 

(10.23) 

NUMĂRUL PEREŢILOR 

i 
BUIANDRUGILOR 

b C 

Fig. 10.6 

10.1.3. Structuri în cadre cu pereţi asociaţi 

în situaţiile în care structurile în cadre sînt prevăzute cu p<!reţi de zidărie 
cu capacitate de rezistenţă la acţiuni laterale, în stadiul elastic de compor
tare irli;ervine şi influenţa rigidităţii acestora. Rigiditatea relativă de nivel 

· totală se. va exprima prin relaţia [99=: 

(10.24) 

unde Ri, reprezintă contribuţia structurii (10.7), iar R[1 contribuţia pereţi
le>r de zidărie la rigiditatea relativă totală, avînd în vedere realizarea unei 
conlucrări· intime cadru-perete. 
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Dacă se consideră în mod aprox:mativ numai influenţa deformaţiilor 
de lunecare, expresia rigidităţii relative a unui perete de zidărie situat între 
niwlurile j şi k rezultă 

(10.25) 

în care s-au introdus notaţiile: 
A,,,, suprafaţa netă a secţiunii transversale prin pereţii de zidărie 

de la etajul (j, k); 
G, modulul de elasticitate transversală a zidăriei; 
c coeficientul de formă al secţiunii, care în cazul formelor dreptun

ghiulare are valoarea 1,2; 
ha înălţimea efectivă a pereţilor de Ia etajul (j, k). 
Pentru pereţii din zidărie de cărămidă se poate admite G, ::::: 0,25 E, (E, 

reprezentînd modulul de elasticitate longitudinală), încît formula (10.25) 
de,·ine 

R'.~ O 2 E,Anet • 
k1- , 

h;k 

Influenţa pereţilor de zidărie asupra rigidităţii relative 
pusă. în evidenţă dacă relaţia (10.24) se scrie sub forma 

n• D (1 R~;) Y R .l.\kj = .ll,1;; + -;, - === l:ki J.:J, 
A,; 

în care coeficientul 

.,, 1 I Rf,; ,.-1 = ,--, 
Rkj 

(10.26) 

totale poate fi 

(10.27) 

!10,28) 

are semnificaţia unui factor de participare a zidăriei la rigiditatea relativă 
totală. În general Ski > 1, iar în cazul in care pereţii nu mai conlucrează 
cu structura de rezistenFt sau sint deja fisuraţi, ca urmare a unui cutremur 
violrnt, factorul de participare devine egal cu unitatea (~kJ = 1) şi deci R{; = 
= R1; 1, Această situaţie rezultă extHm de periculoasă dacă conlucrarea 
pereţilor cu structura a încetat în primele secvenţe ale unui cutnmut, deoa
rece solicitările seismice urmrnză a fi preluate integral de structura propriu
zisă. De aceea, introducerea influrnţer pereţilor de zidărie în analizele anti
seismice trebuie să se facă cu mult discernămînt şi precauţie, pn:văzîndu-se 
mftsuri corespunzătoare de asigurare a conlucrării, atît în domeniul elastic_, 
cît ;,i în cel postelastic (prin înrămare sau armare), pe toată durata mişcării 
seismice. Este evident di rigidităţile relative de nivel ale unei structuri cu 
pereţi din zidărie portantă se ,·or putea determina în mod aproximativ cu 
relaţia ( 10.26). Problemele speeifice asocierii structurilor în cadre de beton 
armat cu pereţii de zidărie, pIEcum şi efectele interacţiunii elastice şi dina
micr, sînt tratate, în rr:od aprofundat ~i sub toate asp(ctele, în lucrarea [42]. 

* * * 
În privinţa <leterminrtrii caracteristicilor iniţiale (geometrice şi fizice} 

ale 5tructurilor care intervin în calculul rigidităţilor relatin de nivel sînt 
necesare unele precizări care se prezintă în continuare. 

• în cazul solicitărilor dinamice de scurtă durată, specifice acţiunilor 
seismice, modulul de elasticitate longitudinală al betonului creşte cu 15 ... 25% 
faţă de cel corespunzător solicitărilor statice. 
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• Dacă o structură în cadre de 
beton armat este proiectată la acţiuni 
seismice puternice, iar grinzile au un 
factor de ductilitate µ ;;:i: 4, efectul 
fisurării betonului conduce la o redu
cere a momentelor de inerţie, în special 
în elementele orizontale de rezistenţă. 
Reducerea momentului de inerţie ini
ţial, ca urmare a procesului de fisurare, _, 
de-µinde de mulţi factori dintre care se ~ ..... ::, 
menţionează: clasa (marca) betonului, ..,: .., 
cantitatea de armăturri întinsă şi corn- ~ ~ 
primată (procentele de armare), rapor- o ::;:; 

tul dintre modulele de elasticitate longi- ~ <( 

tudinală ale oţelului şi betonului, soli- :i: 

citările maxime efective etc. ln medie, ~ 
se poate con5idera că momentul de 3 
inerţie al secţiunii fisurate se obţine 

h/4 

prin reducerea momentului de inerţie 
al secţiunii iniţiale (nefisurate) cu 15 ... 
... 25% [103]. ln această situaţie, se 
poate considera în mod aproximativ 
că rigiditatea secţională la încovoiere 
El a grinzilor nu se modifică faţă de 
valoarea iniţială . 

• Schematizarea geometrică a ba
relor unei structuri, în special cînd 
stîlpii şi grinzile au dimensiuni impor-
tante, poate fi făcută prin adoptarea 

LUNGIMEA DE 

CALCUL A GRINZII 

Fig-. 10. 7 

lungimilor de calcul date în figura 10.7 '.140:. Se remarc:t în schema din fi
gura 10. 7 existenţa unei zone rigide în interiorul nodului care nu particip:t 
la deformarea cadrului în ansamblu si la transferul deforma tiilor de la clemen-
tele verticale la cele orizontale. ' ' 

• Deschiderea de calcul a buiandrugilor diafragmelor cu goluri se poate 
admite identică cu cea a grinzilor (v. fig. 10.7). 

10.2. METODE ANALITICE SIMPLIFICATE 
PENTRU CALCULUL PERIOADELOR PROPRII DE VIBRAŢIE 

Problema generalri cu privire la .determinarea valorilor ~i nctorilor proprii 
a fost formulată în capitolele 3 ~i 6. În cazul particular al structurilor plane 
multietajate, formate din bare drcfte cu secţrnne constantă, au fost elabo
rate de diferiţi autori unele metode şi procedee simplificate pentru calculul 
perioadel<)r proprii de vibraţie, ţînînd seama de specificul acestor structuri. 
Bazate pe o analiză dinamică c.proximati\'ft a ,·ibraţiilor proprii, expresiile 
analitice care vor fi descrise succmt în cuprinsul acestui paragraf, pot fi folo
site cu succes mai ales în situaţiile în care nu se impune o analiză dinamicft 
riguroasă. Cnele din aceste exprcsii de calcul au limite de nlabilitate rcstrînse 
şi de aceea pot fi aplicate numai la rezolvarea unor structuri de importanţă 
redusă. Aşa cum Ya rezulta, o snie de formulări analitice au ur.. caracter mai 
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general, î~cît pot furniza rezultate ~ai_ :prec!se în pro~ectarea preliminară 
a structurilor sau pot reprezenta valon m1ţ1ale mtr-o anabză numerică e..xactă." 

_ 1n anum~t: sit~aţii, utilizarea P:ocedeelor aproximative se justifică şi 
p_rm ţa:ptul ca 111:seş1 meto_d:l~ denumite ~x~cţe au_ I:i bază o_ serie de ipoteze 
s1mp~1hcatoa:c ş~ schemat~zan al~ caractenst1c1lor flZlce, elastice şi geometrice, 
unanm1_ admise m mecanica aplicată. Se vor prezenta, în ordinea alfabetică 
a a~tonlor, ~cele metode simplificate ca.re deşi nu necesită dezvoltări mate
matice lab_onoase, corespund cerinţelor practice din proiectarea antiseismică 
a structurilor. 

10.2.1. Metoda Holzer 

Aplicarea acestei metode în maniera descrisă în capitolul 4 permite eva
l1;1area si~ult~nă a valorilor şi vectorilor proprii corespunzători tuturor modu
nlor de_ v1braţ1__e. DeoaŢece are un caracter iterativ şi o bază teoretică riguroasă, 
este _ev_1<1:e1:t ca exac~!tatea rez~ltatelor Ya depinde de gradul de aproximare 
admis m1ţ1al. Operaţule numerice de calcul pot fi efectuate si automat, dato
rită condiţiilor lim~ţă relaţiv s\mple de simulare a configura'ţiilor geometrice 
ale formelor propm de v1braţ1e. Extinderea metodei în cazul vibratiilor de 
translaţie ale ~tructuril<?r etajate a fosţ expusă în lucrările [96], (97]: [99]. 

în conformitate cu figura 10.2, relaţia de recurentă (6.57) între ordo:1atele 
Ycctorului propriu i· are forma ' . 

( 10.29) 

în care s-au folosit notaţiile definite in capitolul 6. 
_ Îl1 urma ef~tuării proceselor iterati\·e, se obţin pentru orice mod ide ,·ibra

ţ1e f~rma propr~e { ~}1, precum şi caracteristica de frecvenţă cpi, iar prin inter
mediul formulei (6.:,9) se calculează perioada proprie de ordinul i astfel: 

unde 

T; =~iv;:, 
I 27:' 

'f,: =--· 
,'9, 

( 10.30) 

( 10.31) 

.. Cocficie1:ţii de rigiditate rela_tivă totală de nivel ·r,ki se determină cu rela
ţnle (!O-~) ş1 (10.9). Se face menţmnea că metoda Hol:zer se poate aplica în mod 
1dent1c ş1 pentru calculul perioadelor şi formelor proprii de torsiune în situa
ţia în care coordonatele de rotaţie şi de translaţie sînt decupla te. 

10.2.2. Metoda R. Husid (86], (87] 

Perioada fundamentală de vibraţie a unei structuri etajate cu n ni,:eluri 
se calculează prin intermediul relaţiei 

(10.32) 
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în care 
11(n + 1) 

X --'---'Q 
ST, max - iR • 

reprezintă deplasarea statică maximă a structurii, produsă de acţiunea încăr
cărilor gravitaţionale Q1 = Q2 = ... = Qk = ... = Qn = Q,' aplicate pe direcţia 
GLD (v. fig. 10.8, a), iar R-rigiditatea relativft a fiecărui niYel, considerată 
constantă pe toată înălţimea structurii. 

Formula (10.32) are un domeniu limitat de aplical>ilitate deoarece este 
valabilă numai pentru structurile particulare, cu distrib11ţia 11nifo1mă a mase
or şi rigidităţilor relative pe înălţime, numite şi structuri „1:niformc". 

10.2.3. Metoda M. Ifrim [89], (90], (91], [92], [94], [95], [19] 

Prin utilizarea criteriilor energetice în analiza vibraţiilor proprii şi în urma 
delimitării domeniilor de existenţă ale valorilor proprii ale structurilor eta
jate, s-a dedus următoarea expresie pentru calculul perioadei fundamentale 
de vibraţie , ymo T1 = '-t'1 Ro , ( 10.33) 

unde 

( 10.34) 

reprezintă un ~oeficient adimensional car~ depinde _de c~r~cteristicile elastice 
ale structurii ş1 de numărul gradelor de libertate dmamica. 

1n expresia coeficientului •~1 intervin următoarele notaţii: 

1nk m„ 
:/..1; = - ' ... :x,j = - ' 

1110 1/Zo 

k 

u; = L 11.; = 111 - u2 + ... + 11. (10.35 

în care: 
R1, ... Rk, ... R., 

<Xi, •" Ct.k, • • • Ct.n 

"',1, •·• "f)k, ... YJn 

•=l 

sînt rigidităţile relative de niYcl care se determină 
cu relaţia (10.7) avind în wdere că Rkj = Rk; 
masele încărcărilor gravitaţionale aferente fie
cărui nivel, 1111 = Q1/g, ... 111,. = Q,jg, ... mn= Qn/g; 
valori arbitrare (de referinţă) ale masei şi ale 
rigidităţii relative, prin intermediul cărora se 
exprimă celelalte mărimi arătate mai sus; 
coeficienţi de masă; 
coeficienţi de rigiditate relatiYă de nivel care 
se obţin cu ajutorul relaţiei (10.10), ţinînd seama 
că '""ti = ·r,1:; 
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111, ... 1tk, ... 11n . . . 
111, ... Uk, ••• 1111 

.. 

coeficienţi de flcxib_ilitate relativă de nivel; 
coeficienţi de flexibilitate de nivel (totali); 
numărul de niveluri pe care le are structura ; 
coeficient de corecţie al perioadei fundamentale, 
care depinde de numărul de niveluri ale structurii. 

În cazul structurilor cu mai mult de trei niveluri (n ;;i: 3), pentru coefi
cientul de corecţie v„ s-a stabilit valoarea medie v,. ::'. 1, 15, încît coeficientul 
y1 va avea expresia 

I 

y1 = 5,45 [t ocku;]2 
· (11 ;;i: 3) 

k-1 
(10.36) 

Este evident că p~ntru structurile la care n,.; 2, p~rioadele proprii de vi
braţie pot fi obţinute suficient de simplu prin rezolvarea ecuaţiei caracteristice, 
deoarece nu prezintă dificultăţi de calcul. 

Tinînd seama de relaţia (10.36), perioadafun:iammtală de vibraţie a structu
rilor multietajate se va determina cu expresia 

I 

T1 = 5. 45 rt r:t.k11k r v ;: . ( IZ ;:d) (10.37) 

Prin aplicarea acestei formule, care p~esup:rne cunos:utrt distribuţia rigi
dităţilor relative de la to3.te nivelurile structurii, se obţin rezultate foarte apro
piate de cele determinate printr-un calcul exact. Diferenţele nu depăşesc 5%, 
ceea ce reprezintă o aproxim-iţie s-itisfăcăto1re din punct de vedere ingineresc. 
Aplicarea formulei (10.37) este simplă şi directă, fără a necesita operaţii com
plicate de calcul, aş1 cum rezultă şi din exemplul d3.t la sfîrşitul capitolului. 

D,1că structura este de tip „uniform", a:iică cu dis tribu ţie monotonă a mase
lor Jlţ0 şi rigidităţilor relati\·e de nivel R", expresia coeficientului y1 devine 

1 

Y1 = 5,45 lll(n-: l)r (11?: 3) 

Pentru dctermin:trca p ?rioadelor d~ ordin sup.:rior T 1, se propune formula 

~II_ T;- , U=2,3, ... 11), 
1,3i 

(10.38) 

în care i rep~ezintă odin'-11 m)iului de \·ibraţie considerat. Formula de mai 
sus ap:oxim ~az1 destul de core:t p ~rio1dele p~oprii ale primelor moduri 
sup3rio:1re. D1că s~ urm'ireşte un calcul m1i ex:1ct, valorile ce se obţin cu 
ace:1stă formulă pot constitui valori iniţiale în vederea utiliz"irii meto:iei 
Holzer, în care caz 

deoarece 
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10.2.4. Metoda R. G. Merritt- G. W. Housner [16] 

Considerînd că distrituţia maselor şi rigiditr1ţilor este uniformă pc înălţi
mea structurii, iar riglele sînt perfect rigide, se propune urmr1toarea expresie 
aproximativă prntrn calculul perioadei fundamrntale de Yibraţie 

( 10.39) 

unde 
m este masa concentrată în dreptul fiecărui nivel şi aceeaşi la toate eta

jele; 
R rigiditatea relativă de niwl (egalrt pentru toate etajele structu

rii), care se obţine cu relaţia ( 10.8) considerînd A\:') = 1 ; 
n - numărul de niveluri. 

10.2.5. Metoda M. G. Salvadori [17] 

Admiţînd ipoteza riglelor perfect rigide, în care caz oscilaţiile se produc 
numai ca urmare a deformabilităţii stîlpilor, Sah-adori a stabilit o formulă 
directă pentru calculul perioadelor proprii corespunzătoare oricărui mod i 
de vibraţie. Formula a fost dedusă prin aplicarea teoriei generale a vibraţiilor 
libere, admiţînd anumite simplificări şi aproximaţii. 

Expresia perioadei proprii de ordinul i are forma : 

V n t,mt.· 4 k~l T---
1 - 2i - 1 _!._ ~ R h. 

H .(_J L /, 
k-1 

(10.40) 

în care s-a notat cu 

n 
R1; 

masa aferentă niYelului //; 
- înălţimea etajului; 

înălţimea totală a structurii ; 
- numărul de niveluri; 
- rigiditatea relativă dintre nivelurile k şi j (R,, = Rk1), care 

se poate determina cu relaţia (10.8) în care se consideră Ali1 = 1, 
deoarece riglele structurii au rigiditatea infinită (ca în metoda 
precedentă). 

Se poa.te observa că numitorul fracţiei de sub rad!cal are scmni~i.caţia unei 
rigidităţi medii, distribuită uniform pe toată înălţimea structurn. Ipoteza 
riglelor perfect rigide este destul de aproximativă şi nu reflectă totdeauna 
comportarea reală a unei structuri multietajate. Aplicarea formulelor (10.39) 
şi (10.40) poate da rezultate parţial satisfăcătoare numai în cazul structurilor 
semirigide. 
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10.2.6. Metoda M. P. White [198] 

Această metodă are la bază aceleaşi ip::>teze expuse în § 10.2.2. Pentru 
perioada fundamentală de vibraţie de ordinul i, a structurilor „uniforme", 
\\'hite a dedus următoarea formulă 

T-= ..: vm. • . zi· - 1 r. R . 
sin---·-

2n + 1 2 

(10.41) 

Simbolurile care intervin în (10.41) au aceeaşi semnificaţie cu cele definite 
anterior. 

10.2.7. Metoda Rayleigh - directă [99] 

Formula (6.25) se poate p:uticulariz:i. pentru modul fundamental de vibra-
ţie astfel 

(10.42) 

Da.că se admite că deformata dinamtcă fundamentală are aceeasi confi
guraţie cu variaţia deplasărilor statice, p:o:luse de acţiunea fortelor 'gravita
ţionale aplicate pe direcţia GLD ale sistemului (fig. 10.8, a), ~e obţine 

deoarece 

{x}IT [R] {x}sT 

{x}IT tMJ {x}sT 

{x}rr {Q} 

{Q} = [RJ {x}sT• 

(i0.43) 

re_prez;intă coloana rezultantei încărcărilor gravitaţionale aferente fiecărui 
nivel k = 1, 2, ... n. 

Dacă se exprimă vectorul deplasărilor statice prin vectorul adimensional 
{<l>}v pivotat în raport cu ordonata {<I>} •. 1 = 1, conform figurii 10.8, b rezultă 

{x}sr = Xn,sT{<I>}i = Xsr,max{<I>}i, 

încît relaţia (10.43) devine 

<i.i2 = _g__ {<I>}f {Q} __ g_A 
l {"'1.T1"-Q 7 '"'} - n.I· 

XsT,max 'l-'Jl L -Jt'l' 1 Xsr.maz 

(10.44) _ 

lntrucît produsul scalar de la numărătorul expresiei (10.44) este comu
tativ, iar <I>,., 1 = 1,~se constată că A •• 1 reprezintă coeficientul de formă (defi
nit în cap. 8) corespunzător gradului de libertate n 

(10.45) 
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n 
• ,· 
' 

k 

J 

' . . 
2 

1 

// 

fin 

mk 

m· J 

m2 

m1 o., 
u 

Xn,sr=X ST,max 

a 
Fig. 10.8 

b 

4> = Xk,ST 

k,1 Xn,ST 
X· 

~=~ 
j,1 Xn,ST 

C 

În lucrarea :99] s-a d(monstrat că în cazul structurilor etajate, cu confi
guraţii obişnuite, factorul de formă (10.45) pentru structurile etajate are 
valoarea medie An.I~ 1,41 şi deci pulsaţia fundamentală va avea expresia 

'''Î ~ 1,41 __ g_, 
XsT,max 

iar perioada fundamentală 

Tl = 2;-: ~ 5,293 yx.<T ,max• 

{ul g 

În situaţia in care ,;e exprimă dtplasarca statică maxirn:î în centimetri, 
iar g = 98 l cm s2 , se obţine următoarea relaţie simplă 

(10.46) 

a cărei formă este asemănătoare cu cea obţinută în cazul sistemelor cu 1 GLD. 
Se mai pot opera unele simplificări asupra formulei ( 10 .46) admiţînd 

anumite configuraţii particulare pentru variaţia vectorului propriu funda
mental. Astfel, dacă se consideră vectorul {<I>}1 = {1}, ceea ce corespunde 
unei forme proprii incompatibile cu legăturile deoarece toate ordonatele <Dk 1 

devin constante (k = 1,2, ... n), se obţine A„ 1 = 1, iar pentru pulsaţia furi.-
damentalărelaţia · 
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j 

I 
I 

şi deci 

T1 =0,2 ../xsT,ma:r, 

adică formula lui Geiger (6.40) stabilită în capitolul 6. 
O aproximare mai satisfăcătoare rezultă dacă vectorul fundamental {11>} 1 

se estimează printr-o variaţie liniară [90], [93], [99] reprezentată în figura 
10.8, c. înlocuind vectorul 

1 
{ll>h = - {h}, ( 10. 47) 

lzn 

în {10.44), se obţine formula 

Cil? = _g_ [h t QkhtJ ' 
X n " 

ST,maz ~ Q„hf 

iar dacă înălţimea etajelor k este egc;ilă, adică h,. = kh rezultă 

1 
{<I>h = - {k}, 

n 

.. 
n,BkQt 

2 g k-.1 
Cilt =---· .. . . 

Xsx, maz ,B k2Q„ 
A•I 

{ 10.48) 

(10.49) 

!n cazul particular în care şi încărcările gravitaţionale sînt .identice la toate 
etajele Q1 = Q2 = ... = Q,. = ... Qn, expresia pulsaţiei fundamentale (10.49) 
devine 

" n">'.k 
• . g t=f g 3n 

Cili= ------=--- --· -
Xsx,maa: Ek2 Xsx,maz 2n + 1 

(10.50) 

A=I 

în care 
A _ .3n 

"· 1 - 2n + l 
Exprimînd perioada fundamentală sub forma simplă 

T1=c...../xsx.maz• (10.52) 

unde 

(10.53} 

şi ţinînd seama de {10.51), pentru coeficientul .;. se pof lua urn+ătoarele 
valori numerice medii, în funcţie de numărul de etaje ale struc.turH: 

- p2ntru n = l, !;,. = 0,20; 
- pentru ti = 2, !;11 == 0,18; 
- pentru n = 3 şi 4, !;,. == 0,175; 
- pentru 5"-n"- 11, c,,. = 0,17; 
- pentru n;;i, 12, !;11 = 0,165. 
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Se fa~~ menţiunea c~ particularizările ş! sistematizările prezentate mai 
sus, specifice cadrelor etaJate, au fost expuse mtr-un context mai larg în lucră
rile [20], [95], [99]. 

Deplasarea staticrt maximă poate fi calculată prin metodele cunoscute 
în statica construcţiilor, folosind matricele de rigiditate sau de flexibilitate, 
exprimate în raport cu coordonatele dinamice ale sistemului(,·. cap. 1), adică 

Xn,s/= XsT,ma.r= {8};. · {Q}, 

sau prin intermediul rigidităJilor relative de nivel 

" " 
Xn, .<T = XsT, ma.r = B .:lk} = B fffJtf RkJ• 

I l 

10.2.8. Metoda M. Suko-P. F. Adams [180], [181] 

Metoda se referă la structuri din beton armat alcătuite din bare drepte, 
de tipul cadrelor etajate (fig. 10.2), avînd n niveluri (k = 1,2, ... n) şi m stîlpi 
(s = 1,2, ... m). Perioada· fundamentală de vibraţie, dedusă pe baza unrr 
elemente empirice şi analitice se calculează cu formula 

Vr~ n 
T1 = T/1 -·-· 

<X 10 (10.54) 

Notaţiile şi exprimările care intervin în (10.54), adaptate celor definite 
în acest capitol, sînt următoarele: , 

h = ..!!,_, <X= R(stîtpi), ~ = Q,,mnUu m - 0,6, 
nh0 R 0 Q0 m - l 

iar T 0 se determină din graficul dat în figura 10.9 în func\ie de factorul 

R (grinzi') m k p (gri·nzi) 
y = =--- --'--'""----"-

R (stîtpi) m - I kp (stîlpi) 

unde 

R ( . ') 1 EI0 ~ ( • ') • - grinzi = ----- "-'P gnnz1 reprezmtă media rigidităţilor 
n(m - 1) 10 

tuturor grinzilor; · 

- R (stîlpi) = _l_ Elo kp (stîlpi), media rigidităţilor tuturor stîlpilor; 
nm 10 

- Q~. m«to,• încărcarea medie pe stîlp şi pe etaj ; 

- H, înălţimea totală a structurii. 

ln aceste notaţii intervin valorile dimensionale standard {de referinţă); 

h0 = 366 cm; R0 = 0,575 · 106 tfcm; Q0 = 31,70 tf 

Valotile limită ale perioadei de referinţă T 0(s) sînt: 

R(grinzi) = R(oo), y = oo, T0 = 0,873, 

R (grinzi)= O, y = O, T 0 = 12,-40. 
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VA~RI STAND.ARD 

h0 = 366cm 
6 

R0 = 0,57S,10tfcm 
Q0 = 31,70ft 

I 

2 4 6 10 '( 

VALORI STANDARD 
h0 ::::366 " 
R0 = 0,575·tlifcm 
Q~= 31,70tf 

I'"" \ 

""'"-· ·' 

, .. ·.'"'ii- -~ 
,; . 

0,04 0,1 1' 

10.3. EVALUAREA PERIOADEI FUNDAMENTALE DE VIBRAŢIE 
PRIN FORMULE DIRECTE 

-

Pentru aprecierea globală, orientativă, a perioadţi fun~3:mentale d~ v-i~r~~ 
ţie, se pot aplica formule directe de calcul (cu caracter empiric) în care mt~l.ft 
de obicei principalele caracteristki .geometrke. sa~ _numă,ruf de .n!v~lurl _a,l;ţ' 
construcţiilor. În general ac.~ste f1;m;i.ule sînt stabilite PP.1;1: cercetaţl e,-~e~:i; 
mentale, în uf?11a prelucrăru stattsJ1ce a r~ultatel,9~ obţmut1:;. cat,e ~~r~ 
sînt corelate ş1 cu aspectele teoretice specifice ~enon;l.~nelor diiiaţţ1~ce.Jleş1 
ca mod de exprimare toate _relaţiile de calcul au e~:menţe co~une: ·~ .. co~Stiţţ;1 
discrepanţe destul de man întrer~ultat:l~ce,se;1>bţ~.F>,t'lll,al>1i.~r 
mitor formule. De aceea ele corespund, .m. ma1or1ta.tea. c~zutilqr,.•··· ...... •· 
efective ale ţărilor cărora aparţin autorii ,1 d~ ă~em~eac;.st;>eţificu1'1:i. .. (f 
structurale din zonele respective. Cu toate acest~; ·aplicar$. a.cest.or: . , .. ; e 
poate fumiza informaţii utile cu privire la ideritificatea cantitativă a înt~~· ·. 
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lului de existenţă a perioadei fundamentale de vibraţie, atunci cînd se utili
zează o metodă numerică iterativă. în acelaşi timp pot constitui un mijloc 
de control pentru ordinul de mărime al rezultatelor ce se obţin prin aplicarea 
altor metode mai precise. 

In tabelul 10.2 sînt prezentate şi comentate sintetic formulele de calcul 
propu~e ~e diferiţi autori sau conţinute în anumite prescripţii de proiectare 
anhse1sm1că . 

TABELUL 10.2 

Nr, crt., Numele autorului I Expresia perioadei fundamentale I 
Observaţii şi comentarii (sursa) (T1, ln s) 

1 T. TANIGl:CHI T1 = (0,07 ... 0,09)n Se bazează pe in-,estigaţii expe-
[ 183], [ 1114] Ţ1 = (0,06 ... 0, IO)(n + 0,5) rimentale realizate asupra unui nu-

In general măr mare de clădiri din Tokyo 

v2n + l 
şi Yokohama. 

T1 = (0,12 ... 0,4) - 3- Formulă valabilă pentru toate 
tipurile de structuri --

2 F.P. ULRICH T1 = (0,01 ... 0,035)H Formule determinate prin măsură-
D. S. CARDER T1 ~ 0,02H tori efectuate asupra a 400 de clă-

[192] diri cu diferite structuri de rezis-
tenţă. -.--

3 E. ROSE!'.BLU- T1 = (0,09 ... O, lO)(n+ 1) Se recomandă numai pentru con-
ETH strucţii de locuit şi birouri. 

[168)' 

4 K,NAKAGAVA T1 = (O, 10 + 0,038 n) •.. Au fost studiate experimental 53 ele 
[143] (0,20 + 0,064 n) clădiri în funcţie de raportul H f .,/Ii 

H conţinut in Codul Californian. 
T1 = (0,07 ... 0,13) ..jB 

--
.5 M. TAKE"GCHI 

T1 =( _! ... ..: )[4+H(l-4d)] 
Formula a fost stabilită pe paza mă-

[182] surătorilor la 60 de clădiri din 
80 60 Tokyo şi Osaka . 

H 
T1 =- Recomandată pentru construcţii 

60 izolate pe schelet. -
I 

6 A. AlUAS T1 = 0,024H0,7ld-o.14 Aplicabilă la construcţiile din Chile 
R. HUSID cu structura de beton armat şi 

[.5] ziduri de rigidizare. 

7 G. W. HOCSNER T1 = 0,5..j;; - O,i Se recomandă pentru structuri cu 
A.G. BRADY schelet metalic. 

-'---o-
[76] 

8 M. BAEZA T1 = 0,036 ii \'alabilă. num~i pentru structurile 
[7) din beton armat din Chile. 

9 A .. ARIAS T1 = 0,012H I Obţinute prin analiza. a 34 clădiri 
R. HUSID T1 = 0,035 n I de beton armat a·,ind intre 4 şi 
M. BAEZA 17 etaje din pro·,inciile Santiago 

[6] , şi \'alparaiso. -
10 H:. SANDl În direcţie transversală. Formulele au fost stabilite pe cale 

G. ŞERBA~ESCl: T1 = (0,045 ... 0,05.5) n experimentală. prin măsurători 

f172J În direcţie longitudinală efectuate asupra unor construcţii 
T1 = (0,035 ... 0,040)n ci·1ile din Bucureşti 

·1, Blocuri turn 
H 

T1 = 0,065 ..jB 
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TADELVL 10.2 (continuare) 

Nuuwl<" autnrul1.;.i IIExpH•s:a p1·ririadei fmh!,!lllClltalc· 1
1' 

(surs;~J (TJ, în s) 
Oh!,t'rvaţîi şi comentarii 

]. S. CAR:,10:-;A j 

J. H. L\:-;O ! 
[.31>] 

I 
H. Hl!SID 
W. PIEBER 
]. ROMO 

[88] 

]. LEDWOX 
[ 124] 

M. IFRBI 
[20], [99] 

JOI:KT COW\IIT-
TEE ASCE-SEA 

(206] 

li.S. COAST A::s;;D 
GEODETIC Sl.iR-

VEY (205] 

SEI5iMOLOGY 
CO:\IMITTEE 

T 1 = 0,012 H + 0,09 
}-/ 

T 1 ~" 0,07--;= 
✓ IJ 

HV 0,003 --. 
T1 B 

0,0002 
-,- 1 - 30 d 

T 1 = 0,04 n 

T1 = 2:_ 
69 

}-/ 
T1 = 0,04~8 

T 1 = 0,02 H 
T, = 0,25 T 1 

T; = O, 10 T 1 

În ambele <lireqii 

T1 = 0,09 /H 
În direcţie longitt:dî-nală 

T, = O, 12 /H 
În direcţie tran5·1ersală. 

T1 = 0,15 ✓H 
T1 = 0,2/H 

F"rmule obţinute experimental în 
Argentina pentru structuri din 
l,eton armat. 

Pentru structuri din l)eton arn1at 
cn ziduri de rigidizare. 

Recomandate pentru structuri 
obişnuite din beton armat. 

Propusă pentru construcţiile înalte 
din Chile. 

Formule care aproximează primele 
trei perioade proprii de vibraţie 
ale coşurilor de fum din beton 
a:-mat. 

Construcţii joase (pereţi portanţi, 
cadre cu zidărie), " .,; 6 

Cc,nstructii de beton armat cu 
inălţirn.; medie 7 .:; n <:; 15 

Construcţii înalte, izolate, flexibile, 
n ;;, 16 

S<: bazează pe măsurători expe
rimentale la 3 OOO de clădiri 

A rezultat din. in·,estigaţii experi
r.ientale. asupra a .212 clădiri 

H F<'.,rmule recomandate de codul 
T 1 = 0,09---= a.merican (C.B.C.) 

SEAOC 
[230] 

.J B Fs:,rmi.;lă recomandată pentru struc-
1 T1 "" O, I n :c:rile in cadre care preiau 100% 
1 Cin-·incărcarea late.rală. 

:\'ORMA 
SISl\IORRESIS-
TENTE P.G.S.-1 
( 1968) SPAXIA 

[217] 

OFFICE OF 
CONSTRCCTIOX 
VETERAN 
ADl\UNISTRA-
TION 
WASHINGTON 

[227] 

! ____________ --'-'------------

H H 
T = O 06-· ......c.-··-

1 ' ✓li 2B-'- h 

T = O 09.!!_ 
1 ' ✓-ii 

}-/ 
T 1 = O, 10~ 

✓n 

T1 = 0,05n 

T1 = 0,05 n 

T1 = 0,08 n 
T1 = 0,12n 

Pentru construcţii din zidărie. sau 
panouri de beton armat (h -
inălţimea fiecărui etaj). 

S:ructuri din beton armat. 

S:cucturi metalice. 

Construcţii din pereţi din zidărie 
c>ortantă ··· 

c:cnstrucţii cu diafragme.care preiau 
min. 50% din forţa seismică 
totală 

Construcţii in cadre de beton. artnat 
Construcţii cu schelet metalic ·· ·· 

Nr. c,t., 

20 

Num<"l~ autf)rului 
(sursa) 

NOR~LHJY 
P.100-81 
Ro:\L.\'.\ L\ 

iExprcsia perioadei fundamentalei! 
j IT,, în s) 

1 

Î 11 direcţie trans·,ersală 
T 1 = (0,045 ... 0,055)u 
În direcţie longitudinală 
T 1 = (0,040 ... O,!H5) u 
Ambele direcţii 
„ 5 H 
l 1 = 0,06 -= 

,,/B 

TABELUL 10.2. (continuarp) 

Observaţii şi comentarii 

' 

Construcţii rigide şi se111irigide 
tip „bară" 

I 
I 

Con!:-tructii rigide şi sen1irigide de! 
tip ,,hl,~c turn'· 

Constructii flexibile 
TI -~ O, .3 + 0,05" ,, ,,; 5 , 

----'---------1_·1,__--0
_-_o:_,!_,_, _____ ~_:•:_'_'·_" _.(_:_l\_:_··:.:·_:_1:.:0_:_) __ , ___ ·~------. --

Kotaţiile folosite în expresiile 
ca ţii: 

din tabelul 10.2 au unniUoarclc scnmifi-

H 
13 

d 

11 

este îniUţimea totală a construcţiei, în m ; 
dimensiunea în plan orizontal a constructic'i, m;:'tsuraUt în direct!., 
oscilaţiei considerate; ' · 
coeficien~ul_ prin care s? introduc_e influenţ3: ,.dcn~ităţii pereţilor" 
ş1 rc-prezmta raportul dmtre lungnnea z1dunlor existente în întrl';t
ga construcţie şi suprafaţa totalrt desf:1şurat:i a clidirii, în m- 1 ; 

numftrul de niveluri ale construcţiei. 

10.4. INFLUENTA DEFORMABILITĂTII TERENULUI DE FUNDAŢIE 
ASUPRA PERIOADEI FUNDAMENTALE 

În situaţia în care o structură este amplasaUi pc un teren de fundaţie 
deformabil, datori!ă c~plajului elastic dintre teren şi structur:1, perioada 
fundamental[1 de nbraţ1c se va majora, ca urn,are a flexibilitătii de ansamLlu 
a sistemului dinamic. Aceastl1 problemă, care comport?i o anali,ză aprofull(fat:1 
şi vastă, va fi abordată în mod aproximatiY folosind în acest scop rcbţi;, 
(_I0_.46). Ast_fel, dacă se admite că ansamblul teren-structurf1 are o comportar,: 
lmiară, perioada fundamentalf1 de ,·ibraţic se obţine cu relaţia 

( 10.55) 
unde 

iar 
( 10.56) 

xn. ST este deplasarea laterală maximă produsă de acţiunea îndrdril.11· 
gr_aYitaţionale Q1;, aplicate pe direcţia GLD (fig. 10.8, a); 

xn, <1> deplasarea maximft (la ninclul 11) pro\·eniU din rotirea fun
daţiei, datorită deforn12.biliti',ţii terenului. 

Deplasarea maxim{L produsă de rotirea ? în jurul unei axe orizontale 
conţinută în suprafaţa de contact dintre teren şi fundaţie, se determinft astfel 

(10.57) 
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în care 

( 10.58} 

l\J O este momentul rezultant la nivelul supafeţci de contact, produs 
de acţiunea încărcărilor gravitaţionale Qk, aplicate pe direcţia 
GLD; 

11 momentul de inerţie al suprafeţei de contact, în raport cu axa 
de rotatie; 

Cep coeficie~tul de elasticitate neuniforn1rl (tasare neuniformă) 
al terenului, la rotire în jurul unei axe orizontale. 

Dacrt se ţine seama de relaţia (10.56) şi se introduce notaţia 

(10.59) 

fonnula (10.55) se poate exprima sub forma compactă 

T; = r,T1, (10.60) 

introducîndu-sc astfel, prin intermediul coeficientului ·r,, influenţa deforma
bilitătii terenului de fundaţie asupra perioadei fundamentale 1\, determi~ată 
în ip~teza unui teren perfect rigid. Coeficientul de cuplaj_ elastic. ~ _depmde 
de caracteristicile statice, elastice şi geometrice ale structuru, fundaţ1e1 ş1 tere
nului. 

1n situaţia în care perioada fundamentală T1, corespunzătoar~ ipotez_ei ter~
nului perfect rigid, a fost obţinută prin altă metodă de calcul ş1 nu pn1;1 aph-: 
carea formulei (10.46), cuplajul elastic structură-teren se poate expnma ş1 
prin coeficientul 

·r, = ,'l+Tf.cp/Tr, 
rezultat în urma transformării relaţiei (10.59), uride 

( 10.61) 

Tu=::O,li ..f x,.,'I'. (10.62) 

Expr~sia (10.60) pune în ~,·ide_nţă, pri1:1t.r~o fonnu~t~ _simplă, majorare:t 
perioadei fundamentale de v1braţ1e datonta caractenst1ctlor de ddor1:1abt 
litate ale terenului de fundaţie. )Iajorareaperioadei fundâmenfale are o•mflu
enţă decisivă asupra ~ompo:tării structuri~or ~a acţiunea ~trenll_irelor, în sp~
cial în cazul cînd conf1guraţ1a spectrelor se1s~1ce ~archeaza tendmţe de amph-
f icare a răspunsului o dată cu creşterea pe~1oade~ (Y._ cap: 8). . . . 

Lucrările [10], [12:. :n], [99~ conţin analize calitative ş1 c_an~1~atnI cu p_n
Yire Ia influenţa deformabilităţii terenului asupra. ca:ac~enstic1lor amam1ce· 
proprii ale structurilor, precum şi asupra răspunsulm se1sm1c. 

10.5. DETERMINAREA APROXIMATIVĂ A FORMELOR PROPRII .DE YIBRAŢle 

10.5.1. Forma proprie fundamentală 

Există numeroase situaţii în care contribuţ~a. ră~unsului seisr11.ic C<>r~s
punzător formei proprii fundamentale este ~uf1c1entă pentru .~ caractenza 
complet efectul prod!ls de un cutremur pute~c asupra construcţiilor •.. fo acest. 
sens, perioada proprie se calculează cu una dm metodele sau formulele prezen~ 
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tate anterior, iar variaţia formei fundamentale poate fi evaluată printr-o 
configuraţie geometrică aproximativă. Configuraţiile geometrice care se admit 
în general şi care vor fi descrise în continuare, îndeplinesc partial conditia 
<le compatibilitate a deformatei dinamice staţionare, specifice 1~10dului fun
damental. 

• Aproximarea cea mai simplă printr-o variaţie liniară, în care caz vec
torul fundamental este descris de expresiile (10.47) sau (I0.4S), conform figu
rii 10.8, c. 

• Estimarea formei fundamentale prin deformata staticfL produsă de 
acţiunea încărcăril()r gra,·itaţionale {Q} aplicate pc dirl'cţia GLD (v. fig. 
10.8, b), şi anume 

{x}sr = [DJ {QI. ( 10.63) 

• Aplicarea metodei Holzer, care p2rmite l 0,·aluar,·,t simultanrl a valori
lor şi vectorilor proprii prin intcrmedml relaţiei dt· rl'ntrenţ;i ( 10.29). 

• Utilizarea rigidităţilor relatiw de ni,·el în conceptul prezentat în § IO. I. 
Pe baza notaţiilor introduse în § 10.Z.3, în lucrările [99;. [ IO I J se propune 
pentru variaţia ordonatelor formei fundamentale de Yibratie urmil.toarea 
expresie: 

(10.64) 

prin aplicarea căreia se obţin rezultate apropiate de cele exacte. Pentru struc
turile flexibile în locul relaţiei (10.64) se poate folosi forma simplificată 
<l>u = u;;u: (k = 1,Z, ... n). 

10.5.2. Forme proprii superioare 

Refaţia iterativă Holzer (10.29) permite determinarea onca.rui nctor 
al sistemului, întrucît procesul de operare este independent în rar,ort cu modu
rile proprii de Yibraţie. 

ln proiectarea construcţiilor âdle curente (comun-..:), cu configuraţie 
el.astică şi înerţialil. obişnuită, în majoritatea situaţiilor inte1Tinc cel mult 
influenţi primelor trei moduri prnprii de vibraţie în exprimarea răspunsului 
seismic total. Dacă vectorul fundamental {<l>}i se consideră determinat (prin 
unul din procedeele deja e:xpuse), se pune problema aproximării următoarelor 
două forme proprii de vibraţie. :'.\Ietoda care va fi prezentată în continuare 
constă în corectarea unor forme de vibratie admise initial, utilizînd în acest 
sens proprietatea de ortogonalitate a vect~rilor proprii (3.34). Se ,·or considera 

· iniţial .vectorii proprii arbitrari {<l>H0> şi {<l>}i0 >, care respectă însă confi
guraţjile geometrice specifice deformatelor dinamice modale. 

.Formele proprii de vibraţie reale de ordinul 2 si 3 se Yor exprima prin 
relaţiile: ' 

{<l>}2 = {<f>}hO) - an{<l>}1, 

{<l>}a = {<1>}~0> - a13{<l>}1 - a2.1{<I>h, 

(10.65) 

(10.66) 
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unde a12 , a13 şi a23 , care au semnificaţia unor coeficienţi de corecţie, se deter
minr1 pe baza condiţiei generale de ortogonalitate scrisă sub forma 

{<l)}[ CQJ {<l>}1 = O, (i#j). 

Prin exprimarea condiţiilor de ortogonalitate pentru cele trei forme pro
prii rezultă sistemul de ecuaţii 

{(lJ}f CQJ {<fl}2 = {<1>}[ CQJ {<J>}hO) - Ll12{<l>}f CQJ {<J>}i = 0, 

{<ll}f CQJ {<I>h = {<l>}r CQJ {<1>}~0 l - a13{<l>}f tQJ {<l>}i -

- a23{<l>}f ['QJ {<1>}2 = O, 

{<t>H WJ {<I>h = {<t>}I C-QJ {<l>}~) - a13{<I>}I CQJ {<1>}1 -

- an{ <I>}[ [QJ { <1>}2 = O 

din care se obţin 

Metoda poate fi generalizată pent:-u toate formele proprii astfel: 
n 

{<I>J j = {<I>}t - E «u{<l>};, 
1=1 

de unde rezultă forma generală a coeficienţilor de corecţie 

{<fJ}; [QJ {<fJ})O) 
,1 .. =--· . 
";J {<l>;f C'QJ {<l>}1 

(10.67) 

( l0.68) 

( 10.69) 

( 10.70) 

(10.71) 

După cum se poate constata, metoda corecţiilor succesiv_e este_ simplă 
si usor de aplicat la rezolvarea unor probleme concrete dm proiectarea 
~ntis~ismică a structurilor. Cu cît configuraţiile formelor proprii de vibraţie 
propuse iniţial sînt mai apropiate de cele reale, r.u atît va creşte graduLde 
exactitate al rezultatelor obţinute. 

Aplicarea unei metode aproximative sau recurgerea la o analiză mai rigu. 
roasă reprezintă o problemă exclush· de opţiune în funcţie de particularităţile · 
şi imrortanţa structurii care urmează a fi proiectată. 
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10.6. APLICAŢII 

Aplicaţia 10.6.1. Se cerc să se determine în~ărc_ărilc seismice şi diagrama 
de morn_entc pentru cadrul de beton armat dm figura 10.10. Dimensiunile 
g~e?m~tnce, precum _şi. î;1cărcările. gr_:ivitaţionale s!:1t date direct _pe figură. 
I rmc1palele caractenstici <lei refennţa ale structurn, Ia care vor f1 raportate 
toate operaţiile numerice, sînt următoarele: 

Q0 = 95 tf (932 k\"), 

m 0 = Q0/g = 96,84 kgfs 2/cm (95 kg), 

I O = 48,526 dm4 = 48,526 · 104 cm4 (35 x 45 cm), 

10 = 2,9m = 290cm, 

E = 3,15 · 103 kgf/cm2 (3,1 · 105 daX/crn 2), 

R 0 = 12 E/0/n = 75 210 kgf/cm (73 780 daN/cm), 

·./m0/R 0 = 0,0359 s. 

~ara~t~ri_st_icile propr!i de vib~aţie_ale_str_uc~u~ii vo: fi _calculate prin inter
mediul ngid1taţ1lor relative de 111,·el, iar mcarcanle se1sm1ce se vor determina 
în conformitate cu 1101matin1I românesc P. 100-81. Se consideră structura 
de importanţă medie şi amplasată într-o zonă caracterizatii de gradul 7 de 
intensitate seismică. 

• Calculul ng2"ddăţilor rclatz"ff de 11i,:d 
I~igidităţile relative de ninl s-au determinat cu ajutorul formulelor directe 

conţmute în tabelul _10._1 .P:1~cţul 4. Coefi~ienţii adimensionali k1k = I;t/10 şi 
.",k = l1k/l0, prec!}m ş1 ngid1ţaţ1l~ _c~n~:enţiona_l_e de bară_ FJk = k;k/1.;k se afl:1 
m tabelul l_0_.3._ In vederea s1mphficarn_?P~raţnlor nu:mcnce, coeficienţii k şi,.. 
se pot sţab1h dlfect pe schema structurn (fig. 10.11) ş1 de asemenea rigidităţile 
convenţionale de bară p şi rigidităţile connnţionalc de nod 2::p (fig. 10.12). 

TAHEI.t:L 10.3 

l~. i .. 
Stcţiuni 

·1 I 
I i I . _l __ 1c_m_1 _______ _ 

I 
A=-

(dm4) 
I, 

(m) 

! 
I S,9322 n, !IWl 2,20 

i 
I -

! CE:,T;;; . .\LE 
i 

25 -: 35 

25 . 45 0,3912 2,20 ! 

0,7586 

O 7.'i86 

0,2 ➔ 2.'i i 

I) '\J)(, 
G 

I 

---· I -
.. 

-·-~-· ~--~------- 25 >'. 50 26.(Hl6 ll,5366 6,35 ! 1.18% IJ,2➔ 50 ..,, 
~L.\RG!:( . .\LE I - ' 

1- -------·-- -

I 25;.; 65 5-,2 [35 1, 1790 6,35 ' 2,18% 0,53iH 

I 
I --------I 

.... 30,..: ~5 22,Î/; 12 0,4694 2,90_1 1,0000 , __!!:.:1'' 94 
I -- 35, 55 ➔ s,5260 1,0000 2,90 ~< I 1,0000 l,OIJOO 

,-l~ ET . .\JE --~------
,~:-1 ~o:-: c,o 72,0000 1,1837 2,Yil 1,0000 I, 4~37 
,.., ~ ---· ---
~;.:..J ➔ 5 :-: os 102,9843 2, 1222 2,90 1,0000 2, 1222 

u -----
P . .\RTE!{ -l5 ;' 75 158,2031 3,260 I 3,40 I, 1724 2, 7~07 

---· .... 30.-:40 16,0000 O, 3297 2,90 1,0000 O, 329î ,--< 
----< 

___ , 
~z ET . .\JE 40 :< 40 I 2 J,3333 0,4396 2,90 1,0000 0,4396 I ,_l,.., 
·-0 40 ,: 50 4 1,6666 0,8586 2,90 1,0000 I 0,8586 ! f--;..,, r.n .... 

I ' < PARTER '!Ox60 I 72,0000 1,4837 3,10 I, 1721 1,2655 l ::;;, 
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Rigidităţile convenţionale ale nodurilor se obţin prin intermediul relaţiilor 
(10.14) şi (10.15). 

Factorii de distribuţie djf) şi dijl, de la capetele fiecărui stîlp, se determină 
cu ajutorul formulelor (10.13). Valorile numerice ale factorilor de distribuţie, 
precum şi ale produselor djfl · dW sînt calculate direct pc schema structurii 
din figura 10. 13. Se precizează faptul că valorile acestor factori sînt trecute 
pe structură 1a e:xtrcmiUiţile stîlpilor, iar produsele lor la mijlocul acestora. 

Coeficienţii de rigiditate relativă de nivel s-au calculat în tabelul 10.4, 
pentru fiecare stîlp în parte, folosind relaţia (10.6) şi formulele din tabelul 
10.1, pct. 4, adică 

- pentru nivelurile curente: 
(s) 

71 (1.~1) _ .,(,) _ P;k A (s) 
- ik - ,,, kj, 

ÂJk 

unde 

TABELUL 10.4 

I' ,! Coeficienţi de rigiditate relativă Rigidităţi relative 
ii de nivel de nivel totale 

Xiv-:-1 curent ;: 
Stî!pi k l! Stîlpi Total Rk = 7;1.Ro 

!l I şi 4 2 şi 3 
,, 

I ii r.p> =-,;io r.12>=1{3) "l'j,l' în tf/cm în kN/cm 

9 :1 O, 1494 ! 0,2377 0,7742 I~ 571.2 
!! 8 'I O, 1823 0,2969 0,9584 1, n.os 707, I 

7 1i O, 1813 0,4693 1,3032 li 98,0 I 961,5 

6 
11 

O, 1885 
ii 

110,71 

I 
:I 0,5475 1,1720 ii l08G,O 

5 1i 0,2435 0,6887 1,8644 I' 140,22 1375,5 ,I li 
0,3852 I 0,8037 2,3i78 ii 178,S3 ➔ /i 1754, 3 

3 I' 0,4617 I 
1,0500 3.0234 ii 227,39 2230,7 

1I 

I 

i -----
2 0.4849 1, 1451 3,2600 !i 245., 18 I 240.'i,2 

1 ii 0,5925 I 1,3148 3,8146 ii 286,90 2814,4 

- pentru parter: 

unde 
Ai~lo = 1 - 0,75dl'}0 • 

Coeficienţii totali de rigiditate relativă de nivel s-au obţinut prin sumarea 
celor corespunzători fiecărui stîlp în parte, conform relaţiei (10.10) 

m 

·r: - ., - "-' .,(s) 
1ki - 'U; - L._; 'ik • 

$=1 

Valorile acestor coeficienti sînt tot în tabelul 10.4 în care mai sînt calculate 
şi rigidităţile relative totale' de nivel (10.9) 

Rk/ = Rk = r,kRO. 
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• Determ1·11arca caracteri·sticilor proprii de vibraţie 
Caracteristicile proprii de vibraţie se vor determina prin metoda Holzer 

expusă şi exemplificată în capitolul 6 şi reluată în § 10.2.1 a. Operatia de 
triere a soluţiilor s-a făcut cu relaţia (10.23) ' 

care permite determinarea simultană a valorilor proprii şi a vectorilor proprii 
corespunzători. Iteraţia finală pentru modul fundamental este prezentată 
sistematizat în tabelul 10.5. Caracteristica de frecvenţă obţinută este 

'?1=0,0711. 

TABELUL 10,5 

q,, 

J 
k, , I«. =Q•/Q· I Clk (Si1 «-,. 1 I «k9,~k. 1 I !:a,;;<1.> I 1). I _!_~ 

l)k 

9 0,632 I 0,0449 1,0000 0,0449 0,0449 O, 7742 0,0580 - I ,-.. 8 1,000 0,0711 0,9420 0,0669 0,1118 0,9584 o, 1166 o 
o· --

11 

7 1,000 0,0711 0,8254 0,0586 O, 1704 1,3032 O, 1308 li -.-- I &- 6 1,000 0,0711 0,6946 0,0493 0,2197 1,4720 O, 1493 -- '! 

5 1,000 0,0711 I 0,5453 0,0387 0,2584 1,8644 o, 1386 --
4 1,000 0,0711 11 0,4067 0,0289 0,2873 2,3778 O, 1208 --

1i - 3 1,000 
i 

0,0711 
i 

0,2859 0,0203 0,3076 3,0234 O, 1017 

:=J 2 1,000 I 0,0711 
11 

O, 1842 I 0,0131 0,3207 3,2600 0,0984 
'C I o 1 1,000 0,0711 I' 0,0858 

I 
0,0062 0,3269 3,8146 0,0858 :,;; -- ' ,I I o - ' - 0,0000 - - - -

i li 

Perioada fundamentală de vibraţie se va obţine aplicînd formula (10.30) 
în care se vor substitui datele numerice ale problemei, adică 

T1 = ~1/mo _ ~ 0,0359=0,845s. 
✓ 91 R0 ✓o,0711 

Ordonatele formei proprii fundamentale rezultă direct din tabelul 10.5. 
întrucît perioada fundamentală (Ste mai mică decît 1,5 s, în conformitate 

cu normativul românesc P. 100-81, la determinarea încărcărilor seismice 
nu se va lua în consideraţie contribuţia modurilor superioare. De aceea, nu 
vor mai fi determinate caracteristicile proprii de ordin superior. 

Caracteristicile proprii de vibraţie ale modului fundamental au fost cal
culate şi prin metoda matriceală iterativă expusă în capitolul 6, în care s-a 
folosit matricea de flexibilitate. în acest caz, metoda de calcul se bazează 
pe relaţia 6.60 

unde 
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I 

I 

I I . I 
I ; 

1 I 
l j 

deoarece m = «m0 şi R = riR0• Cele două matrice fiind definite, operaţiile 
de calcul se conduc în mod analog cu cele efectuate în aplicaţia 6.7.1. din 
capitolul 6, procesul iterativ corespunzător mo:iului fundamental fiind rapid 
convergent şi direct deoarece A1 > Âz > ... > Âg. în acelaşi mod se poate 
folosi direct matricea de rigiditate în condiţiile expuse în capitolul 6. 

întrucît se cunoaşte modul de aplicare al acestei metode nu se mai pre
zintă în detaliu treptele de iteraţie. Se menţionează faptul că s-au obţinut 
rezultatele exacte numai după patru iteraţii, întrucît iniţial s-a admis pentru 
vectorul propriu o variaţie liniară. Aceste rezultate, pulsaţia şi forma funda
mentală, coincid cu cele determinate prin metoda Holzer. 

Rezultate satisfăcătoare din punctul de vedere al exactităţii se obţin prin 
aplicarea metodei descrise în § 10.2.3. Calculul perioadei fundamentale se 
bazează pe formula (10.33) 

T1 =1hy;;:. 
în care coeficientul adimensional IVi (10.36) se determină pe baza operaţiilor 
simple conţinute în tabelul 10.6. Astfel, s-a obţinut . 

1 

41 = 5.45r~ /X.kUkr = 5.45 ✓ 18.6567 = 23.538 

deci 
T1 = 0,845 s. 

TABELUL 10.6 

I I uk-~ 1 
.. 

Nivel k °'• =Q•IQ. 'llk uz-= l: "' (Xt v: 
'll. 

i==t 

I 1 3,8146 0,2621 0,2621 0,2621 

2 1 3,2600 0,3068. 0,.5689 0,.5689 

3 1 3,0234 Q,3307 0,8996 0,8991> 

4 1 2,3778 0,4206 1,3202 1,3202 

5 1 1,86+I 0,5364 1,8566 1,8566 

6 1 1,4720 0,6793 2,5359 2,5359 

7 1 1,3032 0.1611 I 3,3033 3,3033 

8 1 0.9.584. I 1,04.34 4,34.67 4,34.67 

9 0,632 0,77-12 i 1,2916 $,6383 3,5634 I 

:E 18,6567 

' . ' 

Se constată că în cazul structurii analizate, perioada obţinută prin .acea.stă 
metodă directă este identică cu perioada fundamentală obţinută ptlntr ... un 
calcul exact. Forma fundamentală de vibraţie se po~te determina t<>t' direct .. 
aplidnd relaţia (10.64). Rezu_ltatele ce se obţin sîntfoarte apropiate d(I c.e\e, .. 
exacte conţinute în tabelul 10.5. ·. . •··• · .. ·. . . 

• Determinarea tncărcărilor seismi'.ce orizontale 
încărcările seismice care acţioneaiă lateral structura în dreptul fiecărui 

nivel se vor determina, conform normativului românesc P. 100-81, prin. 

488 

intermediul forţei tăietoare de bază (v. § 9.6.2). Pentru modul fundamental 
de vibraţie rezultă 

Fi= C1Q, 

unde, în cazul considerării unui teren normal de fundare coeficientul seismic 
total are expresia ' 

Ci = K,~14e:1, 
iar 

n-9 

Q = E Q1: = 820 tf, (8044 kN). 
k=I 

Semnificaţia parametrilor care intervin în expresia coeficientului seismic 
total a fost definită în capitolul 9. Coeficientul de protecţie antiseismică 
rezultă K, = 0,12 (corespunzător gradului 7), cel de reducere este lji = 0,20 
{pentru construcţii în cadre de beton armat), coeficientul dinamic are valoa
rea ~1 = 2 (deoarece T < 1,5 s), iar coeficientul de echivalenţă e:1 se obţine, 
pe baza datelor conţinute în tabelul 10.7, cu formula 

'.Nivel ,•1 

• I 
9 I 0.632 1 1.000 
8 i 1,000 Î 0,9420 

. 1 I 1.000 i 0.8251 

i-T 1.000 1 .o,6946 i---11----, 
l . 5 1,.000 ! 0,.54.53 

li~ 1;000 '1' 0,4067 - 3 . 1,000 , 0,2859 

2 1,000 j O, 1842 

-. -.-1-1 1,000 ! 0,0858 

~~ s,632 I 

TABELUL 10.7 

dk,1 
Ft,1 I Kt,1 

lntf,tnkN încm 

1,0000 0,6320 0,6320 o, 1373 -f,0.5 39,8 1,20 ---~----11--- ___ ,_ 
o,8874 o,9420 o,8874. _o._20_-t_1--11_6..:..,o_-t_ 59,3 1,13 

0,6813 0,8254 0,6813 o, 179-f 5,30 51,9 0,99 
---•1----1----11--- --- -

0,4825 0,6946 0,4.825 O, 1509 i,-f6 4.3,7 0,83 

O,W7J 0,54.53 0,2973 O, 1185 3,50 34,3 0,65 

0,16.54 0,4067 O, 1654 ---1--- 0,0884 2;61 25,6 0,49 

0,0817 0,2859 0,0817 
---1--- 0,0621 1,83 18,0 0,34 

0,0339 o, 1842 0,0339 O,OiOO 1, 18 11,6 0,22 

0,0074 o.o 1s~J =o=,5=5=e=~5-,=4~-""'=-o=.-1=0~ 
1,0000 129,52 289,6 -

0,0858 0,0074 

I 4,6o 19 I 3,2689 I 

Deoarece perioada fundamentală este mai mică de 1,5 s, se va lua în con
sideraţie numai influenţa primului mod de vibraţie asupra răspunsului total 
al structurii. In consecinţă, coeficientul seismic al forţei tăietoare de bază 
(F.T.B) va avea următoarea valoare numerică 

C1 = 0,036, 
iar F.T.B. 

F 1 = 29,52 tf (289,6 kN). 

Forţele seismice de nivel (F.S.N) se obţin prin distribuţia F.T.B astfel 

F1:. 1 = d,,, 1Fi, 
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1 •20 cm în care, coeficientul de distribuţie 
are expresia 

d _ ak<l>k, 1 
k, 1 - n-9 

E o:k<l>J;, 1 
A-t 

În tabelul 10.7 sînt calculate va
lorile coeficienţilor de distribuţie, 
precum şi F.S.N, iar variaţia forţe
lor tăietoare pe înălţimea structurii 
este reprezentată în. figura 10.14. 

~-------'O 

Deplasările laterale produse de 
F.S.N se pot calcula fie prin inter
mediul rigidităţilor relative de nivel, 
fie cu relaţia generală (8.69) şi trans
formarea (8.64) 

29, 52 tf ( 289,6 kN) 

Fig. W.li 

x1;.1 = Ak,1SD1 = Ak,1 s~1' 
W1 

Variaţia coeficientului de formă, precum şi valoarea spectrală a accelera
ţiilor rezultă (8.98), (9.9): 

Ak.l = 1,408<1>1:, 1, SA1 = g c1 = 47 cm/s2 w1 = 2r./Tv 
t1 

iar în final se obţine pentru variaţia deplasărilor laterale expresia 

X1;; l = 1,20<l>k, I = Xn, l <l>k, l• Xn, l = Xn, niax = 1,20 Cm. • 

Deplasările laterale sînt calculate direct în tabelul 10.7 şi repn~zentate 
grafic în figura 10.14. Diagrama momentelor încovoietoare, produse de acţiu
nea forţelor seismice Fk.1 este prezentată în figura 10.15, ţinînd seama de carac
terul simetric al structurii şi antisimetric al. încărcărilor. 

• Observaţii 
- Dacă perioada fundamentală se raportează Ia parametrii 

n = 9, H = 26,60 m, B = 14,90 m, 

rezultă exprimările 

T1 =::'.0,094n, T1 =::'.0,12H/.fB, T 1 =::'.0,16./H 

ceea ce dovedeşte că structura se situează la limita superioară a structurilor 
semiflexibile. 

- Pentru structurile de beton armat avînd T1 ~ 1,5 s, deplasarea maximă 
produsă de încărcările seismice evalua te prin normativul românesc P. 100-81, 
se poate determina cu formula (9.11) care devine . 

Xn, 1 = Xn, ma:r = 14K,T;, [cm] 
iar variaţia deplasărilor laterale 

xk, 1 = 14K,11<l>k, i, [cm]. 
Prin aplicarea acestei formule Ia structura · analizată, rezultă 

x,., ma.,:= 14 • 0,12 · 0,8452 = 1,20 cm, 

şi deci o 'valoare identică celei obţinute anterior, deoarece C(T1) = 131 ::::;: 2 şi 
CR = tji = 0,20 (V. § 9.6.2). 

,90 

Fig. 10. 15 
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DISTRIBUŢIA FORŢELOR SEISMICE . 
LA ELEMENTELE VERTICALE DE REZISTENŢA. 
CENTRUL DE RIGIDITATE 

în proiectarea construcţiilor rezistente la cutnmure, se consideră în mod 
convenţional la efectuarea analizei numerice, modelarea plană a structurilor 
pe cele două direcţii ortogonale. Acest concept de abordare este valabil atunci 
cînd structurile sînt simetrice din punct de vedere geometric, elastic :ŞÎ iner'
ţial, în care caz deplasările de translaţie şi cele de rotaţie ale unui .ansamblu 
structural rezultă decuplate. In ascmrnea situaţii, distribuţia fotfelor tăie
toare, provenite din acţiunea seismică, la elementele de rezistenţă .verticale 
(stîlpi, diafragme sau pereţi din zidărie portantă) nu comportă precizări 
suplimentare faţă de cele expuse în capitolele anterioare. 

fo cazul apariţiei cuplajului elastic şi inerţial specific structurilor neş:
metrice, ca urmare a interacţiunii între deplasările de translaţie şi de rotaţie, 
este necesară o analiză tridimensională care să. ţină seama . de conlucrarea 
spaţială a el1:mentelor de rezistrnţă verticale şi or.izontale. · · 

Avînd în vedere caracterul spaţial al comportări.iurtei sţructuri,di1>trU;~uţia 
forţelor tăietoare la elementele wrticale de rezistenţă cuprinse.mtre d.obă 
planşee consecutive, care nu se sup,m unor reguli de sifuefti~ ge9n1etrică 
şi elastică, devine mult mai complexă în raport cu rezolvarea plană unidimen
sională. în această situaţie, sub acţiunea forţelor seiSlllice orizon:ta,ie,. între 
cele două' planşee consecutive se produce o cleplasare .relativă Tezu1tantă. 
de tip plan_;.paralelă, care se compune din douămişcări d,e translaţţe rapor:tate ., 
la un sistem plan de axe ortogonale şi o mişcare.derotaţie înjurul~nei axe 
verticale. Deplasările absolute ale fiecărui planşeu vor fi de aceeaşi D!ltl.ită, 
astfel incit coordonatele dinamice .de laJiecare nivel curent k vor fi în număr 
de trei {x,t, Yt, 6k), iar pentru întreaga sfructtJră 3n.(k ·. l, 2, .. , n),:Jltjgitiea, 
a:xelor verticale în raport cu care se produce m~area de rotâţje ila:stică 
(numită şi de torsiune) la nivelul fiecărui planşeu se numeşte centru ide r<>,t,aţfe. 

ce11tru de torsiune sau centru de rigi"ditate. !ntrucît forţele seismice au carac
terul unor forţe de inerţie, aplicîndu-se deci in .crntrul masic (sau de greu
tate) al fiecărui planşeu, existenţa centrului de torsiPne va ge11.era la toa.te 
nivelurile structurii momente de torsiune, avînd vectorii situaţi pe,.l!,xele 
verticale de rotaţie (fig. 11.1, a). . . ·. . .. · 

Se menţionează faptul că şi în cazul structurilor şimetrice (g~n:'leb-ic, 
elastic şi inerţial), cînd teoretic centrele niasice Coini:;id cu celfc:le if · 'ttţe; 
este posibilă apariţia unor momente de torsiune cµ raracter a:cc~d4înf . · ·· · · 
momente pot proveni din neomogenit.atea materjalelor, yariabilitât:$ 
cărilor efective, erori _de_ execuţie, nesincroni~l .ri.fifării.·~eis~ce:~~. Re~fă. 
etc. în acest sens, ma1or1tatea actelor norni.atrv.e J)r1vi11.d a:srgura:r-ea,,al?jt1se1ş,
mică pre"'.ăd în_ CafUl struct~.rilor si~e;trţce. o e)l'.~e~Î;ÎC::ÎţflJţ c~,m:ţilţipii~lă .· 
a încărcănlor seismice (de la fiecare nivel al tonstruc;ţ1e1),:ta;portatărlfc#îWîl · 
masic. · . · · . · . . . · .i i: .... • \ i. • 

ln cuprinsul acestui capitol se \'.a considera că elemeµt:ele verticâ,J.eq;<:itezis,. 
tenţă de Ia fiecare etaj au caracteristicile elastice•şî distribuţia în plan e>lt@-
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care (fig. 11.1,b). Utilizarea noţiunii de rigiditate relativă de nivel (v. cap. 10) 
permite atît determinarea poziţiei centrelor de rigiditate (torsiune), cît şi 
repartizarea forţelor seismice la elementele verticale de rezistenţă. în acest 
sens, se va prezenta conceptul metodei· cmtrulm' de rigt'di'tate şi modul concret 
şi sistematizat în care se aplică în analizele nu.merice de proiectare a structu
rilor. Expunerea reprezintă o extindere şi generalizare a unui studiu elaborat 
de T.Y. Lin [126], în care se introduce noţiunea de rigiditate obli'că. 

în capitolul 8 a fost dezvoltată teoria generală a răspunsului seismic al 
structurilor spaţiale, avînd în vedere cuplajul existent între mişcarea de rota
ţie şi mişcarea de translaţie, de la fiecare nivel al modelului dinamic. 

11.1. IPOTEZE, NOTAŢII ŞI NOŢIUNI DE BAZĂ 

în analiza ce urmează vor fi admise următoarele ipoteze: 
• Planşeele se consideră perfect rigide în plan orizontal, avînd deci o com

portare de disc indeformabil. Această ipoteză este foarte apropiată de reali
ta te, ţinînd seama că rigiditatea planşeului în plan or.izontal este mult mai 
ridicată <lecit rigiditatea elementelor verticale de rezistenţă. 

• Se presupun cunoscute rigidităţile relath-e de nivel ale elementelor 
verticale de rezistenţă (stîlpi, pereţi) cuprinse între două pla;nşee consecutive. 
Modul fa care se definesc şi se determină rigidităţile relative de nivel a fost 
expus în capitolul 1 O. 

• Mărimea totală a forţei laterale, considerată static-echivalentă, care
acţionează la un anumit nivel al întregii clădiri, se consideră apriori deter.; 
minată deşi, în realitate, este afectată de poziţia centrului de rigiditate.Se 
poate admite într-o primă aproximaţie că variaţia forţelor laterale provenite 
din acţiunea seismică este cea stabilită în capitolele 8 şi 9. Această apro.xi
maţie poate fi ulterior corectată prin introducerea în calculul dinam;ic şi al 
rigidităţilor relative de rotaţie. . · 

In figura 11.1, b se prezintă un caz general de dispoziţie în plan oriiO:ntal .• 
a unui ansamblu format din m elemente verticale de rezistenţă, situat la 
un anumit etaj al unei clădiri. 

Conform figurii 11.1, b principalele notaţii şi definiţii ce Yor fi utilizate
sînt următoarele: 
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C.G., C.Jl. 

C.R. 

k= 1,2, ... m 

xOy 

1k - lk, 2k - 2k 

- centrul de greutate sau centrul masic aJ plan-:
şeului considerat, în care se aplică forţa latei:ală. 
M~F; · 

- centrul de rigiditate sau centrul. de torsiutJ,e 
al ansamblului format din elementele verticale, · 
de rezistenţă; . · 

- numărul elementelor .·vertkale de rezist~ţă . 
existente la etajul cuprins. între două ·. plat)~~; 

- sistem arbitrar de axe astfel ales îhcît sa fon.hi;_ 
buie la simplificarea operaţiilor de calcul; 

- axele principale de inerţie ale secţiunii trafi5-' 
versale ale elementului k, avînd originea în cen-
trul de greutate al secţiunii; · .· . 

1-1, 2-2 

CX1, 

(31, 

6 

R 

Rlk, R21< 

R1, R2 

Rz, RII 

R$I/I R11$ 

F 

J=R~ 

M,=M, 

- axele principale ale ansamblului format din 
elementele k, trecînd prin centrul de rigiditate; 
faţă de aceste axe rigiditatea ansamblului are 
valori maxime sau minime ; 

- unghiul pe care îl formează direcţiile x - x 
şi lk - 1k; 

- unghiul pe care îl formează direcţiile 1-1 
şi1k-1k; 

- unghiul dintre axa arbitrară x - x şi axa princi
pală 1-1; 

- rigiditatea relativă a unui element vertical 
(oarecare) de rezistenţă; 

- rigidităţile relative ale elementului vertical de 
rezistenţă k pe direcţiile axelor principale lk-lk, 
respectiv 2k-2k; 

- rigidităţile relative totale ale ansamblului ele
mentelor k pe direcţia celor două axe principale 
1-lşi2-2; 

- rigidităţile relative totale ale ansamblului ele
mentelor k pe direcţiile oarecare x - x, respectiv 
y - y, numite rigidităţi oblice; 

- componentele rigidităţilor relative, normale pe 
direcţiile rigidităţilor Rv respectiv R11 , numite 
rigidităţi centrifugale; 

- forţa laterală totală care acţionează la nivelul 
planşeului superior, egală cu forţa tăietoare 
corespunzătoare etajului cuprins între cele două 
planşee, provenită din încărcările seismice care 
acţioneazţ întreaga structură; 

- componentele forţei F după axele principale 
1-1 şi 2-2 ale ansamblului; 

- distanţele, măsurate pe normală, de la C.R. la di
recţiile componentelor F 1 şi F2 aplicate în C.G. 
(definesc excentricitatea C.R. faţă de C.G); 

- distanţele măsurate pe normală, de la C.R. 
la direcţiile principale lk - lk, respectiv 2k-2k, 
ale elementului de rezistenţă k; 

- momentul de inerţie polar al ansamblului de ele
mente k faţă de C.R. a cărui mărime este .. 

] = E (Rud1f + R2tdiJ 
A-t I 

şi reprezintă rigiditatea elementelor wrticale de 
rezistenţă la torsiune ; 

- momentul de torsiune care acţionează în planul 
orizontal al planşeului superior, rezultat din 
reducerea forţei F în raport cu C.R. (fig. 11.1), 
adică 
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- forţa ce revine elementului k în urma distributiei 
numai a forţei F care trece prin C.R. (fig. 11.2, ~); 

- componentele forţei FI: după direcţiile axelor 
principale lk - lk şi 2k - 2k ale elementului k, 

P;. = P;,. + P;k; 
forţa ce revine elementului k în urma distribuţiei 
numai a momentului de torsiune M, (fig. 11.2, b); 

F' 
k 

(2,k) 

F 
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' ',, 
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componentele forţei F{ după direcţiile axelor 
principale lk - lk şi 2k - 2k ale clementului k, 

P; = P;k + P;k; 
- forţa totală ce revine elementului /~ în urma 

acţiunii forţei F în C.G. al ansamblului de ele
mente ,·erticale de rezistenţă; deci 

pk = P; + P;; 
deplasările relative între cele două planşee conse
cutive produse de acţiunea forţelor F 1 , respectiv 
F 2, adică 

~l = FI ~2 = F2; 
RI' R2 

rotirea relati,·ă a planşeului superior faţă de cel 
inferior, datoritrt actiunii momentului de tor-
siune Jf,, ' 

Jf, JJ, 
?=-=-
. J R'f 

În legă tură cu noţiunile definite mai sus se vor face următoarele precizări: 
• În forma cea mai generală, rigiditatea relativă de nivel a fost definită 

în capitolul 10. De aceea, în ,.metoda centrului de rigiditate" se vor utiliza 
rigidităţile relative definite în acest mod, ţinînd seama de contribuţia deforma
bilităţii elementelor verticale şi orizontale de rezistenţă ale ansamblului struc
tural. În felul acesta se extinde metoda preconizată de T.Y. Lin, iar rezultatele 
ce se obţin reflectă în mod mai corect comportarea spaţială a cHidirilor la acţiuni 
laterale. 

• în cazul în care un elemrnt vertical de rezistenţă k este constituit dintr-o 
diafragmă de secţiune dnptunghiulară şi grosime mică, rigiditatea în direcţia 
axei principale minore 2k - 2k este foarte redusă, practic neglijabilă. 

• Cînd C.R. se află pe direcţia forţei F, momentul de torsiune este nul şi 
deci cp. = O. În această situaţie planştul superior va suferi numai o mişcare 
de transla ţie relativă faţă de planşeul inferior. 

• Pentru elemrntele de rezistrnţă ale căror secţiuni trans\'Crsale admit 
o a.xă de simetrie, acrnstă axă va coincide chiar cu una din axele principale 
de inerţie. Cea de-a doua axă principală va fi pe1pendiculară pe aceasta, 
intersectîndu-se în crntrul de greutate al secţiunii. La elementele de rezistenţă 
ale căror secţiuni transYersale admit două axe de s:metric (secţiuni pătrate, 
dreptunghiulare sau circulare), axele principale de inerţie ,·or coincide cu aceste 
axe de simetrie. 

11.2. ANALIZA TEORETICĂ A DISTRIBUŢIEI FORŢELOR LATERALE 
LA_ ELEMENTELE DE REZISTENŢĂ ALE UNUI ETAJ 

11.2.1. Rigiditatea relativă faţă de o axă oarecare. 
Rigiditatea oblică 

Se va considera eltmentul wrtical de rezistenţrt k din figura 11.3. Se pre
supun determina te axele principale de inerţie 1 k - 1 k şi 2k - 2h ale secţiunii 
transversale, precum şi rigidităţile relative Rlk şi R2k în raport cu aceste axe. 
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1n continuare se Ya arăta modul în care se poate calcula rigiditatea elementului 
în raport cu o altă axă arbitrară x-'-- x care face cu axa principală 1k - lk 
unghiul a.". Conform definiţiei rigidităţii relative de nivel, se va aplica capă~ 
tului superior al stîlpului o deplasare relativă unitară pe direcţfa . x - x. 
Această deplasare se descompune în cos a." (p3 direcţia axei lk - lk) şi sin a.i, 
(pc direcţia 2k - 2k), aşa cum rezultă din figura 11.3, a. Forţele care produc 
aceste două componente ale deplasării unitare rezultă (fig. 11.3, b}: 

- pe direcţia lk - 1k, Ru cos a.1,;; 

- pe direcţia 2k - 2k, R21,; sin a.1,;. 

Compunînd proiecţiile acestor două forţe după direcţii! e x - x şi y - y 
se vor obţine: 

- rigiditatea elementului k pe direcţia x - x 

R.,,1,; = Ru cos2 ar.t + R21: sin2 a.,,, (1 L 1) 

numită rigt'ditaf<' oblică; 
- componenta rigidităţii elementului k pe direcţia y - y 

R;.y,1.; = (Ru - R2t) sin !Xi, cos oc.1;, (11.2) 

numită rigi'ditaif centrifugală. 
Procedînd în mod analog, pwtru o deplasare unitară aplicată pe direcţia. 

y - y vor rezulta : 
R11 , 1,; = Rit sin 2 oct + R21: cos2 oct, (U .3) 

şi 

R11x, 1: = (R1t - R21,;) sin ocio cos oc.1; = R„11 ,.1;. (11.4) 

Este evident că în cazul secţiunilor 1a care axele x - x şi y ;._ y coincid 
cu axele principale de inerţie R:r:11 , 1o = O. Totdeauna Ra,11, 1o este nul pentru sec-
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ţiunile pătrate şi circulare deoarece Rlk = R2t. Pentru întregul ansamblu 
de elemente verticale de rezistenţă ,·or rezulta 

,. "' 
R,, = B R,.,,. = E (R1t cos2 ar.1,; + R21,; sin2 ex,), 

. k-1 1-1 
( 11.5) 

"' ,. 
Ry = B Ry. 1,; = B (Rlk sin2 ex1,; + R21,; cos2 exk), 

k-1 k-1 
( 11.6) 

,n m 

Rxy = E R.rj!. t = E (Rv, - R21:) sin a.L' cos ex,. """ RJl:I" 
k-J k=I 

( 11.7) 

în cazul diafragmelor ale căror secţiuni transwrsalc sînt dn ptunghiulare 
cu grosimi foarte mici, cum ar fi elementul m din figura 11. I, rigiditatea dup:i 
direcţia 2m - 2m poate fi neglijată (R2,,. = O) şi deci 

După cum se poate constata, rigidităţile oblice se pot exprima direct p~in 
intermediul rigidităţilor după axele principale ale fiecirui clement, precum 
şi direcţiile acestora. 

11.2.2. Stabilirea poziţiei centrului de rigiditate 

După cum s-a mai arătat, centrul de rigiditate C.N.. este punctul prin 
care trecînd forţa laterală totală F, nivelul superior efectuează numai o miş
care de translaţie în raport cu nivelul inferior, mişcare ce poate fi descompusă 
în. două componente faţă de un sistem de axe ortogonale. 1n vederea stabilirii 
poziţiei C.R. se aplică procedeul ce se expune în continuare. 

Se alege un sistem oarecare de axe xOy (fig. 11 .4) în raport cu care se pre
cizează poziţia secţiunilor transversale ale grupului de stîlpi format din cle
mentele k = 1,2, ... m. 

Se va imprima întregului ansamblu o deplasare unitară pc direcţia axei 
x - x, iar prin intermediul formulelor (11.1) şi (11.2) se vor determina rigi
dităţile R:r, k şi R:ru. k• corespunzătoare fiecărui stîlp. Din punct de vedere meca
nic aceste rigidităţi formează un sistem de forţe coplanare care, prin compu
nere, se reduce Ia o rezultantă a cărei direcţie se ,·a nota cu D,. (fig. 11 .4). 
Este evident că pentru orice forţă al cărei suport coincide cu direcţia //,. 
ansamblul de stîlpi va efectua numai o translaţie pc direcţia axei x - x. 
Procedînd în mod analog, se va imprima o dEplasare unitară ansamblului 
pe direcţia y - y o bţinîndu-se, cu ajutorul formulelor ( 11 .3) şi ( 11 .4), sistemul 
de forţe coplanare a cărui rezultantă are direcţia Dy (fig. 11.4). Dadt o forţ[t 
ar acţiona de-a lungul acestei direcţii, ansamblul de stîlpi va efectua numai 
o translaţie pe direcţia axei y - y. Intersecţia celor două direcţii Dx şi Dy 
va detertnina poziţia centrului de rigiditate, care corespunde definiţiei enun
ţate mai sus. 
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Fig. 11.4 

Poziţia c_e1_1trului de rigiditate se p::iate determina fie pe cale grafică,fie 
pe cale anahti~ă. _?bţiner_~a pe c~le analitic~ a p::iziţiei C.R. se face pornind 
d_e Ia observaţia ca dtrecţnle Dx şi Du reprezmtă axele centrale ale celor două 
sisteme de forţe coplanare, care reprezintă rigiditătile corespunzătoare celor 
dourt situaţii considerate. ' 

După cum se ştie din mecanica teoretică, ecuaţia axei centrale pentru 
sistemele coplanare de forţe are fomia: 

1'v10 - (Xy - Yx) = O, 
sau 

y X - Xy -;- M o = O, (1L8) 

u_1_1de J1::10 este ~amentul forţelor faţă de originea axelor xO y, iar X şi· Y proiec
ţHle sistemulm de forţe după axele Ox, respectiv Oy. 

Ţ'inînd seama de ecuaţia (11.8) şi de formulele (11.5), (11.6) şi (11. 7), ecua~ 
ţiile dreptelor D"' şi Dv vor fi: 
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(D:,;) Rrvx - RrY + M~ = O, 

(D,;) R,r,; - RrvY + MK = O. 

l 

I 
y 

R,_k 

Fig. 11.5 

Prin intersectarea acestor două drepte rezultă coordonatele centrului de rigi
di"tate (C.R.): 

MiRxy - Aff,Rx 
XcR= 

R,J?.v - R;v 
(11.9) 

YcR = Mr,Ry - M'{,Rxy • (11.10) 
RxRv - R;y. 

în formulele (11.9) şi (11.10), pentru momentele M~ şi M~ sensul pozitiv este 
dat de sensul orar. 

în cazul în care secţiunile stîlpilor ansamblului au direcţiile principale 
de inerţie paralele între ele, iar sistemul xOy se alege de asemenea cu axele 
paralele cu aceste direcţii (fig. 11.5), Rxv = O şi deci, prin particularizarea 
formulelor (11.9) şi (11.10) se obţin coordonatele centrului de rigiditate 

(11.12) 
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Dacă se lucrează în valori absoiute:sf 

laţia (11.11). ·_·, 

' ce abstr~cţie de semn în re-

După cum se poate observa, în acest caz particular C.R. reprezintă centrul 
forţelor paralele R.,,,., şi R,. ,.,, iar fofl:ll~lele (11.11) şi (11.12) sînt formal asemă
nătoare cu cele care precizează poz1ţ1a centrelor de ,greutate ale suprafeţelor 
plane. . 

Din această analiză rezultă că centrul de rigiditate al unui ansamblu 
de elemente verticale de rezistenţă este o caracteristi"că elasti"că a acestuia. 
Oricare deplasare s--ar fi aplicat acestui ansamblfl, direcţia rezultantei rigidită
ţilor elementelor verticale de rezistenţă va trece prin centrul de rigiditate. 
Orice forţă exterioară care trece prin C.R. va produce numai o mişcare de 
translaţie. Dacă forţa acţionează excentric faţă de C.R. mişcarea rezultantă 
va fi compusă dintr-o mişcare de translaţie şi una de rotaţie în jurul centrului 
de rigiditate. Această mişcare cu caracter elastic este analoagă mişcării plan
paralele studiate în mecanică. 

11.2.3. Determinarea axelor principale de rigiditate 

A:xeie_principa!e_d~ ri~iditate al\l. ansam~lului au p~oţ1rietatea că în.r_al?~r~ 
cu direcţiile lor, rigidităţile totale smt maxime sau minime (analog defi:n1ţiei 
axelor principale de inerţie). Axa principală în. direcţia _căreia rigid,itatea 
este maximă se va nota cu 1-1, iar axa principală în direcţia căre~a rigiditaţea 
este minimă, cu 2-2. Dacă o forţă este aplicată pe direcţia unei axe principale, 
ansamblul se va deplasa (fără a se roti) în. aceeaşi direcţie. Deplasărjle pe 
direcţiile axelor principale au de asemenea vaţori extreme. în baza âcest~r 
definiţii, rezultă că în raport cu axele principale (fig. 11:l), rigiditate.I. centri
fugală totală R12 trebuie să fie nulă-! 

Se va porni de la prima definiţie care permite, ca în raport cu axa 1-l, să. 
se scrie ecuaţia 

dR1 -o. 
d~t 

Ţinînd seama de formula (11.5), ecuaţia de ~ai sus devine: 

sau 

d~1: t (Ru cos2 ~.t + R21: sin2 ~.t) = O, 

m 

2 '>' (- Rn cos ~1: sin ~r + R21: sin ~1: cos ~.t) = O. t:{ 

Această relaţie care mai poate fi scrisă sub form.a 

"' E (R11: - R!k) sin ~r cos ~1: = O, 
11-1 

arată că rigiditatea centrifugală în raport cu axele principale de ttgiditite• ····· 
este nulă. adică 

Ru=O, 

relaţia {11.13) Wnd analoagă cu (11.7). 

5&2 

• 
Din figura 11.1 rezultă că ex,. = ~1: + O, şi deci 

~I:= ex1; - O, (11.14) 

unghiurile ex1: fiind cunoscute din datele iniţiale ale problemei, iar unghiul O, 
cc.>re precizează direcţia principală 1-1, urmează a fi determinat. 

înlocuind relaţia (11.14) în (11.13) se obţine: 

"' B (R11; - R2,Ysin (ex,. - O) cos (ex,. - 6) = O, 
k=I 

sau 

Dezvoltînd ultima ecuaţie astfel 
1 ... 
2 ~ (Ru - R2.t) (sin 2ex1; cos 20 - cos 20,:1: sin 20) = O, 

se obţine 
... 
E (R11; - R21:) ~in 20,:1: 

tg 20 = "---1-------

"' 
)',(R11: - R21.) cos 2«1: 
·r-1 

(11.15) 

Se poate constata după mersul operaţiilor de calcul că problema este oa
recum asemănătoare cu cea a determinării direcţiilor principale de inerţie din 
rezistenţa materialelor. 

În raport cu axele principale de rigidi"tate, rigidităţile relative oblice vor.avea 
următoarele expresii: . 

"' 
R1 - '>' (Ru cos2 ~k + R21: sin2 ~,1;), t={ 

... 
R2 = E (Rn sin2 ~" + R2,1; cos2 ~,-). 

k=I 

(11.16) 

(11.17) 

unde ~.1: se determină cu relaţia (11.14) după ce 6 s-a calculat cu formula (11.15). 

11.2.4. Distribuţia forţei laterale redusă în C.R. 
la elementele de rezistenţi ale. unui etaj 

l)acă forţa totală F (v. fig.11.l) acţionează pe una din direcţiile principale 
ale ansam,blului elementelor verticale de rezistenţă, se va produce numai o 

.. XO.:işcare de translaţie ~e:a lu!lgul acestei direcţi!. ln c~zul în ca:e C.G. nu coin
.cidecu .C.R ... al .ansamblului, forţa F care acţ1oneaza excentric se va reduce 
la d,ouă.com,ponente F1 şi F2 în raport cu axele principale 1-1 şi 2-2 precum 
şila ~omentul de torsiup~M,.apllcat în. C.R. 
;: Se va arăta în .c o~tin,uare modul în care se distribuie componentele F1 şi 

F11 (reduse în C.R.) I a .eleme_nt~le: de rezistenţă ale ansamblului. : 
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Deplasările relative totale produse de aceste componente pe direcţia 
axelor principale ale ansamblului vor fi 

A - !.J._ F2 
1- Ri' A2 = R

2 
• (11.18) 

Aceste deplasări se descompun după direcţiile principale de inerţie ale fie
cărui element k al ansamblului obţinîndu-se (fig. 11.6, a) 

- pe direcţia lk - lk 

Â~k = Â1 cos ~k + Â2 sin ~k• 

- pe direcţia 2k - 2k 

A;1: = A1 sin ~k - A2 cos~,.. 

(11.19) 

(11.20) 

Se menţionează că la sumarea componentelor deplasărilor se va ţine seama 
de sensul lor efectiv de la element la element. Semnele de mai sus corespund 
sensurilor considerate în figura 11.6, a. 

Cunoscînd deplasările relative ( 11.19) şi (I 1.20) ale extremităţilor stîl
pilor, se determină direct forţele corespunzătoare pe direcţiile principale 
(v. fig. 11.2, a), proporţionale cu rigidităţile relative, adică 

F;1' = RuLi~1;, 
F;1; = RuA;1;. 

(11.21) 

(1 L22) 

Deci forţa distribuită elementului de rezistenţă k se obţine prin compunerea 
vectorială 

a vînd mărimea 

direcţia 

, F;1; 
tg·11; = -, 

. F;1: 

'li punctul de aplicaţie în centrul de greutate al secţiunii transversale. Din 
punct de vedere practic interesează numai componentele scalare ale acestei 
forţe. 

Dacă se ţine seama de relaţiile (11.18), (11.19) şi (11.20), expresiile forţelor 
distribuite (11.21) şi (11.22) mai pot fi exprimate direct în funcţie de com
ponentele F 1 şi F2 astfel: 

11.2.5. Distribuţia momentului de torsiune la elementele 
de rezistenţă ale unui etaj 

(11.23) 

(11.24) 

Momentul de torsiune M1, care acţionează în planul orizontal al nivelului 
superior etajului considerat, produce .o rotire generală a ansamblului cu 
11nghiul <p (fig. 11.6, b). în urma acestei rotiri, relative, capă.tul superior al 
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u~ui element vertical de rezistenţă k se va deplasa perpendicular pe distanţ 
dmtre ~e_ntru~ de greutate _al ~ecţiunii k şi C.R. cu AZ. Componentele aceste~ 
deplasan, faţa de axele prmc1pale ale elementului k, vor fi: 

A" A• • d . 
11c = u.k sm 'Pt = cp k sm IP1: = q,du, ( 11.25) 

A" . A" 
U.2k = U.k cos 'Pk = cpdJ; cos 'l'J: = rpd21,;, ( 11.26) 

deoarece, în conformitate cu figura 11.6, b 

A~ = cpd1,;, d1,; sin cpk = du şi d1,; cos 'P.1: = d21,;• 

Dato~ită rotirii cp a _ansamblului, pe direcţiile principale ale elementului k 
vor acţiona forţele (fig. 11.2, b): 

(11.27) 

F;k = R2kA;k = -:pR21,;d21;. (11.28) 

Din expresiile (11 :27) şi (11.28) rezultă că efectul momentului de torsiune 
.~li,,., ca~e produce_ rot_Irea ,'P, :'e poate !nlocui prin forţe la capătul superior al 
f1ecarm elem~nt, ertic_a!, mc1t pentru mtreg ansamblul se va putea scrie urmă
toarea ecuaţie de ech1hbru 

m 

.u, = r (F;,dlL + F;1:d21,;), 
k=I 

sau 
m 

.11, = ? r (R11:dfk + R2kăi1;), 
k=I 

de unde se obţine expresia rotirii cp a ansamblului 

Me cp = -m.------'----

r (Rudî.1: + R2„d~.1:) 
k=I 

(11.29) 

Se obs~r:·~ :ă. numitorul exp~esiei (11.29) reprezintă momentul de inerţie 
polar al ng1d1taţ1lor de translaţie ale elementelor verticale de rezistentă în 
raport cu C.R., adică ' 

m 

] = ~ (RlkdÎk + R2,i~1.) = R,:, 
k=I 

~ (11.30) 

în care caz, expresia (11.29) devine 

(11.31) 

ceea ce demonstrează că J este rigiditatea de ansamblu la translatie R . 
. î:1Io~uind_ {11.3_1) în relaţiile (11.27) şi (11.28) se obţin expresiil~ forţelor 

d1stnbmte dm acţmnea me,mentului de torsiune Jf,: 
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F " Rn M 
1k = --d1k· t 

J 
(11.32) 

(11.33) 

' l 

i 
j 

l 
I 

Conform figurii 11.l, b momentul de torsiune are următoarea expresie 

( 11.34) 

Forţa totală F; care revine elementului k se obţine prin compunerea vec
torială 

Mărimea acestei 

iar direcţia 

P; = F;k + P;k. 
forţe va fi 

F; = ./(F;1,;)2 + (F;k)2, 

• F;k 
tgyk = -.-, 

Fa 

avînd punctul de aplicaţie în centrul de greutate al secţiunii elementului k. 

11.2.6. Distribuţia forţei laterale in cazul general 

În cazul general, cînd C.R. nu coincide cu C.G, distribuţia forţei laterale 
totale la elementele de rezistenţă k ale ansamblului se face cu ajutorul formule
lor stabilite, adică 

sau 

F11,; = F;k + F;k, 

F21: = F~k + F;1c, 

( 11.35) 

( 11.36) 

În aceste formule semnele vor rezulta din sensurile efective pe care le are 
fiecare termen în parte în funcţie de poziţia C.R. faţă de C.G. şi sensul forţei 
laterale F. Din relaţiile (11.35) şi (I 1.36) se constată că fiecare stîlp se încarcă 
proporţional cu rigiditatea relativă exprimată în raport cu axele principale 
proprii. 

11.2.7. Cîteva situaţii particulare 

Se consideră ansamblul de elemente verticale de rezistenţă dispuse de aşa 
manieră încît secţiunile transversale au axele principale de inerţie paralele cu 
două axe ortogonale (fig. 11.7). 1n această situaţie axele principale ale ansam
blului vor fi paralele cu axele principale de inerţie ale elementelor. Coordonatele 
C.R. se vor determina cu formulele (11.11) şi (11.12) . 

Forţele distribuite se obţin prin particularizarea formulelor ( 11.36) şi {11.37), 
iar direcţia lor va fi paralelă cu axele principale ale ansamblului. 

Dacă C.R. coincide cu C.G. efectul rotaţiei dispare, componentele F 1 şi F 2 

distribuindu-se proporţional cu rigiditatea stîlpilor pe direcţia 1-1, respectiv 
2-2. 

În toate relaţiile ce vor rezulta, expresiile rigidităţilor R1 şi R2 ale ansamblu
lui, în raport cu axele principale, se obţin prin particularizarea expresiilor 
(11.16) şi (11.17). Se constată însă că R1 va fi egală cu suma rigidităţilor 
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Fig. 11.7 

elementelor după direcţia 1-1, iar R2 cu suma rigidităţilor aceloraşi elemente 
după direcţia 2-2. · ·· . . . .. · · 

Pentru secţiunea transversală din figura 11.8, care corespunde unui ansam-
blu format din diafragmele verticale, rezultă: · .. 

- poziţia centrului de torsiune, situat pe axa de simetrie 
ffl "' E R1kXk E Ikxk 

k=l A=I 
Xcn = 

"' "' 
(11.37} 

ERu 
k=I 

Eik 
k=I 

- momrntul '1e inerţie polar al anSamblului (rigiditatea la tocsiune) 
tn -,,: 

J = E Rudi1c = EI"df; 
k=! k=l 

(11.38} 

- momentul de torsiune 
Jf1 = Fe; 

- forţele distribuite, aferente fiecărei diafragme 

F. =~F+ · I,.d„ Fe· 
"' m m ' 

EI,, >' I„ăf. 
k-1 f':i 

sau 

F,, =F[t:, +•i,1~]' 
•-1 „1 

cu ob~ervaţia ~ă. al doilea termen din paranteză poate fi pozitiv sau negativ fu 
fu.ncţ1e de poz1ţ1a C.G. faţă de C.R. · ·.· · 

F, 

CD 

2 k 

l--d ----dk---i r----·d, __ : ___ z _ _,_ _____ --Om------. 

-XCR 

Fig. 11.8 

Dacă se notează paranteza din ( 11.39) cu 

[ 
I1c I1cd,. l fli,:= -,n-- +e "' I 

EI,. Ehdl 
k=I k=I 

relaţia (11.39) de,·ine 

•-.-. @ 
m X 

F 
m . , 

(11.40) 

(! 1.41) 
În acest 'caz h are semnificaţia unui coeficient de distribuţie al forţei ex

centrice Fla elementele de rezistenţă k, ţinînd seama de efectul simultan al 
translaţiei şi rotaţiei ansamblului de diafragme din figura 11.8. Al doilea ter
men din relaţia (11.40) poate fi pozitiv sau negativ. 

În conformitate cu observaţiile făcute anterior, rigiditatea ansamblului de 
diafragme pe direcţia axei de simetrie se consideră nulă (N.2 = O). 

11.3. UNELE PRECIZĂRI 

·.·· • • În general, linia centrelor de rigiditate este o curbă în spaţiu. In cazul 
.· structurilor ~vînd elementele Yerticale de rezistenţă alcătuite din diafragme, 
oucaracteristicfelastice identice pe înălţime, această curbă de,·ine o dreaptă 
vertk:all,·. 

• Plş.nşeele sînt considera te perfect rigide în planul lor (în planul orizontal), 
dar fli:::idpile pe direcţia normală, ceea ce face ca rigidităţile relative de nivel 
$ă. fie influenţate atît de deformarea elementelor existente la etajul considerat, 
cit şi de deformaţiile elementelor structurale de la celelalte etaje. 
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• Conlucrarea spaţială a tuturor elementelor verticale de rezistenţă se re
a lizează numai prin prezenţa planşeelor de la fiecare etaj. 

• Metoda centrului de rigiditate se aplică în calculul structurilor la acţiuni 
laterale (cutremur, vînt, explozii etc.) numai în cazul în care există o pronun
ţatii nesimetrie elastică. 

• Momentul de torsiune JJ1 are o influenţă importantă asupra distribu
ţiei forţelor tăieto;:ire şi implicit asupra comportării structurilor în ansamblu. 
În afara forţelor laterale aplicate direct, sînt puse în evidenţă forţe tăietoare 
suplimentare datorită efectului produs de 1.l11• 

• Pentru evitarea unor disimetrii elastice pronunţate şi deci apariţia unor 
momente de torsiune importante, în proiectarea construcţiilor înalte se utili
zează. în general elemente verticale de rezistenţă şi rigidizare închise, de tip 
nucleu central. 

• Din punctul de vedere al proiectării şi conformării antiseismice a structu
rilor, pentru a reduce efectul defavorabil al momentelor de torsiune, elementele 
verticale de rezistenţă se dispun de aşa natură încît linia centrelor de greutate 
să fie cit mai apropiată sau chiar să coincidă. cu linia centrelor de rigiditate. 

11.4. PRINCIPALELE ETAPE DE CALCUL 
PRIVIND DISTRIBUŢIA FORŢEI LATERALE TOTALE 
LA ELEMENTELE VERTICALE DE· REZISTENŢĂ 
DE LA UN ANUMIT ETAJ AL UNEI CLĂDIRI 

• Se calculează rigidităţile relati,·e ale elementelor verticale de rezistenţă 
în direcţiile axelor principale de inerţie ale secţiunilor transversale. 

• Se calculează rigidităţile oblice în raport w un sistem de axe convenabil 
ales. 

• Se stabilesc poziţia centrului masic C.Jf. al încărcărilor gravitaţionale 
unde se aplică forţa laterală totală de nivel F şi poziţia centrului de torsiune 
C.R. 

• Se determină axele principale de rigiditate 1-1 şi 2-2 ale ansambl_ului. 
• Se calculează momentul de inerţie polar J (rigiditatea la torsiune). 
• Se calculează momentul de torsiune M,. 
• Se obţin forţele distribuite fiecărui element de rezistenţă F~, datorită 

numai acţiunii forţei F redusă în C.R. 
• Se obţin forţele distribuite fiecărui element de rezistenţă FZ, datorită 

numai acţiunii momentelor de torsiune Jlf1• 

• Se determină forţele distribuite fiecărui element de rezistenţă Ft, 
ca efect al aplicării excentrice a forţei F. 

11.5. APLICAŢII 

Aplicaţia 11.5.1. Se consideră o construcţie de locuit cu 11 niveluri.alcătuite 
din diafragme de beton armat monolit, pline sau cu goluri, avînd în plan dispo
ziţia constructivă dată în figura 11.9. Diafragmele au grosime constantă, 
aceeaşi formă a secţiunii transversale şi aceleaşi tipuri de goluri pe toată înăl
ţimea. 
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Se cere s."i se determine poziţia centrului de rigiditate C.R., precum şi 
coeficienţii de distribuţie ai forţei laterale aplicată în centrul masic C.G. 

Intrucît rigiditatea diafragmelor pe direcţia x - x se neglijează, centrul" de 
rigiditate se va afla pe axa longitudinală de simetrie la distanţa Xcn, măsurată 
de la extremitatea stîngă a construcţiei (fig. 11.9). Poziţia centrului de rigi
ditate se calculează cu relaţia (11.37) 

Bikxt 
k 

Pentru diafragmele 1 şi 5 au rezultat centrele de greutate proprii situate pe 
axa de simetrie la distanţele de 0,15 m, respectiv 0,19 m, măsurate de la feţele 
exterioare ale secţiunilor. 

:\fomentele de inerţie ale celor cinci secţiuni transversale prin diafragmă, 
calculate în raport cu axa de simetrie comună x - x, au rezultat 

11 = 14,42 m4, 12 = 13 = 14 = 17,60 m4, 15 = 11,65 m4• 

Distanţele xt, măsurate de la faţa exterioară a diafragmei 1,sînturmătoarele: 

x1 =0,15m, x2 =6,45m, x3 =13,15m, x4 =20,65m, x5 .:.....25,81m. 

în consecinţă, poziţia centrului de rigiditate va fi precizată de coordonata 

XcR = 12,50 m, 

care pune în evidenţă existenţa unei excentricităţi e = 0,50 m, faţă de poziţia 
centrului masic C.G. considerat la intersecţia celor două axe de simetrie geo
metrică, adică la distanţa Xc.c. = 13,00 m. 

Coeficienţii de distribuţie p .ai forţei laterale aplicate în C.G., la fiecare dia
fragmă, sint calculaţi în tabelul 11.1 folosind relaţia (11.40). 

TABELUL 11.1 

I 
DiafraJ'.!- i /1: 
ma k I în m• 

! 
I 

I H:12 
~I __ 2_, 17.60 

3 
I 

17,60 I 

4 I lî,60 

5 I 11,65 

~ I 78,87 

a, 
ln m 

12,35 

6,00 

0,_50 

7,00 

13,3 l 

-

dÎ 
în m 2 

152,52 

36,00 

0,25 

'19,00 

177,16 

- I 

hdt 
în m' 

178,08 

105,60 

8,80 

123,20 

155,03 

-

2199,38 -I 
! 

I 633,60 
I 

4,40 I 

862,➔0 ! 
2063,87 I 

I 
I 

l 5763,6j I 
! 

lt 
i.1'-

o, 183 

0,223 

0,223 

0,223 

0,148 

1,000 

ltd;ţ ,--
~l;.•41 

I 

I -0.0155 o, 1675 
I 

i 
-0,0093 0,2137 

I 0,0008 0,223S 
I 
I 

i 0,0106 0,2336 

i 
0,0134 · o, 1614 

I 
I o 1,0000 i I 

Aplicaţia 11.5.2. Se cere să se calculeze :roziţia centrului de rigiditate pre
cum şi distribuţia forţei laterale F aplicată în Centrul masic, pentru o dădire 
ale cărei ele:mrnte verticale de rezistenţă sînt precizate prin vederea în plan 
din figura 11.10. Se observă că structura de rezistenţă este de tip mixt, alcă'
tuită din cadre şi diafragme. într-o primă aproximaţie se va neglija partici~ 
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parea cadrelor la preluarea încărcării laterale F, care ta fi transmisă numai 
nucleului central. Se consideră că forţa F acţioneazrt în C.G. pc direcţia transver
sală v-y. Distributia acesteia la pereţii nucleului se va face în dour1 ipoteze de 
calcul. ln prima ipoteză se admite că nucleul este monolit, iar în cea de-a 
doua se presupune că nu există conlucrare spaţială între pereţi. Centrul 
masle, care se află pe axa de simetrie, este caracterizat de coordonatele 

Xcc = 12,62 m şi Ycc = 4,00 m. 

Poziţia centrului de rigiditate este caractcrizatft de coordonatele 

unde momentele de inerţie ale celor patru pereţi care alcCttuics·~ nucleul re
zultă 

I,1 = 10,67 m4 , In = 12,80 m4 , Ic= In = 68,27 m4 • 

Fiind cunoscute dimensiunile geometrice a= 16 m şi b = 8 m, centrul 
de rigiditate va avea coordonatele 

Xcn = 8,73 m !ii )'CI,= 4,00 111, 

aflîndu-se deci pe axa de simetrie a secţiunii transversale prin nucleu 
(fig.11.10). Excentricitatea forţeiF,care se aplică în C.G., faţ:t de C.R. va rezulta 

e = Xcc - Xcn = 3,89 m. 
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16m. 1~ c~nformitate cu notaţiile şi di-
f -rr===::;:\,--:==. =======~ mensmmle geometrice din figura 11.11 
I' (Q) 8 , ~ momentul de inerţie polar al pereţilo{ 

r 
1-.. e_,J~-- 16 nucleului va fi 

E CR . . u 
co -.- - ·-- - - - -r;· -;r.- ·-·TI U. , -I 
I ~ r, \.; M=Fe " 
. C' I " 
L ~==·='-:::.=='.====F===IF=:::!J „u 

I -- L După cc forţa laterală F s-a redus în 
1---- d.=8,7J' - __ I_· d 727 / C n 1 · f t~ F · 1 ~ .=. ---, .1\., a aceeaşi or,a ş1 momentu de 

Fig. 11.11 torsiune ,lf, = Fe, distribuţia se face 
. . . _ . separat conform noţiunilor expuse în 

c1:11m_nsi:l cap1tolulm. _In ipoteza în care se consideră nucle4l monolit, forţele 
d1stnbtute se determmă astfel: · 

F~ = 1·4 F = 0,455F, F~ = JR F = 0,545F, F~ = F~ = O, 
IA + I B I.I + IB 

I-~~= l,JtdA Fe = - 0,099F, F;, = Ihd'!_ Fe = + 0,099F, 
J 

F:'. = Iede Fc = + O 2S9F 
< J ' . . F" = Il!dn F· - - O ?89F 

D j t - ,- , 

iar în final se ,·or obţine încărcării2 totale în lungul celor patru pereţi: 

F.4 = 0,356F, F8 = 0,644F, Fc = 0,289F, Fn = - 0,289F. 

În figura 11. 12 este arătat modul de distribuţie a forţei F şi momentului Fe 
care se aplică în C.R., precum şi suprapunerea celor două situaţii. 
' Dacă se admite ipoteza că nu există conlucrare spaţială, pereţii G si D nu 
se v?r încărca şi prin urmare toată forţa F n fi preluată numai de eletiJ.entele 
A ŞI B. În cazul acesta momentul de inerţie polar devine 

] = I Ad} ..:...18 di = 1490 in6• 

iar distribuţia se Ya face astfel 

F ' - IA 
.t - --- F = 0,455F, F.13 = 

I_,.+ 18 

IB F = 0,545F, 
I~+ IB 

F~ = l_,.d_,. Fe = - O 243F . , J . . F " lsdB F s = -- e = + 0,243F . 
I 

Rezultă deci următoarele îndmări totale ale celor doi pereţi: 

F_,. = 0,212F, FB = 0,Î88F. 
• P:in c~mparare~ celor dou~ situaţii p1:in prisma ipotezelor it~mise, se pune 
m ev1denţ31 anntaJul substanţial pe care ilare conlucrarea spaţială a elemen
telor verticale de rezistenţă în cazul acţiunilor laterale .. 
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12 
CALCULUL SEISMIC SIMPLIFICAT AL UNOR STRUCTURI 
INGINEREŞTI 

12.1. STRUCTURI ETAJATE ORTOGONALE 

•• 

Metodele aproximative cu privire la calculul eforturilor secţionale şi depla
sărilor laterale ale structurilor etajate ortogonale, formate din bare drepte, 
sînt specifice proiectării preliminare a construcţiilor, în vederea predimen
sionării elementelor de rezistenţă şi definirii configuraţiei elastice a sistemului 
structural. Asemenea analize directe, simplificate, pem1it fumizarea datelor 
iniţiale de intrare în procesul de rezolvare automatft, mai riguroasă, pe baza 
unor algoritme de calcul existente. Sînt totuşi situaţii particulare în care 
utilizarea unor metode aproximative devine practic mai eficientă, mai ales 
cînd simplificările introduse nu alterează comportarea de ansamblu a struc
turii analizate, întrucît pot fi evitate operaţiile de calcul laborioase care con
stituie în multe cazuri surse de erori sistematice. 

În general, metodele aproximative apelează la o serie de simplificări 
asupra conlucrării elementelor constitutive ale unui ansamblu structural. 
Cu unele diferenţieri în privinţa premiselor admise în analiza abordată, toate 
metodele de calcul se situează de regulă în acelaşi domeniu de aproximaţie. 
De altfel. chiar atunci cînd o metodă se numeşte „exactă", indiferent de gra
dul de sofisticare al formulării analitice, referirea se face în exclusivitate lamo
dul de rezolvare din punct de vedere matematic. Este evident că şi în această 
ultimă situaţie, relaţiile analitice de calcul se bazează la rîndul lor pe anumite 
ipoteze simplificatoare în ceea ce priveşte definirea modelului geometric, 
fizic, elastic si matematic. Introducerea tuturor fenomenelor si a caracteris
ticilor de comportare într-o formulare matematică unitară 'este deosebit 
de complicată şi de multe ori chiar imposibilă. ~fetodele generale cunos:::ute 
în mecanica solidului deformabil (în regim static sau dinamic) pot reprezenta 
un instrument sintetic de elaborare a unei teorii „exacte" dar care rămîne 
tributară aceloraşi premise şi ipoteze admise iniţial. 

În acest capitol vor fi sintetizate unele metode simplificate pentru cal
culul structurilor plane etajate, formate din cadre ortogonale, supuse acţiu
nilor laterale pe direcţia gradelor de libertate. Deoarece acţiunile· laterale 
(orizontale) se consideră static-echivalente, ele pot proveni din acţiunea 
seismică, acţiunea vîntului sau presiunea produsă de explozii. Aşa cum a rezul
tat din capitolul 11, dacă se ţine seama de interacţiunea spaţială a unei con
strucţii etajate, în urma distribuţiei forţelor laterale aplicate excentric faţri 
de centrele de rigiditate de la fiecare nivel, se poate obţine o disociere a ansam
blului structural într-o multitudine de su bstructuri plane independente. 

In privinţa definirii noţiunilor de structură de rezistenţă în cadre, la acţi
uni laterale, sînt necesare unele precizări. În acest sens, s-a considerat struc
tura etajată simplă (simetrică) din figura 12.1, a la care s-au grupat acţiunile 
laterale în raport cu axa de simetrie (fig. 12.1, b). Caracterizarea modului 
de comportare al structurii poate fi apreciat prin raportul existent între 
rigidităţile riglelor şi stîlpilor. In această privinţă cazurile teoretice extreme 
puse în evidenţă (practic inoperante) sînt reprezentate în figurile 12.1, d şie. 
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Structura din figura 12.1, d arc riglele cu rigiditate nulă la încovoiere, dato
rită legăturilor articulate de la extremităţi. Numai prin rigiditatea axială 
a acestor elemente orizontale, se asigură compatibilitatea deplasărilor late
rale ale stîlpilor, care se comportă ca bare în consolă preluînd integral momen
tele încovoietoare. La structura din figura 12.1, e, în care s-au considerat 
toate grinzile perfect rigide {de rigiditate infinită), diagramele de momente 
încovoietoare de etaj 111;k sînt localizate în exclusivitate la stîlpi. 1ntrucît 
poziţia punctelor de inflexiune se află la mijlocul înălţimii stîlpilor, momen
tele încovoietoare din secţiunile de capăt sînt egale şi de acelaşi sens (în con
ceptul metodei deplasărilor). Aceste structuri particulare se mai numesc 
în literatura internaţională „cadre forfecate" deoarece forţele t:tietoarc de 
etaj rezultă localizate pe stîlpL 

1n general structurile în cadre se definesc prin rapoartele dintre rigidi
tăţile riglelor şi stîlpilor cuprinse între situaţiile limită descrise în figurile 
12.1, d şie. Exemplele prezentate în figurile 12.1.f şi g ilustrează doufL cazuri 
posibile de cadre etajate în care aceste rapoarte sînt diferenţiate. Analiza 
calitativă a celor două tipuri de structuri pune în evidenţă influenţa decisivă 
a rigidităţilor relative rigle-stîlpi asupra configuraţiei diagramelor de mo
mente încovoietoare, în special a celor corespunzătoare stîlpilor. Astfel, struc
tura din figura 12.1, / are o conformare elastică raţională la acţiuni laterale, 
deoarece poziţia punctelor de inflexiune (de moment nul) este localizată 
pe înălţimea efectivă a fiecărui stîlp. La structura din figura 12.1, g datorită. 
unor conformări elastice disproporţionate ale elementelor de rezistenţă situ
ate la etajele inferioare, punctele de inflexiune ale stîlpilor din zona respec
tivă nu se mai găsesc pe lungimea efectivă a acestora. În asemenea cazuri 
structura etajată are o comportare mixtă, de consolă (la partea inferioară) 
şi de cadru (la partea superioară), aşa cum rezultă din figura 12.1, g. 

Dacă situaţii de tipul celor reprezentate în figura 12.1, g nu pot fi evita te 
prin redimensionare elastică, din motive de deformabilitate laterală. pronun
ţată, reprezentată calitativ în figura 12.1, h, aceste categorii de structuri 
(care corespund ca funcţionalitate) fie că se limitează ca înălţime, fie că se 
dfagonalizează sau se asociază cu substructuri mai rigide (diafragme, tuburi 
perforate, nuclee centrale etc.). 

în concluzie, se consideră că o structură are funcţie de cadru la acţiuni 
laterale numai atunci cînd configuraţia sa elastică admite apariţia punctelor 
de inflexiune pe înălţimea tuturor stîlpilor, iar nodurile permit transferul 
integral al deformaţiilor, inclusiv al momentelor încovoietoare de la capetele 
elementelor \"erticale, la elementele orizontale de rezistenţft. Trebuie facuUt 
menţiunea, că toate metodele de evaluare aproximativtL a eforturilor sec
ţionale şi a deplasărilor laterale se referă la aceste categorii de structuri eta
jate,. întrucît numai în asemenea situaţii pot fi utilizate cadrele alcr1tuite 
din bare drepte ca sisteme principale unice de rezistenţă. 

Metodele aproximative, care fac obiectul acestui capitol, vor fi expuse 
selectiv din punctul de vedere al eficacităţii lor practice şi prezintă avantajul 
că nu necesită operaţii de calcul laborioase sau scrierea şi rezolvarea unor sis
teme de ecuaţii. 

121.1. Metoda localizării directe a poziţiei punctelor de inflexiune 

ln această metodă se consideră că în urma aplicării acţiunilor laterale 
pe direcţia gradelor de libertate, deformata unui cadru oarecare admite puncte 
de inflexiune cu poziţie fixă pe înălţimea tuturor stîlpilor şi în deschiderea 
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fiecărei rigle. Aproximaţia constă în localizarea prealabilă a punctelor de infle
xiune la mijlocullungimii stîlpilor, cu excepţia celor situaţi la parterul cadru
lui, în care punctele de inflexiune sînt localizate la o distanţă de 2/3 din înăl
ţimea stîlpului raportată la secţiunea de încastrare în fundaţie. Momentele 
încovoietoare la extremităţile tuturor riglelor din fiecare nod se obţin prin 
distribuţia locală a momentului neechilibrat rezultant, din secţiunile de 
la extremităţile stîlpilor, proporţional cu rigiditatea acestora. 

O perfecţionare a acestei metode de calcul, cu caracter orientativ, a fost 
adusă de Bowman, prin care se consideră că punctele de inflexiune au poziţii 
diferite, în afara etajelor situate în zona mijlocie a structurii unde aceste 
puncte sînt localizate la jumătatea înălţimii stîlpilor. Pentru cadrele cu mai 
mult de două deschideri, riglele din deschiderile extreme (laterale) au punctele 
de inflexiune situate la o distanţă egală cu 0,55 din lungimea acestora faţă 
de stîlpii marginali (fig. 12.2). 

Poziţia tuturor punctelor de inflexiune reprezentative fiind localizată, 
independent de caracteristicile relative de rigiditate ale elementelor compo
nente cadrului, determinarea forţelor tăietoare şi momentelor încovoietoare 
devine o problemă elementară. Intrucît la un anumit etaj toţi stîlpii au: punctele 
de inflexiune la aceeaşi cotă, forţele tăietoare se obţin prin distribuţia forţei 
tăietoare de etaj (v. fig. 12'.2) proporţional cu momentele de inerţie ale stil
pilor respectivi. Forţa tăietoare de etaj reprezintă rez.ultanta forţelor late
rale redusă în panourile corespunzătoare etajelor curente {j, k). 

Pentru exemplificare, se va arăta modul în care se determină forţele tăie
toare în stîlpii etajului curent (j, k). în conformitate cu figura 12.2; forţa 
tăietoare . de etaj are expresia · 

• (12.1) 

iar forţele tăietoare din stîlpi Tjt1, proporţionale cu momentele de inerţie 
J}tl, rezultă 

T}V = dJtl',,,, (s = 1, 2, ... m), 
(12.2) 

în care intervine coeficientul de distribuţie 

d(•) - Jj;> ( ) ik - -;;;-- , S = 1, 2, ... m . 

E1w 
s=I 

Relaţiile (12.2) satisfac condiţia de echilibru exprimată printr-o ecuaţie 
tle proiecţie pe direcţia orizontală 

,. "' 11,,. = E rw == E d~lfl11:, (12.4}. 
s==l t-1 

de unde se obţine proprietatea evidentă a coeficienţilor de distribuţie a forţei 
tăietoare de etaj .. 

E d;t1 = 1. ,-1 
Cunoscînd poziţia punctelor de inflexiune a1„ şi b,1: (fig. 12,2), momentele 

încovoietoare de la extremităţile stîlpilor se calculează cu relaţiile . 
J.1}tl = T}tla1", A1W = TWb1,,, (s == 1, 2, ... m). (12.6) 
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Exprimînd condiţia de echilibru a eforturilor secţionale din stîlpii de la 
etajul (j, k) printr-o ecuaţie de momente, se obftll'e 

M 1k = E (J1j;1 + J1W) = a,,, t T){1 + b,1: ~ T\tl 
S==l 1-t f=f 1 # 

(12. 7) 

sau 
"' 

MJk = E (Mjt> +MW)= fff,iJk• 
•=I 

(12.8) 

deoarece 111: = a1l. + b,t· 
Expresia(l2.8) arată că suma momentelor încovoietoare de la extremită

ţile stîlpilor unui anumit etaj curent este egală cu momentul rezultantei 
forţelor laterale, redusă la nivelul superior al etajului respectiv, în raport 
cu baza stîlpilor (nivelul inferior). Acest moment rezultant, numit şi moment 
de etaj M,1:, reprezintă suprafaţa diagramei forţei tăietoare corespunzătoare 
etajului considerat (v. fig. 12.1, c şi d). 

Dacă se ţine seama de relaţiile (12.2), (12.6) şi (12.8), momentele încovoie
toare de la extremităţile stîlpilor cuprinşi între nivelurile j şi k pot fi determi
nate direct în funcţie de momentul de etaj astfel 

(12.9) 

Prin distribuţia locală a momentulµi neechilibrat, rezultat prin ~::un.a.rea 
momentelor de la extremităţile stîlpil<)r, proporţional cu rigidităţile conven
ţionale p ale riglelor adiacente nodului (k, s), .se obţin momentele încovoie:-· 
toare de la capetele elementelor orizontale de rezistenţă. Expresiile acestor 
momente sint următoarele: 

M1~ţ-1 + Mt!+1 =- M't/ + Mt>k+l, 

de unde rezultă (vezi şi fig. 12.3): 
(kl . 

M(k) = · P,-1, • . ·(Ml•.).+· M1•I . ·) 
,,,-1 (k) + (kl , .kJ • 1:,l:+.1' 

P,-1, I P,, H·l 

(12.H) 

Rigidităţile convenţionale ale celor două rigle adiacente nodului (k, s), 
precum şi notaţiile care intervin au fost definite în ca.pitoiul lO (fig, ti>.5) 
şi anume: 

In privinţa schematizării geometrice a i::ac1.relor planei în stieciăftţiif itjlpi( 
şi grinzile au dimensiuni importante, se recomandă adoptarea 'lu~itttîl&t .de 
calcul date în figura 10.7. · · i' 
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In general, prin aplicarea acestei metode rezultă totdeauna în stîlpii margi
nali momente încov?ietoare mai mari, iar în cei interiori mai mici, faţă de 
un calcul condus prmtr-o metodă exactă. Această metodă este acceptabilă în 
cazurile în care momentele provenite din forţele laterale nu depăşesc 350/4 
din momentele ce rezultă din acţiunea încărcărilor gravitationale. 0 

12.1.2. Metoda factorului 

Metoda f~ctorului, numită astfel de J.B. \\rilbur [20 I], este specifică 
calculului cadrelormultietajate solicitate de forţe orizontale aplicate în n•:>
duri. Această metodă poate fi considerată o variantă aproximativă a metodei 
generale a deplasărilor care permite determinnea directă a momentelor înco
voietoare în stîlpii unui cadru în funcţie de mommtele de etaj (relaţia 12.8). 

Operaţiile de calcul pe care le implică această metojă sînt extrem de simple, 
putînd fi conduse direct pe s:hem'l. geometrică a structurii, iar precizia rezul
tatelor ce S:! obţin este în majoritatea cazurilor s1tisfăcătoare din punct de 
vedere tehnic. 

În această metodă, se consideră într-o primă aproximaţie, că în urma defor
mării structurii sub acţiunea forţelor laterale, rotirile nodurilor de la un anu
Jnit nivel sînt identice, iar rotirea stîlpilor unui anumit etaj este egală cu 

~rotirea stîlpilor etajului vecin. În baza acestei ipoteze, dacă se efectuează 
unele operaţii statice elementare, pentru stîlpul s cuprins între nivelurile j 
şi k, rezultă următoarele i:elaţ;ii între rotirile O ale no::lurilor (j, s), (k, s) şi 
rotirea q!Jk a stîlpului 

(12.13) 
unde 

( 12.14) 

Semnificaţia notaţiilor utilizate a fost dată în capitolul 10 şi figura 10.5. 
Momentele încovoietoare de la capetele stilpului considerat se determină 

cu relaţiile cunoscute din statica construcţiilor: 

( 12.15) 

'f'•l 2EI)Zl [20 0 3 ' " i~ ki = - -- k< + ;., - Yi••-· 
l1k 

(12.16) 

Introducînd în relaţiile (12.15 şi (12.16) expresiile rotirilor de nod {12.13) 
şi (12.14) se obţin: 

2EJ1zl MW = - _l_,_ [2µi• + iJ.l's - 3], 
}I: 

.MW= - 2Elfjtl [2µk• + P·;s - 3]. 
Jk 

·Introducînd notaţiile: 
~,. = 1 - fJ.1,} 
~1:,=l-µt, 

(12.17) 

(12.18) 

(12.19) 
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relaţiile (12.17) şi (12.18) devin 

11 Jk =-- i'J• +- 1-'ka YJI;• •t(•) 4El}Z1 [r.i I r.i ] , 

/J/, 2 
(12.20) 

AI,,; = -- ~A-• + - 1-'J, YJt• 
, (,) 4E/}[1 [ I r.i ] , 

l;t 2 • 
(12.21) 

Dacă se foloses:: s:mbolurile introduse în capitolul IO şi se notează cu 

I 
c !• = ~J• + 2 ~h• 

1 
el:,= ~t• + 2 ~;., 

(12.22) 

(12.23) 

expresiile momentelor încoYoietoare {12.20) şi (12.21) se vor scrie sub forma 

'/'') 4Elo <•>c , 
·' )k = Ţ P;k ;,Yn·• 

•Jl•l - 4Elo l•lC ! 
.,. ki - Pik k• qi j/;" 

la 

I 

(12.25) 

Pentru a obţine rotirea y1,.. se va exprima echilibrulmomentelor de 1a 
capetele stîlpilor etajult1;i. (.i, k) prin }ntermedi~l !IIOtn~n~ului de etaf /Jl"f;,... 
Exprimînd această cond1ţ1c se va obţ_me o relaţie 1d:ntlca cu (12.8) m care, 
dacă se introduc momentele (12.24) şi (12.25), se obţme: 

5riklik = 4Elo 'b E p}tl[C1, + Ci.-,], (12,26) 
10 ,-1 

de unde rezultă expresia rotirii 
' 5r il/,J/, ( 
y,,, = 4Elo f-.. <•>[C C ." 12.27) 

-l-· "-' P;k . J• + MJ 
o ,-1 

Se observă că relaţia (12.27) stă la baza determinării fonnul_e~or directe 
pentru rigidităţile relative de niv~l conţ~nute ţn tabel~! _10,1, p~~ţ1a 2. 

Revenind Ia relaţiile (12.24) ş1 (12.2:,), pnn substituirea rotiru (12.27), se 
determină următoarele expresii finale pentrit calculul direct al 1n-01nentr!lor 
fncovoietoare, de la extremităţile stîlpului considerat 

{12.28) 

~<•lC . 
JlW = ni i'il: k• ,.Jktl/,· 

E p}tl[C1, + C1:,] 
,-1 

Din relaţiile (12.28) şi pf29) se obs~rvă. că momentele distribuit~. la c~Î?e:
tele unui stîlp sînt proporţionale cu pC ş1 de aceea acest pr.(Klus Sţ nil:!l nui:n~te 
factorul mom,entului, iar procedeul de calcul e,cpus poartă· den:ui:nirea .d~ 
metoda factorului·. · 
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Fig. 12.3 

În vederea determinării momentelor încovoietoare de la capetele riglelor 
(fig. 12,3), se utilizează expresiile cunoscute din statica construcţiilor, şi 
anume 

• (k) - 4Elo (k) [a l (:) ] .1.•f,,,-1 -Io P,-1,, k• + 2 k, •-1 I (12.30) 

(12.31) 

Dacă se ţine seama de legătura dintre rotirile de nod (:) şi rotirea de bară lji 
{12.13), precum şi de faptul că nodul (k, s) se află în echilibru static, pentru 
momentele încovoietoare de la capetele gri'nzilor rezultă expresiile: ··· 

. . Pi~\•[ µ1:, + ~ µ1:, s-1] 
M~!i-1 = l . l (MW+ Mlk,k+I) ( 12.32) 

i:ii:.\ .• [ ,J-1:, + 2 !Lt. •-1] + Pi~~+l [fl-1:, + 2 µt, s+l] 

(kl [ 1 ] P,, Hl µ,,, + 2 µ1,, •-1 

Mi~1H1 = ______ .....::.., _____ ;:;_...., ____ (Mi~'+Mt>,..+1) (12.33) 

pf'.\, [ µ1:, + ~ µI:, •-1] + Pi~~+ 1 [µt, + ~ µ1;, s+l] 
.Sistematizînd metoda expusă mai sus, principalele etape de calcul sînt urmă

· toar.ele: 
· ." ·. Se determină. penţru toate barele cadrului rigidităţile con.vcnţionale 
p = kj'A, unde .k = 1/10, iar Â = l/l0 (v. cap. 10). 

• Se calculează pentru fiecare nod suma rigidităţilor convenţionale ale 
tuturor barelor concurente în acel nod, adică rigiditatea convenţională de nod. 

• Se calculează pentru fiecare nod suma rigidităţilor _convenţionale ale 
sttlpilor care converg în nodul respectiv. 
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• Raportul dintre rigidităţile conYenţionale ale stîlpilor şi cele de nod 
definesc coeficienţii µ, care se determină cu ajutorul formulelor (12.14). 

Se observă d pentru nÎ\'elul inferior (parter), dacă stîlpii sînt încastraţi în 
fundaţie, fia, = O. 

• În fiecare nod al cadrului se calculează coeficienţii~ cu relaţiile (12.19). 

Adnd în n?derc obserYaţia de la punctul precedent, rezultrt că în capetele 
încastrate ale stîlpilor de la partn ~ = I. 

• Se transmit cu factorul l :'2 toţi coeficienţii [3 de la o extremitate la cea
laltă a aceluiaşi stîlp. Prin sumarea coeficientului ~ existent la unul din cape
tele stîlpului, cu valoare,! transmis:i de la capătul opus, se obţin factorii C, 
conform relaţiilor (12.22), (12.23). 

• La capătul fiecr:rui stîlp S•.' face produsul pC. 

• Se calculează s:.1ma produselor pC pentru fiecare etaj. 

• Se determină momentele de etaj ffll. 

Cunos::înd toate aceste date se determină direct momentele de la capetele 
stîlpilor, utilizînd formulele (12.28) şi (12.29). 

Datele de mai s:.1s sînt suficiente pentru a calcula şi momentele de la cape~ 
tele grinzilor prin intermediul expresiilor (12.32) şi (12.33). 

Trebuie subliniat faptul că toate calculele pe care le necesită această me
todă sînt elementare, iar principalele operaţii pot fi conduse direct pe schema 
structurii sau în tabel (fig. 12.4). C+ilizarea unui calculator electronic de birou 
facilitează în mod substanţial aplicarea practică a procedeului expus .• Rezul
tatele ce se obţin satisfac exigenţele unui calcul practic de proiectare fără a 
mai fi necesară aplicarea unor procedee iterative sau rezolvarea unor sisteme 
de ecuaţii de condiţii. 

~ <1:-1,•tfJ3) 12 _ ~,/f--l2•½f-i,l 

/J I ~12 1:-'2 

~ 
[l,= 1- /J, f32= 1-1-12 

~ 1 ½o. 2f3, 
c,= r3, • ½13, C2=_ f\• 1P, 

N -

.., 
oE ~ 

~ 
C3: fl3• f [3, c,: f3, + i f3 2 

1 1 ~ 2 [3, 2 f32 
[33: l-µ3 fl,=1-f-14 

~ 

/J 3 f3, µ, 

. ( 1 ) f:i, ~3• 2tJ, ~3' (_f-l,• ➔f-13) 

Fig. 12.i 
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Cunoaşterea prealabilă a rigidităţilor relative de nivel ale unui cadru multi
etajat permite aproximarea directă a deformatei acestuia sub acţiunea încăr
cii.ril.or laterale [99]. 

, Astfel, cunoscînd valoarea rigidităţilor relative de nivel, deplasarea relativă 
dintre nivelurile consecutive k şi j (fig. 12.5) va rezulta: 

L\k = ::: , k = 1, 2, ... 11, (12.34) 

unde ff!1k reprezintă forţa tăietoare d~ etaj. 
Momentele încovoietoare din secţiunii„ semnificati\·e ale structurii se pot 

calcula prin intermediul unui sistem de oază static, avînd toate gradele de 
libertate blocate, încărcat cu deplasărilt> relati\·e de ni\·el '1,-, obţinute prin 
aplicarea relaţiei generale (12.34). Analiza n_umericl poate fi efectuatft prin 
metodele generale ale sta.ticii_ construcţiilor. In condiţiile unei abordări apro
ximative se recomandă aplicarea metodelor iterative de operare specifice 
cadrelor cu noduri fixe, şi anume metoda transmiterii rotirilor sau metoda 
distribuţiei şi transmiterii momentelor. 

l\Iomentele de încastrare perfectă de la extremităţile stîlpilor, pe baza 
cărora se determinft momentele neechilibrate din toate nodurile structurii, 
au expresiile 

(12.35) 

Dacă se utilizeazri. rotirea Y;, a stîlpilor 

I J.,. \Ji;,,=-• 
I,., 

( 12.36) 

momentele de încastrare perfectă (12.35) Yor fi 

M 1(_;_l = ..Jll\ __ ,,) ~ _ 6El;,. . . _·. _-.,- = 6El0 1,1 , 
J/l,... ..... li. - - - -l-~jk YJi." 

l_u, o 

(12.37) 

Asupra modului de organizare şi conducere, în continuare, a operaţiilor ,le 
calcul nu se insist,t deoarece ele sînt cc,Eţinutc în manualdc: şt tratatck ,k 
statica 'construcţiilor . 

k 

s-1 s+l 
f'ig. 12.5 
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Dacă se ţine seama de ( 10.9), rigiditatea relativă de nivel se poate exprima 
şi astfel: 

încît momentele de încastrare perfectă se pot determina folosind numai coefi
cienţii de rigiditate 

I•) 8f l !,) 
.Jtl_(k.,) - i/1.\'l - - Pi• . ./l· • o - - P;k •J· 

1 ✓, ,._,1 ., .ii Jk" 
0\k "f,1:J 2 2·r,k;f•ik 

(12.38) 

unde M;k reprezintă momentul de etaj. 
Avînd în vedere ipotezele care au stat la baza stabilirii rigidităţilor relative 

de nivel, în legătură cu deformarea locală a structurii (v. cap. 10, fig. 10.3), 
rezultă totdeauna P.entru structură o rigiditate de ansamblu ceva mai ma.re 
decît în realitate. în această situaţie valorile deplasărilor relative laterale 
(12.34), inclusiv ale rotirilor stîlpilor (12.36), vor rezulta inferioare celor efec
tive. în consecinţă, momentele încovoietoare ce se obţin prin aplicarea acestei 
metode vor avea faţă de situaţia reală valori mai reduse. Corectarea globală 
a momentelor înco,·oietoare calculate poate fi făcută prin multiplicarea 
tuturor ordonatelor diagramei de momente cu raportul . 

E 8J ;t (real) 
I . (12.39) 

E 8f;t (calculat) 
l 

Coeficientul de corecţie (12.39), al valorilor momentelor încovoietoare 
calculate prin metoda rigidităţilor relative de nivel, a rezultat din. condiţia 
de satisfacere a echilibrului global al întregii structuri. Se pcif folosi coeficienţi 
de corecţie de forma (12.39) pentru fiecare etaj, dar în această situaţie este 
necesar să se reechilibreze toate nodurile structurii. 

Toate metodele expuse anterior, deşi mai puţin cunoscute în ţara noastră. 
fumizează rezultate suficient de corecte, adnd o eficacitate practică evidentă, 

12.2. COŞURI DE FUM, TURNURI ŞI ANTENE RTV 

Din punctul de Yedere al răspunsului seismic structurile de tipul coşurilor 
de fum, turnurilor şi antenelor RTV au o comportare ~imilarii. 1n .aceste cazuri 
modelul dinamic poate fi reprezentat printr-o bară în consolă, încastrată la 
partea infrrioară şi la care distribuţia maselor şi momentelor de inerţie este 
variabilă pe înălţime. 

Dacă legile de nriaţie ale maselor şi momentelor de inerţie sînt f1mcţii 
continue, iar ecuaţia diferenţială a mişcării se poate integra, caracteristicile 
proprii de Yibraţie şi răspunsul seismic se obţin prin operaţii exacte de calcul, 
folosind datele teoretice şi aplicative conţinute în capitolele 5 şi 8. 1n practica 
de proiectare asemenea cazuri singulare se întîlnesc destul de rar. De aceea, 
în situaţiile concrete, astfel de structuri nu pot fi tratate ca sisteme oscilante 
continue, fiind necesară transformarea lor în sisteme ·cu mase discrete. 1n 
felul acesta, modelul dinamic va fi reprezentat printr-un sistem dinamic 
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cu n grade de libertate (avînd deci un număr limitat de mase), iar ~oi:nentel~ 
de inerţie se vor considera că au o :'ariaţie în trepte: Această :'ar~aţ1e va f1 
precizată de valorile momentelor de merţ1e corespunzatoare secţm111lor trans
versale prin structură, efectuate în dreptul punctelor în care sînt concen-
trate masele. . ·· , 

Sistemul oscilant cu n grade de libertate se obţine prin divizarea structurii 
în tronsoane (bolţari), a căror mas:i se co~cent:ează în centrele de gre~tate 
respective. Se consideră că momentul. de merţ1e e_ste constant pc lull:g1m~a 
unui anumit tronson. Valoarea acestuia este egala cu momentul de merţ1e 
al secţiunii care trece prin centrul de greutate al tronso:1ului considera_t. 
Pentru exemplificare, în figura 12.6 se prezinfa c~zul unm coş_ d~ fum -~lll 

beton armat, avînd înălţimea totală H, celelalte d1mensrn111 prmc1pale fnnd 
precizate direct în desen. 

Caracteristicile proprii de vibraţie (perioade şi forme proprii) se pot 1eter
mina, fie exact, fie aproximativ, ţinînd seama că răspunsal total Ia acţmnea 
seismică se determinft pr~n considerarea contribuţiei cel puţin a pri~elor 
trei moduri de vibraţie. In acest sens se recomandă următoarele vanante 
de calcul: 

a) Anali::a exactă a vibraţiilor proprii, utilizînd teoria general~ din_ capi
tolul" 3 sau metoda matriceală iterativă din capitolul 6, care permit obţmerea 
simultană a perioadelor şi formelor proprii de vibraţie prin reducere la o pro
blemă standard de valori şi vectori proprii . 

b) Anahza aproximativ/!, prin asimilarea formei fundamentale de vibraţie 
cu deformata statică obtinută prin aplicarea încărcănlor grav1taţ1onale Q, 
pe direcţia orizontală (fig. 12.6), obţir~îndu-se apoi _ţormele suJJerioare în b~z~ 
teoriei expusă în paragraful 10.5. Penoadele proprn de nbraţ1e se determma 
aplicînd formula lui Rayleigh sau cu relaţiile: 

T 1 = o,J7.Jj. •. ,r (12.40) 

T 2 ~ 0,25T1, (12.41) 

iar dacă se ţine seama de interacţiunea teren-structur,,, 

( I 2.42) 

cu formula (10.60). 

c) Anali::a directii prin care for-
mele proprii se pot aproxima cu 1 -Pr
funcţii trigonometrice ortogonale, i 
conform tabelelor 5.1 si 5.2. Peri- 1 

oada fundamentam de' Yibraţie se · 
poate calcula direct utilizînd urmă-
toarele formule: 

H - formula propus'i de Comitetul 1 

ACI [231] 

Ti~ 2,07H2 __ , 

(3D1 - D) .J E 
(12.43) 

...;... formula din tabelul 10.2, po
ziţia 13 (J. Ledwon) 

(12.44) 

' ' 

l 
o, 

L o, 

Fig. 12.6 

527 



I 
' i 

I I 

I I 

I 

I I 
I i 

I 

- formula din tabelul 10.2, poziţia 14 fM:. Ifrim) 

T1';:j0,2./H, 
în care s-au folosit notaţiile: 

(12.45) 

D1 - diametrul exterior al secţiunii de la baza coşului de fum, în m ; 
D - diametrul interior al secţiunii de la ,·îrful coşului de fum, în m ; 
H - înălţimea totală a coşului, în m; 
E - modulul de elasticitate longitudinală al materialului din care este 

executat coşul de fum, în kgf/cm2• 

S~ menţionează fapt~!, că pentru multe situaţii fonnula (12.ii) aproxi
meaza destul de larg perioada fundamentală. In vederea determinării perioa
delor de ordin superior se pot folosi formulele (12.41) şi ( 12.42). 

Tabe~ul 12.1 co~ţine valorile perioadelor fundamentale pentru 10 tipuri 
de_ coşu~• de fum dm beton armat, calculate exact [170], sau obţinute direct 
prm aplicarea formulelor (12.43), (12.ii) şi (12.45). 

N',.1 
crt. 

H 
(m) 

TABELUL 12.t 

' 

D I Di Perioada iu~4amcntall T 1 fn s 

' (m) I (ml Exact [ Fo_~r I 0,0211 I 0,2 ./îi 

_1_, ___ 11_1_,l ___ 7._8_5_, __ 10_. 1_0__,l_1_. 1_1 __ 1_.9_s _ _,' 2.3◄ I 2. 16 

H7 ! __ 5,:_3_5 -' ~I 2, 12 2,34 ~-2· .... 2 2 ------1 ______ _.. 
_3_, __ 1_7_5 --'! __ 6_. 1_5 ___ l_l_:4_5 ___ 2,_26 ____ 3_, l_S __ , ____ 2,65 

4 204 ! 7,65 i 1.5,50 2,33 _2,_94__ 2,86 

j 231 I~, 22.65 ~ 3.o3 j 4.62 3,o➔ 
-6-1---;;- 10,25 . 20,50 -3-,2-9-- --3-_9_2_1!-5-'-.2-0---1--3..:.,2.:..2 ____ --1 

,-1 I 270 s.20 ~l 3,H rn2 .5,40 -~-.2-9-

~! n ~ 2➔.45 i~ _J_,8_6 _ __, __ .5'--,5_o__,t . 3,32 

_9_1 32r. , 11,00 2,. 15 i 3.64 "·"3 6,.52 I~ 
/~-;:;-!~--5-,J--s--!- 7,86 j 3,96 10 i 

Răspu11sul la acţiunea sefsmică poate fi e\·aluat considerînd şi de data 
aceasta următoarele variante de calcul: · 

a) Analiza modală, în care se apreciază, pe baza caracteristicilor dh:iamice 
proprii determinate exact, răspunsul seismic corespunzător fiecărui mod de 
vibraţie în conformitate cu datele conţinute în capitolele 8 şi 9. Răspunsul 
seismic total se determină cu relaţia cunoscută: 

b) Analiza aproximativă recomandată de normativul românesc .P.100~81 
care permite stabilirea diagramei de momente înfăşurătoare, ţihînd ll~ill:ila de 
contribuţia primelor trei moduri de vibraţie, folosind mom~ntul M1 M la 
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I 
baza coşului corespunzător modului fundamental. încărcările seismice din 
modul fundamental, din care provine },f1, se determină considerînd pentru 
forma de vibraţie deformata statică, iar pentru calculul perioadei fundamenta
le formula (12.410). 

c) Analiza di"rectă propusă de Comitetul ACI [231]. Pentru a introduce în 
calculul răspunsului influenţa primelor trei forme de vibraţie se procedează 
în felul următor: 

- se determină forţa tăietoare de bază Fi, corespumiitoare modului fun
damental; 

- se aplică în vîrful coşului o forţă concentrată C'gal{t cu O, 15 F1 : 

- restul din forţa tăietoare de bază, deci 0,85 F,. s:· distribuie pc înăl-
ţin_iea turnului considerînd o variaţie liniară pentru forma pr„J:)rie de oscilaţie 
adică 

( 12.46) 

Deoarece tipurile de structuri la care se referă datele de calcul expuse mai 
sus sînt de tip flexibil (coşuri de fum, turnuri, antene RTV), influenţa defor
mabilităţii terenului de fundaţie asupra răspunsului poate fi neglijată. Se 
recomandă totuşi o verificare la pierderea stabilitrtţii prin fenomenul de 
răsturnare. 

12.3. CASTELE DE APĂ 

Comportarea dinamică a unei asemenea structuri (fig. 12.7, a) este similad 
cu cea a unui sistem oscilant încastrat la un singur capăt şi liber la capătul 
opus (tip .consolă). Dată fiind destinaţia unui castel de apă, la care masa li
chidului se află concentrată la partea superioară, modelul dinamic s-~ va 
apropi;i foarte mult de un sistem cu un singur grad de libertate. De aceea, 
în specia'! în ipoteza rezervorului plin, se poate considera că răspunsul total 
poate fi caracterizat numai de caracteristicile modului fundamental. 

Dacă un castel de apă se tratează ca un sistem cu un singur grad de li
bertate (fig. 12.7,b.), avînd masa concentrată în centrul de greutate al an
samblului cuYă-lichid, perioada 
fwulamentală se determină cu ! 

formula (2.18) h 

(12.47) 

unde x8T reprezintă săgeata sta
tică prbQ.usă de acţiunea încărcării H 

· gravitaţionale echivalente Q, = 
= m,g aplicată .. în . direcţia ori
zontală (fig. 12.7, c). Masa echi
valentă m, se determină ţinînd 
seama de masa m a ansamblului 
cuvă-lichid şi masa distribuită µ 

a 

-o-
b 

- - D :- . 

Fig. 12.7 

iii 
.J. C 
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· a suportului (tubului). Expresia masei echivalente se obţine direct din 
tabelul 5~3. adică · 

m, = m + 0,24µH. . (liAS) 
Dac~ tubul de susţinere al rezervorului are se<;ţiune constantă (cazul caste

lelor glisate), săgeata statică rezultă 
Q,!P, 

XsT = 3EI ' (12.49) 

în care I este mom~ntul de inerţie al secţiunii transversale prin tub. Dacă 
suportul r~z~rvo~lm este alcăt~it ~in alt siste~.~e rezistenţă, săgeata statică 

. se determma pnn metodele obişnuite ale staticu construcţiilor. 
Răspunsul seismic se estimează în două ipoteze de' calcul şi anume: · 
- cazul rezervorului gol, Q, = Q, (cuvă) + 0,24µH; 
-: cazul rezervorului plin, Q, = Q, (cuvă) + Q,(licliid) + 0,24µH. 
Dm aceste două situaţii posibile se vor determina tensiunile cele mai peri

culoase. 
Dacă 1:1-asa concentrată m din expresia (12.48) este comparabilă _cu masa 

suportulm µ.Jl calculul se va face transformînd structura într-un sistem. dinamic 
c1;1 ~n număr finit de grade de libertate. La fel ca în cazul precedent, se, va 
d1v1za tubul în tronsoane (bolţari), iar prin concentrarea maselor în centrele 
de_ greutat~ ale acestora se obţine un sistem cu nGLD. Calculul se conduce 
prm una. d1?- metodele descrise în § 12.2. Acest mod de analiză este în general 
necesar m ipoteza rezervorului gol. 

Se subliniază faptul că în calculul schematizat mai sus nu s-a in,trodus 
ef~tu~ presiunii hidr?dinamice exercitate de lichid; ca unnare a acţiunii seis
mice ş1 de asemenea influenţa mişcării suprafeţei,libere a lichidului din rezer-

. vor, Aceste fenomene sînt studiate în lucrările [98], .[H7] etc., 
· _ Se_fac~ menţiunea că structurile des:rise atît în § 12.2, cit şi castelele,de 
apa, smt sisteme extrem de sensibile la· acţiunea seismică datorită conformării 
el~stice şi i~erţiale pa~t~culare. întrucît idaptarea posţe1asti.<::ă la şocuri seis
rr.uce ~uter~uce este deficitară, contîndu-se mai mult pe o· ductilizal:e seeţienală 
ş~ ~a1 p~ţn_1 re u~a structurală, este necesar ca nivelul de asigurare seismică 
sa fie mai nd.icat m raport cu alte categorii de structuri. 

O. atenţie deosebită trebuie acordată verificărilor la posibilitatea u,p.or 
cedă.n strncturale !?~ale (în secţiunile de discontinuitate elastică sau inerţia~), 
la eventuala plastif1care a zonelor periferice ale terenului de sub fondaţii. 
precum şi la pierderea stabilităţii generale prin răstumare. · · 

12.4. SILOZURI ŞI BUNCĂRE 

_Constmcţille de beton armat cu destinaţia de silozuri,şi :buncăre,a11s~c~ 
tunle de rezistenţă (în ansamblu) masive şi rigide (fig.· lZ.8 a). PetitnircollÎi
guraţiile cu_rente utilizate în practică., rezultate pe baza crit~riilor funcţlolll\le, 
se pot admit! în ~od aproximativ modele dinami<;e simplificate de tipiµ cll}ui 
reprezentat m figura 12.8, b. ·• , · ·.·· : · 
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SCHEMA STRUCTURALĂ 

a 
Fig. 12.8 

model 
dinamic 

b 

în analiza seismică directă, ce se prezintă în continuare*, se introduc 
ipotezele: 

-· se consideră că grupul de celule ale unui siloz sau buncăr se comportă, 
din punct de vedere dinamic, ca un element unic şi perfect rigid (aYînd funcţie 
ei<clusiv ,inerţială.), susţinut de stîlpi de aceeaşi lungime l; 
~ se· presupune că fundarea se realizează printr-un radier indeformabil 

(de înălţime Z/1); 
- se ţine seama de deformabilitatea terenului, prin existenţa unui cu

plaj elastic între structură şi terenul de fundaţie; 
· ..;.. se admite că structura, în ansamblu, posedă proprietăţi de simetrie 

geometrică, elastică şi inerţială (C.G. coincide cu C.R.); 
- se introduce numai componenta orizontală a mişcării seismice, pe 

direcţia uneia din ii.xele de simetrie, notată cu u0(1). 
în aceste condiţii modelul dinamic plan din figura 12.9, t1 Ya avea trei 

grade de libertate dinamid't (3GLD). Configcraţiile geometrice ale GLD din 
figura 12.9 au următoarele s~nmificaţii: 

--- translaţia orizontală. ;r(t), figura 12.9, b; 
- rotirea în jurul C.G. al suprastructurii f:J(I}, figura 12.9, c; 
- rotirea în jurul c.g. al radierului ?(t), figura 12.9, d. 
Deoarece GLD în raport cu care se formulează rezolvarea dinamicft şi 

seismică a problemei au caracter antisimetric (fig. 12.9), GLD Yerticale fiind 
simetrice rezultă decuplate. 

. Principalele notaţii care vor fi utilizate sint introduse direct in figura 
12.9; Poiiţia centrul~i de greutate (C.G.) al supra_sti:u.cturii, _de masa mo 
~§t,era.portată la secţmnea de c01~ta~t cu grupul de shlI?1 ~n.numar _de m(s = = J, 2, ... mf Am masa 111 0, cit ş1 distanţa H se determma 1:1 ţuncţ1e de greu-

.; tatea proprie şi de încărcarea efectiYă din celulele construcţ1e1. 

• Situaţi.a particulară expusă aici este cuprinsă !ntr·o lucrare mai -,astă elaborată de 

M. Ifrim şi FI. !llaca·,ei. 
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a b C d 
Fig. 12.9 

Avantajul alegerii sistemului de coordonate din figura 12.9 constă în 
faptul că matricea de inerţie a sistemului rezultă diagonală 

[
mo ZERO] 

tJfJ = Jo ' 
ZERO I, 

( 12.50) 

este masa suprastructurii; 

în care 

1110 

Jo 
11 

- momentul de inerţie masle în raport cu C.G. al suprastructurii; 

- momentul de inerţie masle în raport cu c.g. al infrastructurii. 

Tllatricca de rigiditate are forma generală cunoscută 

(12.51) 

în care, s--:mnificaţia coeficienţilor depinde de natura coordonatelor care inter
vin la definirea acestora. 

În conformitate cu figura 12.10, prin aplicarea succesivă a deplasărilor 
generalizate egale cu unitatea pe direcţia GLD, se obţin expresiile coeficien
ţilor de rigiditate astfel: 

• din deplasarea x = I (fig. 12.10, a) 

r = 12El . ~ __ 6EI _ 12EI H. r. __ 6El _ 12EI h. 
n /3 ' ex 12 J3 ' "" - 12 /3 ' 
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I x=1 I 

0 rxx 

r-Ox 

~--
--t'\ 

s) \s1 1-
---'-..!..Jf ~--

fu -~ . D 
r'\ ~ r'I'~. 

a b 
Fig. 12. lO 

unde 

e din rotirea 0 = 1 (fig. 12.10, b) 

; = _ 6EI _ 12EI H. 
,B /2 J3 • 

• din rntirea q:, = 1 (fig. 12.10, c) 

r _ = _ 6El _ 12E!_ h 
x, l2 /3 

rx<f - ~ 
r-0-f 

--\s) 
\..!_.-

©] 
C 

reprezintă momentul de inerţie echivalent al grupului de stîlpi. 
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. Expresiile c?dici~nţilor de ri~idi_tate -~-au stabilit. independent, iar pro
prietatea de re~1proc1tate a constitmt m11locul de control al corectitudinii 
rez!1lt~telor obţmll:te. _în e~presia_coefici~ntul~! r,;,10 ~-:i-.neglijat c1;1plul produs 
de mcarcare~ grav1taţ1onal~ datontă_ sch!mbăru poz1ţ1e1 centrului de greutate 
al suprafeţei de contact dmtre radier ş1 terenul de fundaţie. 

Notaţiile suplimentare din relaţiile de mai sus au semnificaţia: 

A, este aria secţiunii transversale a stîlpilor (s = 1'. 2, ... m); 
I. - momentul de inerţie al stîlpilor; 
C,;, - coeficient de elasticitate neuniformă a terenului la rotirea fun-

daţiei în jurul axei orizonta.le; 
11 - momentul de inerţie al suprafeţei de contact dintre radier şi 

terenul de fundaţie (talpa radierului), în raport cu axa orizontală 
de rotaţie conţinută în această suprafaţă. 

Ecuaţia de mişcare în cazul acţiunii seismice, caracterizată prin variaţia 
acceleraţiilor u0(t), are forma 

{12.52) 

în ca:e au intervenit vectorii răspunsului (exprimaţi în deplasări şi acceleraţii 
rclatIYe) şi vectorul acţiunii (exprimat prin acceleraţii), adică 

!x(t) l 
{.:l} = 6(t) , 

cp(t) 
l
x(t)l 

{Ă} = 6(t) • 
ip(t) 

(12.53) 

. I_'roblemele de a~liză dinamică şi seismică ce se pun în continuare sînt 
1den~1ce cu cele studiate anterior. Astfel, caracteristicile proprii de vî.braţie 
(peno~de şi f~nne proprii) se obţin prin procedeele expuse în capitolele 3 şi 6, 
întrunt analiza se reduce la o problemă standard de valori şi vectori proprii. 
Răspunsul seismic se determină pe baza aspectelor teoretice şi aplicative pre
zentate în capitolul 8, utilizînd în acest sens conceptul spectrelor de răspuns 
sau procedeele directe conţinute în normele de proiectare: 

ln aceeaşi manieră pot fi tratate şi alte categorii de structuri. care se .red11c 
la modele dinamice identice cu cel admis în figura 12.9, cum ar fi: c~sţele lile 
apă susţinute pe structuri în cadre, anumite tipuri de eStâcade şi rezervoare, 
structuri celulare cu parter liber (flexibil), poduri (în plan transversal) etc. 

12.5. BARAJE 

În timpul unui cutremur, un baraj est.e supus forţelor de inerţie generate de 
masa proprie, precum şi efectului presiunii hidrodinamice datoriţă .corµpo
nentei orizontale a mişcării fundaţiei. Situaţia cea mai defavorabilă se p;ro
duce cînd direcţia acceleraţiei seismice este perpendiculară pe axa barajului 
în sensul aval-amonte, iar lacul de acum1:1lare ,este plin. 1n acest cai; atît 
forţele de inerţie din corpul barajului, cit şi presiunea. hidrodihaţniclt . $C, su
prapun presiunii hidrostatice, ceea ce contribuie l.i. reducer.ea ~tăbillttţii 
ş-enera~e. De asemenea, d~tribuţia t~n~iunifar î~ .:orpul ~ii:raju1ui. şHtt sp.ecţaL 
m secţ~unea de cont~ct du~tre baraJ şi fundaţie .se modtftcă esenţ~al ... Astfel, 
eforturile de compresiune din aval cresc sensibil, în timp ce eforturile de toni~ 
presiune din amonte se micşorează putînd 'de\"eni .chiar de întindere; · 
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Efectul dinamic al apei în baraje ca 
urmare a acţiunii cutremurelor a fost 
studiat de H. M. Westergaard, J. Bratz, 
C. Heilbron, L. S. Jacobsen, R. Prişcu, 
C. N. Zangar, S. G. Napetvaridze, R. W. 
Clough, G. Oberti, A. K. Chopra ş.a. 

Dacă se consideră apa incompresi
bilă, presiunea hidrodinamică la cota y 
măsurată de la suprafaţa liberă, se 
poate exprima destul de corect cu re
laţia [202]: 

Pv = CK,yli, (12.54) 
în care: 

Pv este presiunea hidrodinamică la 

C 

K ' s 

cota y; 
coeficient de presiune care 
variază în funcţie de adîn-
cimea şi de forma paramen
tului amonte al barajului; 
coeficient de intensitate se
ismică; 

greutatea volumetricft a 
apei; 

li înălţimea barajului. 
Expresia analitică a coeficientului c.e presiune este urmfttoarea: 

(12.55) 

unde Cm reprezintă Yaloarea maximă a coeficientului C care se obţin'! din 
graficul din figura 12.11 în foncţie de înclinarea paramentului amonte. 
·. Forţa rezultantrt orizontali:;. şi momentul rezultant al presiunii hidrostatice, 
,în raport cu centrul de greutate al unei secţiuni la cota y, se determină cu 
relaţiile 

F,, = 0,726p,,y 

Jlv = 0,299p.y2• 

(12.56) 

(12.57) 

Formula (12.54) cu ajutorul căreia se calculează presiunea suplimentară a 
apei asupra barajelor, ca urmare a acţiunii seismice, reprezintă o îmbunătăţire 
a variaţiei parabolice propusă. de H. :\I. Westergaard în anul 1933 [196). 

Contribuţii importante cu privire la evaluarea cantitativă a răspunsului 
~eismic al barajelor de greutate şi în arc au fost aduse de Radu Prişcu (159], 

[l60]Î. · · r· · 1 · · . K d" l t· (12 -4) d" ' n. pnvmţa coe 1c1entu Ul seismic ., m re a.ia .J se recoman a sa 
se folosească valorile corespunzătoare construcţiilor din clasa I de importanţă. 

În figurile 12. 12 şi 12.13 sînt trasate variaţiile coeficientului de presiune 
C, în funcţie <iţi a<iînci:mea relativă y/li, pentru două fonne caracteristice ale 

, paramentului .amonte ale unui baraj. . 
,· lrel:>uie menţionat faptul că în cazul barajelor de greutate dm beton este 
necesară efectuarea unei analize a stării de tensiune şi a stabilităţii şi în pre
zenţa componentei verticale a acceleraţiei cutremurului, mai ales pentru lucră~ 



; I 
I 

I 
I J 

i i 

0,2 0,4 0,6 0.8 \0 o 0,2 0,4 0,6 c,a ,.o 
y/h__.. y/h __... 

Fig. 12.12 Fig. 12. 13 

rile amplasate în zone apropiate de epicentre. De asemenei, se va lua în con
sideraţie şi efectul perioadei predominante a terenului ţinînd seama că ba
rajele sînt construite de obicei în terenuri stîn_coase caracterizate prin perioade 
de vibraţie joase de ordinul 0,05 ... 0,1 s. 

În privinţa barajelor în arc, obsen·aţUle în urma. cutremurelor intenaive au 
demonstrat o comportare satisfăcătoare din punctul de vedere al rezistenţei 
şi stabilităţii. Un efect mai defavorabil îl prezintă însă componenta a:cceleratiei 
mişcării pe direcţia liniei naşterilor deoarece în acest caz arcul este solicitat 
antisimetric. 

La barajele de pămînt sau din anro:amente (bolovani sau blo:udde piatră 
spartă) problemele care se pun, în legăţttră c::u. protecţia antiseis:riică, sînt mult 
mai complexe decît în cazul barajelor de.beton.Pcincipalulpericol care poate 
fi pro:l.us de acţiunea un!li şo: s~isniic îl constituie alunecările pantelor. In 
acest sens se impune analiza stabilităţii pantelor în prezenţa forţelor orizontale 
cauz.ate de cutremur. Natura materialu.li.li din care este forma.tă panta este 
d_e mare importanţă în ceea ce prh·eşte stabilitatea barajului. ln general; 
argilele plastice, avînd un grad s::ăzut de sensJbilitate la şoc, au comportarea 
cea mai stabilă. De asem:mea, nisipul dens, compact în stare uscată este destul 
de stabil. în s::himb un nisip afinat şi saturat devine. nestabil Ia şocurile seis
mice datorită pro:l.ucerii spontane a efectului de lichefiere, Dacă fundaţia 
unui baraj de pămînt constituie o bază stabilă pentru suprastructură, eyen
tualele tasări ale pantelor nu vor conduce la o ptăbuşire. totală. Totdeauna 
după cutremur taluzurile barajwui vor. fi J:!l,aÎ stabile decît 'Înainte întrucît 
vibraţiile care se produc contribuie la corn,pactarea llla.terialuluj. . . . . .· 

tn cazul barajelor din anrocamente, şocuhieîs111ic afecteazl!. ma; defavo~ 
rabii atît rezistenţa, cît şi stabiJitatea.â.a~rităJa:ptuluLcă matţrialUl;;ţste 
lipsit de coeziune. Totuşi, un asemenea baraf~ o capacitate tn'l,i l'idţcată, 
de a absorbi energia produsă de şocuri intensive. Se recomandă ca ungMul 
de înclinare al pantei unui astfel de baraj. $l fie m.ai niic decît u11gbi1,tlde taluz 
natural al materialwui. · · 
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Observaţii impoftante în legătură cu comportarea ,barajelor de pămînt 
la acţiunea seismică au fost făcute de A. Casagrande şi W. L. Shannon (40]. 
Dintr.e acestea ~e'Ie mai importante sînt urm'.âtoarele: 

- pantele abrupte formate din roci frrabile sau loess sînt extrem de sen
sibile la şocurile seismice, iar alunecările sînt serios agravate de fenomenul 
lichefierii ; 

- nisipul afinat şi saturat este lichefiat în timpul cutremurului, pe cînd 
un material necoeziv în stare uscată şi afinată, sub u,nghiul de taluz natural, 
este mai puţin afectat; · 

- materialele necoezive în stare uscată sau saturată, dar foarte compacte 
şi care formează pante sub taluzul natural, au o comportare satisfăcătoare; 

- .straturile de argilă din interiorul unui baraj de pămînt pot asigura 
o rezistenţă la forfecare ridicată la tendinţa de alunecare a pantelor. 

La construcţia barajelor, indiferent de tipul acestora, se vor evita terenurile 
de fundaţie cu caracteristici neuniforme pronunţate şi zonele în care există falii. 

· Pentru determinarea perioadei fundamentale de vibraţie a barajelor se pot 
utiliza în mod aproximativ relaţiile de calcul propuse de M. Ifrim în tabelul 
12.2. Notaţiile folosite în acest tabel au următoarele semnificaţii: 

E - modulul de elasticitate longitudinală a materialului din care 
este executat barajul; 

p - densitatea materialului; 
v - coefo::ientul de contracţie trans,·ersală (coeficientul lui Poisson) ; 
li - înălţimea totală a barajului; 
b - lungimea bazei barajului (fig. 12.11); 
(, - b/h. 
Expresia perioadei fundamentale are forma generală 

(12.58) 

unde ~ este un coeficient care depinde de natura deformaţiilor considerate 
la analiza Yibraţiilor proprii ale barajului. 

Valorile numerice ale coeficientului ~ se determină pe baza relaţiilor cu
prinse în tabelul 12.2. Formula {12.58} împreună cu datele din tabelul 12.2 
âau rezultate acceptabile în cazul barajelor lungi şi la care parametrii .;i. val 
şi amonte au variaţii liniare. 

TABELGL 12.2 

Î I Pe,;oada I 
Direcţia vibraţillor Deformaţiile consideratei fundamen- ! Expr~sia coeficientului t 

tală T 1 în ~ 

Ll"NECARE ypl t,h EI ~1 =2,612 ✓2(! ..,- v) 

y-1 i;. cc 4,097 ORIZONTALE Î::ilCOVOIERE 
F , 

1;,h E - ~ 

LUNECARE 

~.h Vi _ ?-V 4-'" i,8~'( I -i-· v) -,- 1,8~4 ( I ,~ v) 2 
ŞI 

~ 3 - _,_ 10;32 + i,5;34 ( I + v) ÎNCOVOIERE 

VERTICALE AXIALE ~hij I I;,= 2,612 
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. A1:1aliza stării de tens!une ş\ deformaţie din corpul unui baraj supus acţiunii 
se1sm1ce s? poate face prm aplicarea mctodfi clementelor finite. Această metodă 
pC>rmik abordarea tridimensională sau bidimensională a problemei [49], [203]. 

Conscptul de b.1ză al metodei elementelo:- finite constă în a transforma 
barajul, care este un corp elastic şi continuu, într-un ansamblu de elemente 
discrete legate intre ele în punctele lor nodale. În cazul analizei bidimensionale 
(plane) se utilizează de obicei elemente de formă triunghiulară ale căror vîr
furi precizează punctele nodale de co:iexiune. Prin urmare, elementele discrete 
se obţin cu ajutorul unei reţele triunghiulare plane determinată din punct 
de vedere geometric. 

În baza acestei transformări, se pot calcula proprietăţile de rigiditate ale 
tuturor elementelor componente, adică relaţia de legătură dintre forţă şi 
deplasare în fiecare nod al reţelei. Rigiditatea totală a ansamblului structural 
[RJ se obţine printr-o operaţie de superpoziţie simplă a coeficienţilor de rigi
ditate corespunzători fiecărui element conectat în punctele nodale. Dacă 
vectorul deplasărilor tuturor punctelor nodale ale ansamblului. structural 
se noteazrl cu {.l}, iar vectorul corespunzător forţelor nodale cu {F}, se poate 
scrie următoarea relaţie 

{F} = '.RJ {.l}. (12.59) 

Cons:derind că reţeaua structurii idealizată are n puncte nodale, ordinul 
matricelor care intervin în relaţia (12.59) este 2n deoarece vectorul deplasărilor 
{~} are două componente pe direcţiile axelor x - x şi y - y. în analiza 
stării de tensiune şi deformaţie prin metoda elementelor finite, totdeauna 
ecuaţiile de condiţie sînt liniare. 

Vectorul tensiunilor, notat prin {a}, în toate elementele reţelei se obţine 
prin intenncdiul deplasărilor nodale, efectuînd o operaţie de transformare 
matriceală de forma 

(12.60) 

unde [u] reprezintă matricea de transformare a tensiunilor. 
în legătură cu metoda elementelor finite se face precizarea că atît condiţia 

de echilibru, cît şi condiţia de compatibilitate sînt satisfăcute pentru fiecare 
element în parte şi pentru structură în ansamblu. 

în vederea detem1inării răspunsului seismic se aplică analiza modală 
(expusă în capitolul 4). în cazul de faţă, ecuaţia de condiţie rezultă sub forma: 

fMJ {Ă} + fCJ {i} + [RJ {6} = {F(t)}. (12.61) 

Matricele f JJJ şi fCJ au fost definite în prima parte a lucrării, iar 
matricea rigidităţilor [R] se obţine prin metoda elementelor finite. 

Vectorul forţelor exterioare {F(t)} reprezintă rezultanta componentelor 
orizontale şi verticale aplicate fiecărui punct nodal la timpul t produse .de 
acceleraţia seismică u(t) de la baza barajului. Componenta orizontală a accele~ 
raţiei terenului iix(t) va produce numai forţe orizontale, iar componenta vertic 
cală a acceleraţiei ii.(t) numai forţe verticale. 

În această situaţie vectorul forţelor exterioare se va exprima astfel 

(12.62) 
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unde s-au folosit notaţiile 

Fj(t) M1 o 
Fl'(t) o Ml 
FW) 1112 o 

{F(t)} FW) {M'} = o {M"} = Jf2 (12.63) 

F;(t) Mn o 
F!(t) o JI. 

Substituind relaţia {12.62) în ecuaţia (12.61) rezultă 

fMJ {Ă} + fCJ {6.} + [R] {6} = - {M"}ii,(t) - {M"}ii.(t) (12.64) 

Dacă pentru ecuaţia (12.64) se admite o soluţie de forma (4. 15) adică 

{D.} = [<I>] {'l'J}, (12.65) 

prin efectuarea transformărilor arătate în capitolul 4, se ajunge la o ecuaţie 
identică cu (4.26) în funcţie numai de coordonata modală 'l'J,(t), corespunză
toare modului ide vibraţie 

'tj(t) + 2vjeu,'l'),(t) + w7'1')1(t) = F;(~) · (12.66) 
lvf, 

Masa generalizată 1'1; precum şi forţa generalizată F;(t) au expresiile 
(4.7), respectiv (4.21). În cazul considerat anterior şi caracterizat de ecuaţia 
( 12.64) expresia forţei generalizate va fi 

F;(t) = - {<l>}T {JJX}iix(t). - {$}[ {M"}iiy(t). (12.67) 

Se constată că analiza modală a răspunsului seismic al barajelor a fost 
adusă la forma generală studiată în capitolele 4 şi 8. În consecinţă, atît carac
teristicile proprii de vibraţie cit şi elementele răspunsului seismic (deplasări, 
viteze, acceleraţii şi forţe de inerţie) se determină prin metodele expuse Îfl 
cuprinsul acestei lucrări. Dacă se obţin vectorii deplasărilor modale {6.},, 
forţele corespunzătoare din nodurile reţelei se stabilesc direct cu ajutorul 
relaţiei ( I 2.59). 

Problemele teoretice şi aplicative cu privire la acţiunea mişcfLrii seismice 
asupra barajelor sînt extrem de vaste şi complexe. De aceea, în cuprinsul 
a.cestui paragraf au fost prezentate succint numai cîteva concepte generale 
cu caracter mai mult informativ. 

Lucrarea [159: sintetizează multitudinea aspectelor cu privire la calculul 
şi comportarea barajelor de diferite tipuri, la acţiuni seismice. 

12.6. ZIDURI DE SPRIJIN 

Zidurile de sprijin sînt structuri inginereşti expuse unor solicitări dinamice 
importante în timpul cutremurelor puternice. În acest sens pot fi citate ava
riile de mari proporţii produse în urma seismelor din Chile ( 1960), Alaska ( 1964) 
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şi Niigata ( 196-l). Problemele specifice care intervin în calculul presiunii active~ 
produsă de mişcârca seismică, se referă la următorii parametri principali: 

- caracteristicile geotehnice ale terenului (depozitului geologic) ce urmează 
a fi sprijinit; 

- caracteristicile materialului de umplutură din spatele zidului de spri-
jin (peretelui); 

- geometria structurii zidului şi poziţia acestuia ; 
- natura şi proprietăţile materialului din care este executat; 
- prezenţa apei şi posibilitatea producerii fenomenului de lichefiere; 
- supraîncărcarea directă superficială a terenului din spatele peretelui. 
1n stratul geologic superficial din spatele zidului de sprijin se pot produce 

fenomene de amplificare seismică semnificative, care depind atît de caracteristi
cile fizice şi dinamice ale terenului, cît ,şi de compoziţia spectrală a mişcării 
seismice. Pentru factorul de amplificare seismică, S. Okamoto (151] a sta
bilit următoarea expresie 

A(T) = I+ I , (12.68) 

v.{1-.±!:(t -(T•)2]}2 +(-0,3 . ~•)2 
1 - k To .J T0 To 

unde 

(12.69) 

J\'otaţiile folosite în relaţiile (12.68) şi (12.69) au semnificaţiile: 
T0 reprezintă perioada predominantă a terenului; 
1~ perioada componentei predominante a mişcării în stratul 

tare de bază; 
y1, Vs1 greutatea volumetrică şi viteza de propagare a undelor trans'

Yersale (de forfecare) corespunzătoare stratului superficial; 
y2, v,2 idem, pentru stratul de bază. 
Toate aceste mărimi au fost definite şi interpretate în capitolul 7. Astfel, 

perioada predominantă a terenului se determină .cu formula (7.37) astfel 
4.H 

To=--• 
t's 

în care H este grosimea stratului superficial considerat omogen. În cazul 
existenţei unei stratigrafii nec-mogene se poate aplica relaţia (7.40). Mărimea 
factorului de amplificare (sau uneori de diminuare) depinde în general de 
natura terrnului. Astfel, nlorile numerice medii sînt situate între 0,67 {:teren 
stîncos) şi 1,5 (teren moale). În cazul în care T = T 0, situaţie caracteristică 
fenomenului de „rezonanţă tranzitorie", valorile factorului de amplificare 
variază între 2 şi 5. 

Presi·unea actii'ă (la cota Iz) pe care o exercită pămîntul, consi.derat în stare 
uscată, asupra unui zid de sprijin în timpul unui cutremur (fig. 12.H, a), 
se determină cu relaţiile 

Pa = K,, yyhC0 , (If 70) 

C = cos2 (<1> - 6 - o:) • .. . . . . .1.. .. . ... ··. •·· .··. 

" cos 6 cos2 a cos ( <1>1 + IX + 6) [ 1 + (sin ('1> + 01) . sin (0 -Ş .a-O))½J'.2.·• 
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cos(« - ~) · cos f<l>i + «+ 8) • 
(ÎZ.71} 

I 
I 

J{,,H 

K,,v 

q 

a r--r---r--r~~q b 
!, r--r~=~---=-

ri 

1 p 
a,l 

C d 
Fig. 12. H 

este coeficientul de presiune; 
greutatea volumetrică a pămîntului (1 600 ... l 800 kgf/m:i); 
unghiul de frecare internă a pămîntului; 
unghiul de frecare dintre pămînt şi peretele zidului; .. 
unghiul .pe care îl formează faţa interioară a zidului cu ,·er
ticala; 
unghiul de înclinare a suprafeţei terenului; 
arc tg K,,H; 
coeficient seismic corespunzător direcţiei orizontale; 

coeffcient )seismic corespunzător direcţiei wrticale(K,. v:: 

::2 K,.11 . 

Presiunea actfră totală (rezultantă), produsă de cutremur, rezultă 

P - 1 ;,· .. n2c a - 2 :i..s,Fi a (12.72) 

şi se aplică la cota 2H/3 măsurată de la bază, în timp ce rezultanta presiunilor 
.statice 1/2 (yH2Ca) se aplică la cota H/3 de la bază (prin H s-a notat _înăltimca 
zi~tîlui de sprijin). ' 

. ţ}l!tăJa suprafaţa liberă există supraînd'trcarea uniformă q (fig. 12.14, b), 
presiunea adiţională totală (rezultantă) se obţine cu formula 

P' J..'H K' cos IX HC 
G = J"a = 8 1 J-" q QI 

. cos (a - f,) 
c~re se aplică la cota H/2. 

(12.73) 
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' 
~n ~ituaţi~ particulară reprezentată în figura 12.14, c în care ex.=~ = O, 

presmmle actlw totale (rezultante) produse de cutremur au expresiile 

1> - t K ·rH2c• a - 2 ,. ,~ o, 

în care C~ se obţine prin particularizarea relaţiei (12.71) 

C _ cos2 (<I> - 6) 
a - 1. 2 

cos O cos (<1>1 + 6) [1 + (sin (el>+ cl>i) sin (<I> - 6)2 ] 
cos ('1>1 + 6) 

(12.74) 

1n cazul l~chefierii depozitului din spatele zidului de sprijin (fig. 12.14, d) 
presiunea activă dinamid't (P •. 1) se evaluează pe baza teoriei lui H.M. Wester
gaard astfel 

7 -
.Pa. I = B K,. uY1 .J lzH, (12.75) 

obţinîndu-se presiunea totală (rezultantă) sub forma 

:> - 7 . ? ., 2 
}a I --K, 11,1H • ' 12 .. 

(12.76) 

Punctul de aplicaţie al rezultantei presiunii dinamice se află la 2,H/5 
de la bază, iar rezultanta presiunilor statice 1/2 (y1H 2) la H/3 de la baz}L ·· 

Este evident că aplicarea tuturor relaţiilor de calcul cu privire la eştim:area 
presiunilor actfre asupra zidurilor de sprijin, generate de m:işcarea seişrnică, 
implică cercetarea experimentală prealabilă a amplasamentului din punct 
de vedere geotehnic şi seismic. · · 

12.7. PODURI 

Avariile şi distrugerile produse de cutremurele violente asupra po<f~iil~r 
de beton armat sau metalice au fost observate atît la infrastructură, cît şi 
la suprastructură. În majoritatea cazurilor se produc rupturi sau răsturnări 
ale pilelor, precum şi deplasări sau distrugeri ale părţii carosal:>He. .• ........ , .·· 

Efectul mişcării seismice asupra podurilor este puternic amplificat cinel 
fundaţiile sînt amplasate în teren aluvionar şi moaJe. fn figura.12,15,se.Pf~:' . 
zintădistrugerea unui pod de beton armat în urma cutrem.urului de fa: Niigata · 
(Japonia} din 16 iunie 1964. Acest pod, situat într.un tere~ aluviqp.ar: tivea 
10 deschideri de 26,90 m fiecare. . . ·· · •. > .. \> .· 

La podurile de beton armat sau metalice cu deschideri ;mici, µat<>ţiti.,tig{::. 
dităţii ridicate, răspunsul seismic va avea valori. destulde m.irL 1h se .iţţip, 
la podurile cu deschideri mari ri cu pileleinalte, datorit~ ·creştefiifle;ţi · 
răspunsul seismic se va micşora consideral;>il .• Gradu.lde rigiditate·~l.i. .·. •·· . 
poate fi apreciat prin intermediul perioadei fundain.enta:le deiv.ibr~ţie,:i: :fi/Jt.ţW, 
aproximativ, perioada fundamentală se poate .calcula în funcţie de· des::fij...: 
derea l cu formula ·· · 

T1::::: 0,04 /i, (s), 
unde l se măsoară în metri. 
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Fig. 12.15 

> Perioadele fundamentale de Yibraţie ale podurilor în plan orizontal sînt 
. :mai redu~e,_ întrucît rigiditatea ~tructurii de rezistenţă (tabli·erului) este mai 
mare dec1t m plan tra;nsversal. In general, se poate admite relaţia 

T1 (orizontal)~_!_ T1 (trans,·ersal). (12.78) 
3 

.· .. Estimarea încărcărilor seismice se va face tinînd seama de următoarele 
)>bsţrVa ţii : . ' 

· • .:..._ gradul de intensitate seismică se va stabili în baza obsetTaţiilor seismo-
logice locale corelate cu structura geo-morfologică a terenului; 
, - încărcările seismice laterale se aplică în centrul de greutate al fieci:'trci 
părţi componente a suprastructurii ; 
> .. --efectul cutremurului se combină cu cel produs de trafic (s8.rcini mobile) 

•. îh :vederea analizei structurii din punctul de ,·edere al rezistentei si al stabi-
lităţii; , ' 

-- efectul seismic nu se combină cu cel al vîntului care în multe cazuri 
j,oate fi mai periculos; 

•. · .. •·•·· . - determinarea forţelor seismice care acţionează pilele şi culeele se face 
. }uî11d în eonsideraţie şi forţele de inerţie transmise de aluviu ni şi apă ; 

- nu este indicat ca faliile produse de cutremure să fie tranrsate de poduri. 
Deoarece în multe situaţii s-a constatat că suprastructura unui pod este 

'aruncată de pe suporţi, se recomandă ancorarea părţii carosabile la reazeme. 
. N:eexistînd pentru poduri norme cu privire la evaluarea încărcărilor seismice, 
'a.precierea acestora se face pe baza cunoştinţelor şi experienţei fiecărui pro

: tectant. 
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12.8. APLICAŢII 

Aplicaţia 12.8.1. Pentru structura de beton armat din figura 12.16 se va 
determina diagrama de momente încovoietoare pe baza metodelor aproxi
mative expuse anterior şi se vor compara cu cele obţinute printr-un calcul 
exact. Principalele caracteristici geometrice şi elastice relative sînt stabilite 
în tabelul 12.3, considerîndu-se ca mărimi de referinţă [0 = 54 dm' (pentru 
secţiunea de 30 X 60 cm) şi 10 = 2,9 111. lncărcărîle laterale se pot considera 
că sînt datorate acţiunii seismice (corespunzătoare unui grad de protecţie 
antiseismică egal cu 7), acţiunii vîntului sau presiunii din explozii. In figura 
12.16 sînt date direct caracteristicile de încărcare ale structurii. Diagrama 
de momente încovoietoare, rezultată în urma unei analize exacte, este repre
zentată în figura 12.17. 

~ 
~ =5,6Otf 
( 54,9 kN) 

.. 30x60 30 x45 Q3 = 70tf 
3 

3Ox3O I ( 685 kN) 
3Ox3O 

F2 = 4,82 tf 
( 47,3 kN) 

~ = 2,58 
(25,3kN) 

-----.: 

3Ox6O 30x45 Q2 = Q, 

2 ! 
.I 3Ox4O' 30ic4O 

3Ox6O 3Ox45 0.,=9O tf 
1 I (88SkN) 

3Ox4O 3Ox50 i 
. I 

A'!"' ~~ ,,,, i, 

6,00m 2,20 6.00 

Fig. 12.16 

I ------------

Secţiuni i I 

f 
k = .!._ 

i l 
{cm) tdm') 1. I (m) 

j 

I ! 

I ~ CE~TRALE 30,:-!5 I 22,78 0,422 2,20 

- i I 

' -~ ::IL\RGI~ALE · 30:- 60 : 5-!,00 1,000 I 6,00 

3ox3o I 6,75 0,125 2,90 

c.:< ETAJE ' 
' ,.., 

30x10 ; 16,00 0,296 2,90 --·-~ I i-z 
i u;~ 

3,iO ;.; PARTER 30,: 50 i 31,25 0,579 
---

:l 30:<30 / 6,75 o, 125 2,90 
-< ETAJE ~z 

30x10~ -- 0,296 2i90 c-ci 
f-;"" 
tl)-< 

30x10 I < PARTER î6,00 0,296 3,10 ::r;l 
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--
o 
~ 
N 

o a, 
...; 

o 
-:t 
,.; 

/7 r" 

Q3 ·:;/1 tf 
(68HN) 

02=9Otf 
(883kN) 

Q, =9Otf 
(883kN) 

· TABELUL t2.$ 

I Â=..!. 
1. I . p=~ 

. A 

0,759 0,556 

2,069 0,-4.83 

1,000 o, 125 

1,000 0,296 

1,172 0,-494''·• .. 

1,00() I 0,125 
'..-·:•. >',·,,· 

.. ·. 

0,29(i 1,000 

1,172 .0,253 

I 
' 

. 

Fig. 12.Iî 

în figura 12.18 se arată modul de aplicare a metodei factorului, în confor-
mitate cri operaţiile de calcul sistematizate direct pe schema structurii (fig. 
12.4). :cunoscînd v:ariaţia forţelor tăietoare, momentele de etaj s-au calculat 
cu relaţia (12.8), iar distribuţia acestora la extremităţile stîlpilor s-a obţinut 
cu expresiile (12.28) şi (12.29). Momentele încovoietoare din secţiunile de 
capăt ale riglelor s-au determinat cu formulele (12.32) şi {12.33). Aceeaşi 
structură a fost q.lculată prin metoda localizării punctelor de inflexiune 
şi metoda rigidităţîlor relative d.e nivel. In legătură cu ultima metodă nu 
s~au mai dat operaţiile de calcul preliminarii întrucît au fost prezentate în <leta
liµ î~ aplicaţia 10.6.1. Coeficientul de corecţie {12.39) al momentelor încovoie
toari! a rezultat egal cu 1,15. Utilizarea coeficienţilor de corecţie diferenţiaţi 
{pentru fiecare .etaj) conduce la o îmbunătăţire substanţială a rezultatelor 
finale. Se menţionează că la aplicarea tuturor metodelor de calcul s-a ţinut 
seama de simetria structurii, precum şi de caracterul antisimetric al apli
cării· acţiunilor laterale. 
' .In tabelele 12.4 şi 12.5 sînt sistematizate rezultatele obţinute prin apli

carea metodelor aproximative, în comparaţie cu cele determinate printr-un 
C:âkul. exact. 

TABELUL 12.4 

STÎLPl MARGINALI STILPI CE~'TRALI ,-
METODA DE CALCUL METODA DE CALCUL $1,:CJI• EîAJ UN A 

' Exac,~ / • 1:'unct~ de I Factor I Rlgldi!· rel. Exactă I Puncte de I Factor I Rigidit. rel. 
(tlm} . inflexiune (WILBUR} de nivel (tfm} (io'~~~N} (WILBURI 1,"i,~;M•} . , 1(BOWMAN) · (IFRIM) 

. .•. ·,·••· · st:s 1,89 j 
.. :--3. . J{JS 1,60. / 

2c,13 1,95 1,97 2,39 2,43 2,32 2,19 

1,63 1,71 1,71 2,24 1,63 
' 

2,1-4 2,34 
.-.... 8:t:S 3, 16 I 3,39 3,38 2,85 1,68 3,39 1,10 4,31 

,_, 19• • , ... I 4,17 3,24 2,68 4.25 4, 17 1,08 3,85 

-su.s· w 3,01 
;,, 

3,H · 3,15 6.7.5 5,81 6,78 7, 12 
, O"'-l JOS. 1,03 4,50 1,02 ◄,2.5 8,10 8,75 I 8, 15 I 8,79 

,, 
i 
,, 
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~46 
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0102 13 :0206 
{0/+83) 

N (3:0,794 (3 =O. c.D I (T) 

_ _QJ5_§ o· 0267 i.n 

C:1,061 M = 8,12 tfm C:1,248 o· I l-J 
~ I ~ L ~ C = 0,548 
i.n 
~ i o o· 

C:0,931 C:1,157 -.3' 
t.O 0,397 0,446 ;::! ' ci ' (3 :0,534 ~:0712- i o· 

02 1 h µ=0,466 
(1,483) ); 

t- (3:0,534 (3=0,712 i.n I N 

_9 .... 284 O'> N 0,234 o· N 
C:0,768 MH :15,10 tfm C=0.995 o· 

.,.._ 
~ 

c.D r.n z ~ C = 1,014 a, O'> 
N N 

8 o· 

C:0 921+ I C:0735 r:t cs:> 0,267 . 0,356 
"'· r N (3=0,468 (3 =0.568 o o· 

0,337 
µ:0,532 u=0,432 1 

-{0,483) lD (3=0,468 ·;3::;0,568 
-f ~ 

, 0,500 
r--

N 0,500 N I o· U"l 
C:0,958 Mc.: ::22,09" tfm C: 1,068 o· 

i -
~ 2._ ~- C = 1,71~ 

'ii, (T) 

U"l 

2;· N 
o· 

C:1,234 c,..i1284 
0,234 0.284 -.3' N M 

;;s [3 =1000 0=1,000 c.D o· • 
tJ =0 

o· 
p=0 

Fig. 12.18 
TABELUL 1~.5 

SECŢJU!lo"EA 

RIGLE MARGISALE I RIGLA CENT·RAl,A ' 

METODA DE CALCUL _ 1. METODA DE CALCUL 

Exactă ! Puncte de I Factor IRlgjdi!- rel.1
1-- E:tactă 1-· ~net~ c!e j 1'1!cţot ·1 RJPeţlt;. rel. 

(tfm) I inf_lexiune (WILllCR) ci• n_,v~l 1tfniJ '"_ ~~!uANne · (WILlllJRJ- -1•11:11~ 11 
(llOW>!AN) · (IFltlM ► . , (1;10 .. .., . ) . . • ::·, · • ·. · .-.~ . .-• , 

STÎNGA 

DREAPTA 

STÎNGA 

DREAPTA 

STÎNGA 

DREAPTA .5,39 

, 
"i• 

" 

I t;~ 
ţ 

}i 
;1 

" 
*· 

j 
~ m 
?4 
:'f\ 
,:, 
~,; 

?! 
J) 

î 

300 
295 .L.... 

.L....32 290 
285 L:..::.31 

.L....30 280 
275 .L.... 29 

.L....29 270 
265 .L....'lT 

_y_26 260 fr 
254 .Y-25 Q 

lt-24 248 
242 J.-23 

1 -22 236 
228 .L-21 

~20 .. , 

.i:.::.:19 
210 

. .Y-18 
200 

. .Y·-17 
190 

.Y--16 

..-!8J1s + 
110 c 

1--14 
160 

.Y: --1~ 

4 

A-A 

a B-B 

gm 
(-( 

~ 
0-1} 

~ 

Fig. 12.19 

· Aplicaţia 12.8.2. Pentru turnul de televiziune din figura 12.19 se \'Qr 
determina caracteristicile dinamice proprii. Structura de rezistenţă este 
simetrică, iar rigla cadrului, de la partea inferioară, s-a presupus rigidă. Din 
pUilct de vedere dinamic sistemul are 32GLD. Tabelul 12.6 cuprinde -încăr
cările gravitaţionale, precum şi cotele la tare s-au considerat concentrate. 

TA8ELUL 12.6 

k /·Cota Q, /!; k I Cota i Qc li 1· Cota / Oe 1// Cota I Q, 
Î {m) (tt) d (ml i (tf) k {m) I (tf) f k (m/ (tf) 

! 32 ,~ 5,il ;; 24 I 251 , 1,57 16 I 190 I 10,70 : 8 f 110 I 35,40 

' 31 290 0,73 ! 23 ! 248 2,33 ~15 150 I 11,60 7 / 100 ! 40,00 

~ ~ ~ I_E__/ 2--12 ~ 14 ~, 13,90 _G_,~ 41, 70. 

~~ 0,73 -2.!__ 236 '~ _1_3_ ~ 16,70 '_.,_, 80 17,70 

~ ~ 20 228 : 4,57 12 150 124,00 1 i I 70 52,30 

_ 270 0,99 I 19 220 : 5,08 11 i HO 26,80 --;i 60 ~ 
_,.......1-'·-2_6.,_ 1.19 !ly j 210 : 5,62 ~ 130 28.oo 2 I 5o 61.80 

260 • l_,32 I, 17 200 i 7,92 --;-i 120 .31,70 l I 40 181,50 

Calculul. caracteristicilor proprii de vibraţie s-a efectuat prin metoda 
matriceală iterativă (v. cap. 6), după ce în prealabil s-a de~rminat matricea 
de flexibilitate. Valorile proprii şi ordonatele \'ectorilor pr prii, pentru pri
mele şase moduri de vibraţie sînt sintetizate în tabelul 12 .. 
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, I 
i 

11 

A 

32 

31 ---
30 -
29 ---
28 

27 

26 

25 

24 ---
23 ---
22 ---
21 

20 
---

19 

18 
---

17 ---
16 ---
15 

1-! 

13 

12 

11 

10 ---
9 

8 

7 

6 

5 

4 

3 ---
2 ---
1 

T1(s) 

I t 

1,000 OOO 

„0,913 -149 

0,829 409 

o. 750 794 

0,680 630 

0,619 215 

0,564 510 

0.515 575 

O:t71691 

0,424 743 

0,383 517 

0,348 036 

0,316 -'102 

0,278 349 

0,2H 770 

, 0,206 736 

o, 17-! 430 

0,1-16 549 

O, 122 370 

o, 101 591 

0,083 812 

0,068 292 

0,055 152 

0,043515 

0,033 515 

0,025 047 

0,018 062 

0,012 448 

0,008 IH 

0,00'1 951 

0,002 8-49 

0,001663 

2,1.582 

. Modul de vibraţie 

I 2 I 3 I 4 

1,000 OOO 1,000 OOO 1,000 OOO 

0,791321 0,434 428 -0;215 856 

0,591 692 -0,089 650 -1,281892 

0,410 762 -0,531821 -2,057 001 

0,258 870 -0,849 721 -2,HO 821 

o. 136 525 -1,0-47 837 -2,463 223 

0.036 567 -1, 160 563 -2,268 202 

-0,044 762 -1,207 272 -1,936 652 

-0, 110 131 -1,203 092 -1,534 910 

-0,171 123 -1, 149 416 -1,024 368 

-0,215 510 -1,060 178 -0,5H 580 

-0,243 849 -0,937 699 -0, 133 416 

-0,262 204 -0,807 059 o, 195520 

-0,276 758 -0,629 412 0,534 238 

-0,281464 -0,460 682 0,727 S53 

-0,279 9-19 -0,263 290 0,86-1 331 

-0,268 723 -0,098 786 0,832 993 

-0,251 572 0,031-571 0,700 9il 

-0,230 540 o, 128 205 0,510 989 

-0,206 907 0,191706 0,295 S93 

-0,181864 0,224 834 0,084 675 

-0,156 412 0,233 433 -0, 103 197 

-0,131567 0,226 426 -0,258 102 

-0, 108 060 0,209 183 -0,37-1 52-i 

-0,086 '109 o, 185 125 -0,'li9 857 

-0,067 002 o. 157 869 -01486011 

-0,050 192 0,129 127 -0,488 525 

-0,036 081 o, 101 725 -0;465.849 

-0,02'1779 0,077 507 -0,'426198 

-O 016 26.5 0,057 633 ----0,380647 

-0,010 437 o,ou 061 -0, 339 69.l · 

-0.007 077 0,024 204 ·-0;308923 

1,1.524 · 0,5411 . 0,2817 

TABJ.>LUL tt~ 

I s I 6 

1,00Q OOO 1,000 OOO 

-0,639 965 -1,454 225 

-2,027 679 -,3,377 085 

-2,936 364 -4,297 031' 

_;-3, 191 197 -3,984 124 

-'2,916 938 -2,894 755 

-2,358 768 -1,448 016 

-1,668 115 -0, 101607 

-0,954 837 0,992968 

-0,169 864 1,859 983 

. 0,427 122 2,107 179 

_,.0,856_ 548 2,021541 

1,081 916 1,569 902 

1.196 204 - 0,768 943 

1,113 613 0,05121.1 

o.896 06:4 I -0,744059 

0,559 051 - 1;'143_311 

0,222 327 -1. 158 874 

-0,058145 -0,907 166 
I 

-:--0,242 923 I -0,492,973 

-o,3!-4848 ..,:o.06224-t 

-0,2869!H o,305298 

-0,201368 0,554 487 

'..,_o,oss 505 0,!>69669 

0,031613 Q 6'194➔6 ! • - - I 
o, 1-13 102 0,509972 i 

0,235i-4i 0,3188521. 

0,301853_ 0.083'1.19 
·, ., 

0,34UU8 -:-O,J37,;0$9 
.. --;-'·',' 

0,358 649 4;0,319 774 ' 

_ o,352iiif 
·"· \ '• ) . ' 

_;,..0;44$2.50 

(),3.5~_SM 
. .-
->.;:o,'.si2 4:it2 I 

·-
U()jlfti> l -'•,0;2i2-t 

Aplicaţia 12:~.3. Se consideră castelul de apă de beton armat cu capaci
tatea de 1 OOO m3 şi ale cărui principale dimensiuni geometrice sînt date în fi
gura 12.20. Rezervorul castelului este executat din beton B 400 şi oţel PC 52, 
iar turnul, avînd secţiunea inelară constantă, din beton B 250 şi oţel OB 38. 

Se cere să. se determine pe baza modelului admis în § 12.3 perioada funda
mentală de vibraţie în două ipoteze şi anume, cînd rezen·orul este gol şi cînd 
rezervorul este plin cu lichid. 

Date preliminare. Caracteristicile geometrice ale secţiunii transversale 
a turnului rezultă: 

- aria 
A = r. (D2 - d2) = 5,652 m2, 

4 

- momentul de inerţie 

I= 67. (D4 - d4) = 25,5 m4 , 

4 . 

- modulul de rezistenţă 

w =L=so95m3: 
D/2 ' 

ModuJul de elasticitate longitudinală al betonului din turn s-2. considerat 
egal cu 

E = 2,9 • 105 kgf/cm2• 

încărcările gravitaţionale care intervin în calcul sînt: 

- greutatea cuvei rezervorului (inclusiv izolaţia) 

Qc = 526 tf, 

- greutatea tubului (inclusiv izolaţia) 

q, = 14,7 tf/m. Q, = q1H = 588 tf, 

- greutatea lichidului din rezervor (1 OOO m3) 

Q1 = 1 OOO tf. 

1n figura 12.20 sînt reprezentate aceste greutrtţi, precum şi poziţiile cen
trelor de greutate respective pentru Qc şi Ql' 

Ipoteza 1 - rezervor gol (fig. 12.20, b). Prin reducerea structurii castelului 
la un sistem oscilant cu un singur grad de libertate, valoarea sarcinii echiva-
lente se determină cu relaţia 

Q,,t = EcQc + E1Q1, 

_ Pentru coeficienţii de echivalenţă, corespunzători încărcărilor provenite 
·din.greutăţile cuvei şi turnului, s-au admis următoarele valori: 

Ec = 0,90, E:.1 = 0,24. 

Rezultă deci încărcarea echivalentă 

Q •. 1 = 614,5 tf. 
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Aplicînd principiul cons?rv:Lrii energici între sisknrnl dat ~i sistemul echi
valent a rezultat poziţia îndtrcfLrii echivalente 

H,._ 1 = 43,37 m. 

S{tgeata statică, prolus't el·: acţiunc:i forţei Q,, 1 aplicau pc direcţia de 
os:::ilaţie, s~ determini'i cu formula (12.49) 

(), 1H: l ' 22 6 
XsT.1 = 3E/ = ' cm, 

iar perioada proprie de os:;!aţie cu relaţia (12.47) 

T1 = 0,2 .J XsT, 1 ,= 0,95 s. 

Ipote~a 2 - rezervor plin (fig. 12.20, c). Calculul s:; ,·a face în mod analog 
situaţiei pre:e:l.ent~. Astfel încftrcarea echivalentă se obţine ca expresia 

Q,, 2 = s,Q, + E/!1 + E1Q1 = I 365 tf, 

unde s-au considerat următoarele valori pentru coeficienţii de echivalenţă. 
~98]: 

'-c = 0,90, i.1 = 0,24, E1 = 0,75. 

Poziţia încărcării echi,·alente a rezultat 

H,, 2 = 44,05 m. 

În consecinţă, se obţin direct următoarele mărimi specifice: 

(>.oH3 • 
re ='·-'•"=526on 
. ,.T,Z 3El ' ' 

T 2 = 0,2.JxsT,z = 1,45 s. 

Faţă de prima ipoteză (rezervor gol), în cea de-a doua ipoteză. (rezcrrnr 
plin) se constată o flexibilizare statică de 132 % şi o flexibilizare dinamică 
de 52,6%, Acest fapt pune în evidenţă sensibilitatea seismică ridicată a cas
telelor de apă în situaţiile în care s:nt pline cu lichid în timpul cutremurelor. 

Ca şi în aplicaţia precedentă, cunoscînd caracteristicile dinamice proprii 
ale structurilor analizate, se pot determina forţele seismice de calcul prin 
una din metodele expuse în capitolul 8. 

Dacă rezervorul castelului este de marc c2pacit2.tc, i;;r n:,:sa proprit> a 
turnului devine semnific2.tivă, se poate admite un modd dinamic cu mai 
multe grade de libertate rezultat prin discretizarca 1m1sei ,.CL'Stuia. În 
asemenea situaţii se poate aplica metoda superpoziţiei modale c2.rc per
mite eYaluarea răspunsului seismic maxim mediu sau metoda integrării di
recte ţinînd seama şi de oscilaţiile lichidului din cuvft. 
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ANEXA I 

EVALU.\REA ÎNCĂRCĂRILOR SEISMICE ÎN CO.NFOR'.\IITATE 
CU :;,.oR'.\IATffUL ROMAXESC P.100-81 

Bazele teoretice generale cu priYire la normarea forţelor seismice, precum 
şi semnificaţia notaţiilor particular~ specifice normativului românesc P.100-81, 
au fost expuse în § 8.2.2 şi § 9.6.2. . . . . . 

Xormafrvul permite determinarea forţelor seisnzice de nivel modale maxime 
(FSN) atît direcţ (8.75), cî! şi indirect_ prin i~~erme?iuţ fo~/ci tăiet~are de 
ba:::ii modale maxime (FTB), m urma unei operaţu de d1stnbuţ1e (8.77),(8.81). 

• Evaluarea directă a FSS are la bază relaţiile (8.67), (8.68), (8.15), 
(9.2) şi (9.4). Pentru modul pr_opri~ ~ de vibraţie, în notaţiile utilizate în 
această lucrare, rezultă expresia f:,;'I; : 

(I.l) 

unde 

(l.2), 

iar dacă se folosesc simbolurile specifice normativului, a căror corespondenţă 
este menţionată în § 9.6.2, se obţine 

st., = ck,,Gk • (I.3) 

şi 

(H) 

• EvalH,1rea indirectă a FSS prin intermediul FTB. Prin combinarea 
relaţiilor (8.68), (8.77), (8.81), (9.71 şi (9.8) se determină FTB cor.espuniă~ 
toare modului propriu i de Yibraţ:~ astfel: 

" Fi= ciQ, Q = BQ,., (1.5) 
•-1 

în care 

C; = c0 •C(T,)•CR•e:,. (1.6) 

Dacă se utilizează notaţiile co;espondente din normativ, rezultă 

s, = C1G, G = "'r'G1;, 
f=i 

(I.7) 

şi 

Toţi coeficienţii din formulele (I.4) şi (I.8) au fost definiţi în tapit<>leie 
8 şi 9. 
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În conceptul normativului românesc, gradul de seismicitate este identic 
cu gradul de protecţie antiseismică şi se stabileşte în funcţie <le harta de 
macroz:mare seismidt a teritoriului (fig. 7.38). În acest sens, cocficie11fi·i de 
intensitate seismică K, au valorile: 0,07 (grad 6), 0,12 (grad 7), 0,20 (grad 8) 
şi 0,32 (grad 9). 

C oejicienţ ii di11 amici modali /31 se de t ermihft cu rcla ţia 

~j = 3/Ti, 0,75 ~ /31 ~ 2, (1.9) 

cu spedficaţia că, re;;pectînd condiţiile (I. 9), aceşti coeficienţi se reduc cu 
20 % în caz·1l terenurilor compacte şi consistente şi se majoreazft cu 30 % 
în cazul ter~p.urilor necoezi\·e şi în stare afinată (cu re;;tricţia ~, ~ 2,5). 

Valorile coeficienţilor de reditcere 'ii sînt cuprinse în tabelul I.1, iar coefi
cienţii de echivalenţă e:1 se calculează cu formula (8. 95). 
-a FS~ se obţin prin distribuţia FTB aplicînd expresia (8.81} sub forma 

S, .. , = d1.:.,S,. (I.Io) 

unde d1:,, reprezintă coeficientul de distribuţie a forţelor seismice şi se deter
mină cu relaţia (8.82). 
. În privinţa deplasărilor relative de nivel maxime (cu caracter postelastic), 
normativul românesc prevede următoarele condiţii: 

~max~ (-1-· • •-1-)lz,.,ai• 
200 150 

TABELUL I.I 

Nr. ! 
l 
i 

Tipul de construcţie şi sistemul constructiv 
i 
i 
i 

I C!Miri cu structura rigidiL (pereţi portanţi de zidărie sau diafragme deJ 
B/A, monolit sau prefabricat) sau semirigidă (diafragme conlucrind cu; 

-~): : 
: - pin! la parter + 4 etaje (,.; 5 ni-reluri) şi cu înălţime totală I 

pină la 15 m 
- peste parter şi 4 etaje(> 5 ni-reluri) sau înălţimea totală peste 15 ml 

y 

0,30 
0,25 

--- --------------------------)----1 
Clădiri etajate în cadre: ! 2 

- cu o singură deschidere ; 
- cu mai multe deschideri I 

0,25 
0,20 

---1--------------------------:---
3 

4 

. ___ ! 

5 

6 

Hale industriale cu un singur nivel şi alte clădiri 
1 

- cu o singură deschidere 
- cu mai multe deschideri 

Silozuri, inclusiv cele cu celule rezemate pe stîlpi şi alte construcţii spc• i 
ciale cu structură rigidă : 

Construcţii înalte, foarte flexibile, de tipul coşurilor de fum, turnurilorj 
independente etc. 

Castele de apă 

0,20 
O, 15 

0,25 

0,35 

0,35 
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Dadi se admite în mod aproximativ pentru forma proprie fundamentalrt 
o variaţie liniară (v. fig. 10.8, c), coeficienţii care intervin în relaţiile (I.4), 
(1.6) şi (I. 9) ,·or avea următoare;e expresii simplificate: 

În aceste condiţii, perioada proprfo fundamentală de vibraţie poate fi 
estimată cu formulele directe conţinute în tabelul 10.2. 

ANEXA li 

ANALIZA SEISMICA A C~EI STRUCTCRI ÎN CADRE ET.âJATE 

Aplicarea practică a unor aspecte teoretice expuse în partea a II-a a 
acestei lucrări face obiectul unui exemplu numeric, care constă· în analiza 
dinamică completă a unei structuri etajate plane cu 15 nh:elwi (în cadrfd~ 
beton armat), situată într-o zonă caracterizată. prin gradul 8. de ,i1:1tens,ita.te 
seismică. Principalele caracteristici geometrke şi .ela.s.tice st~ctµ:rale :s:Înt 
cuprinse în tabelul II.1 şi figura II.l În acest sens, se pr_ezintă principalele 
etape de operare care permit enluarea încărcărilor seismice de calcul, ţi
nînd seama de contribuţia primelor trei moduri de vibraţie. 

Caracteristicile elastice şi dinamice proprii' ale structurii au fost deter..; 
minate prin aplicarea noţiunilor teoretice expuse în cap. 10. Valorile numerice 
ale acestora vor fi exprimate prin intermediul următoarelor mărimi de 
referinţă: 
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Q0 = 80 OOO kgf (78 500 dâN); 

m0 = Q0/g = 81,55 kgf s2/cm (80 kg); 

/ 0 = 12,51 dm' = 12,51 · 104 cm4 ; 

l0 = 2,8m = 280cm; 

E = 3, 15 • 105 kgf/cm2 (3, 1 • 105 dă.N/cm2) ; 

R0 = EI Jrt, = 1 795 kgf/cm (1 750 daN/cm,); 

,Jm0/R 0 = 0,2125 s. 

T_\BELU, II.l 

I i 
Secţiuni I k = !_ I I ! I k 

Î\=- P= -(cm1 (dm') I, (m) : I, 

' 
Â 

! i I 

I 
.!l I 

I 

I ! 
to Centrale 30x 55 41,6 3,325 2, 10 I 0,75 i 4,43 

i:2 
Marginale 30x55 41,6 I 3,325 5,60 I I 1,66 I - 2 I 

35x 35 12,51 1 I 2,80 I I 
'I 

1 ! ~ I ! 
35x45 26,58 2,125 2,80 I I 2, 13 

I 

îi: Etaje 
I I 

QJ I I i u i0;-: 55 55,46 4,433 I 2,80 I I 4,43 ;g. 
50x65 11-1.-13 I 9,147 I 2,80 

I 
I I 9, 15 I iiî I 

tl-i.43 I i 

i 
l 

- Parter 50 >: 65 9, 1-17 ! 4,20 1,5 i 6, 10 ! 

-;; 35x35 12,51 I I 2,80 ! 1 I 1 

-~ 35 :~ 40 18,66 1,492 I 2,80 1 I 1,49 ... Etaje <li 

j I E 35x50 36,46 2,914 2,80 1 I 2,91 
·s. 

35 >'. 60 . 63,oo I 5,036 I 2,80 1 i 5,04 :::: I 
cÎÎ 

63,oo I I I I Parter 35x60 5,036 4,20 1,5 I 3,37 

Rezultantele încărcărilor gravitaţionale, concentrate la ni\-elul fiecărui 
planşeu (permanente şi utile), sînt date direct în tabelul II.l şi în figura II.1. 

Rigiditatea relativă de referinţă (convenţională), notată prin R0 , diferă 
de expresia (10.5) prin coeficientul numeric 12, care a fost indus în expresia 
coeficientului de rigiditate rcl'ativă de ni,·el "'l (10.6), (10.10). . .. 

. Exprimarea valorilor numerice s-a făcut în sis_temul tradiţional de unităţi 
(MKfS) deoarece transformarea în unităţile sistemului internaţional (SI) 
are_ la bază. în .mod aproximativ, relaţia 1 tf ~ 10 k:\'". 

II.1. C..\.LCULUL RIGIDITĂŢILOR RELATffE DE :\'!\'EL 

Rigidităţile relative de nivel au fost determinate prin intermediul rela
ţiilor c::onţinufe la punctul 4 din tabelul 10 .1, folosindu-se în acest sens no
taţiile din capitolul 10. 

Ordinea în care se conduc operaţiile numerice se prezintă sistematizat 
bi continuare. 

• Coeficienţti adimellsionali 

(II.l) 

sînt calculaţi în tabelul II. l şi direct pe schema structurii, aşa cum este 
arătat în figura II.2. 
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TABELUL II. 2 

m .. , h'· IX.l'= 

li (10 ~:-:) =Q•/Qo 

i . 

I ; - 100 I 1,25 

--;-1 1,00 
----

3 80 1,00 
---

__ , __ 
➔ 80 1,00 

--·-----
5 

---
6 

---
7 ---
8 

---· 

9 

10 

11 

12 

i-
l-

-
13 i=-

! M ,---
15 

1 ~ 

i 
80 i 1,00 --
80 i 1 00 

--
80 

i 1,00 I 
--•--

80 
i 1,00 I --.--

80 i 1,00 
--·--

80 ! 1,00 ----
80 ' 1,00 --
80 1,00 --
80 I 1.00 

-.--•--· 
50 1,0() ----
60 • O 75 

1200 , 15 

I 

Rk =- '1l1,;Ro k I 
1 . 

I 
tf/cm 11k c=- z; 'l)k ·~. «. = v, 

(10 kN/cm) i=l 

78,027 ti0,07 I 0,012816 o.o 12816 I 
169,824 304,85 0,005888 0,01870-4 I 
179,040 i 321,39 0,005585 0,024289 I 
164,760 295,76 0,006069 0,030358 I 

I 
I 

109,848 197, 19 0,009105 0,039463 i 
103, 104 185,08 0,009699 0,049162 

I 

I 
103, 104 185,08 I 0,009699 0,058861 I 
97, 176 IÎ4,H ! o.o 10291 0,069152 I I 

i GO, 792 '109, 13 I 0,016449 0,085601 

I 
! 

58,272 101,60 0,017161 O, 102762 ! 
i 

58,272 104,60 I 0,017161 o. 119923 I ! 
56,SOS 101,98 I 0,017603 I O, 137526 ! 

I ! 

I i 36,00J 64,62 I 0,027778 0, 165.,()~ I 

I 
35,328 63,42 : 0,028306 I O.1Y3610 I 

I 
i 
I 33 696 60 49 O 029675 i O 223285 

II.2. DETER:\UNAREA CARACTERISTICILOR PROPRII 
DE YIBRAŢIE 

. 
O:kUk 

0,016020 

o.o 18704 

0,024289 

0,030358 

0,039463 

0,019162 

0,058861 

0,069152 

0,085601 

0, 102762 

o. 119923 

0, 137526 

0, 165304 

o.193610 

O 167465 

1,278200 

• Calculul direct al perioadelor proprii de vibraţie s-a făcut cu ajutorul 
formulelor stabilite în § 10.2.3. 

Perioada fundamentală rezultă prin aplicarea formulei ( 10 .33). adie{, 

(II. 10) 

unde 
I 

Y1 = 5„45 (t rJ.11,;]2 (n ;;,, 3), 
k=I 

(II.11) 

iar perioadele de ordin superior se aproximează cu formula (10.38) 

(Il.12) 
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Toate notaţiile care intervin mai sus au fost explicate în capitolul 10. Coefi
cienţii de masă a.k = m1.:/m0 = Q1.:/Q0 şi coeficienţii de flexibilitate de nivel 
ttk = l/"IJ1< sînt calculaţi în tabelul II.2. 

In baza datelor iniţiale şi a celor din tabelul II.2 
ts 

./m0/ R0 = 0,2125s, ~«,,u; = 1,2782, 

s-au obţinut următoarele valori ale primelor trei perioade proprii de vibraţie 

1_ :1 = 1,312 S,l 
12 = 0,505 s, 
T3 = 0,336 s. 

(II.13) 

• Calculul exact al perioadelor proprii de vibra/ie a fost efectuat prin 
analiză numerică automată, utilizînd metoda matriceală itcrath·ă standard, 
specifică determinării valorilor şi vectorilor proprii (v. § 6.5). Pentru cele 
trei moduri proprii de vibraţie au rezultat 

T1 = 1,309 s, (1)1 = 4,799 rad/s, 

T 2 = 0,522 s, 

T3 = 0,325 s, 

(1)2 = 12,036 rad/s, 

w3 = 19,333 rad/s, 

(ll.14) 

ceea ce confirmă Yalabilitatea practică a rez;iltat.elor obţinute prin metoda 
directă propusă în § 10.2.3. 

• Formele proprii de vibraţie <1>;-,; au rezultat direct pc baza programului 
elaborat pentru calculatorul electronic. În consecinţă, vectorii. ptopfii care 
sînt daţi în tabelul II.3 reprezintă mărimile exacte care satisfac proprietatea 
de ortogonalitate 

. " 
EQ1.:<l>k,l<l>k,! = E 0C1.:<l>k,i<l>J:,j = o 
·-· •-1 

(i 'F j). (ll.15) 

II.3. DETERMINAREA Î:\"CARCĂRILOR SEIS:\IICE ORIZONTALE 

Forţele seismice, a căror acţiune este static echivalentă, s-au determinat în 
conformitate cu normativul românesc P.100-81. Forţa tăietoare de bază, 
corespunzătoare modului i de vibraţie, se calculează cu relaţia (9.7), ,. 

(H.16) 

unde coeficientul seismic total c1 arc expresia (anexa I) 

c, = K,Ml,s1, (:Il.P) 

Semnificaţia fiecărui parametru care intervine în (Il.11) a fost definită fa 
§ 9.6.2. 

lntrucît structura este în cadre de B/A ·ştse a,flă 'amplasată într..o)obă 
cu seismicitatea. de gradul 8, coeficientul de redf{cere al răspunsului are va
loarea lji = 0,20, iar coeficientul de intensitate seismică K, = 0,20 (v. anexa 1),-
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Prin introducerea valorilor proprii (II.14) în rcla ţia 

3 
~i=-, 0,75<~;,(2, 

T; 
(II.18) 

se obţin ,·alorile coeficienţilor dinamici modali ~1 = [32 = ~3 = 2, 
T, < 1,5 s (·i :__ 1, 2 ,3). 

întrucît 

În aceste condiţii expresia de calcul a cocjicient11!11i sdsmic total 
va avea forma particulară 

(II.17) 

(II.19) 

Coeficienţii de echivalenţii. se determină cu relaţia (8.95) transformată 
astfel 

(II.20) 

in care inter\'in expresiile adimensionale ale factorului de participare modal 
P;, masei generalizate modale .11; (S.68) şi masei efccti\·c totale m (8.94) 

~ n 

P; = b m,<l>k,i = 11i 0 I:; se;,<!îk.t = mo-P;, 
k-1 k=l 

n " 

.11;= I:; mt<P;,; = m 0 I:; sek<l>,.,1 = m 0Jî;, 
k=1 k=l 

(II.21) 

fJ tf. 

111 = I:; m. = m0 I:; se1. = 1Jt 0z, 
k=l k=l 

deoarece m,, = rx;.m 0 sau Q •. = z„Q 0 . 

Prin utilizarea datelor numerice cup,inse în tabelul II.3, se obţin \"alorile 
coeficienţilor E; şi ci, precum şi ale forţelor tăietoare de bază. F1 (,·. tab. IIA). 

Forţele seismice de nivel modale rezultă în urma operaţiei de distribuţie 
a forţelor tii.ietoare de b:i.::ă modale prin intermediul relaţiei (8.81). 

(II.22) 

TABELUL II.4 

I MOD 

I I 
I F, I SA, SD, I X.1.·.,=A14't,i--• -• 
I 

A1 I • P, I M, .. ,, (tf) I (cm/s1 ) I (cm) (cm) 
I ' i i 

.. ·-
I ' ! 1 8,016 5,6-11 0,i59 : 0,061 73,2 ; 1,421 78,95 I 3,'128 4,871 <I>u 
i ' -- ----.-- --· i ! 

2 -.3,-11.3 5,H8 o.150
1

0.012 ~ -0,66.3 78,'18 0,5'12 -0,.359 «l)t;s 

0,.370. 
·-

3 1,900 .S.H4 0,047 I 0,004. 4.,8 83,49 0,223 0,083'1>t.a 
' ' 
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În tabelul 11.5 sînt calculate valorile numerice ale coeficienţilor de distri
buţie şi ale forţelor tăietoare de nivel a căror variaţie este reprezentată 
în figura II.5, a. 

II.4. DETER:\IIXAREA DEPLASARILOR ELASTICE LATERALE 

• Calwlul deplasărilor laterale modale prin intermediul rigidităţilor relative 
de nivel se face în baza relaţiei (10.1), adică 

Xk,1 = Xj,1 + ~t), (lI.23) 

unde deplasarea relativă dintre nivelurile k şi j se obţine astfel 
,-1q 

~ I) = __t!_. (II.24) 
k•J Rki 

Calculul deplasărilor laterale modale se face pornind de jos- în sus şi anume 

• Calculul deplasărilor .l:iterale modale prin .intermediul fcrm~lot proprii 
de vibraţie se efectuează cu expresia (8.69). 

xt., = At.1SD1 (II.25) 

Dacă se ţine seama de relaţiile (8.67) şi (II.21) rezultă 

încît expresia (II.24) devine 

p~ 
xt,t == .M; SD,4>t,t• 

unde, în conformitate cu (8.69) şi (8.98) 

toate operaţiile de calcul fiind sistematizate în tabelul Il.4. 
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Se const-;tă că depl'.1-sărilc modale !a ultimul nh·el. (k = !1) coincid cu 
cele detennmate anterior (<I>.,1 = 1, i = 1, 2, .. , n),'tl'în figura 11.5, b 
sînt reprezentate variaţiile deplasărilor laterale corespunzătoare celor trei 
moduri proprii de vibraţie. 

1 I • Calculul direct al deplasării laterale maxime, corespunzătoare modului 
fundamental, se dt.'termină cu formula (9.11) stabilită în § 9.6.2, adică 

I 

I I 
i 

i 1 

I ) 

j 

.t'1, m•• = Xa,1 = 35 .:!. Tr = 4,8.Z cm, 
€1 

în care s-au introdus mărimile deja calculate.:Se constată aproximarea satisfă-' 
cătoare rezultată prin aplicarea formulei directe. 

II.5. SUPERPOZIŢIA FORŢELOR TĂIETOARE 
ŞI DEPLASĂRILOR LATERALE MODALE 

Sup~rpoziţia valorilor modale obţfoute pentru forţe tăietoare şi deplasări 
laterale se va face utilizînd unele din formulele comentate în capitolul .8. 

• Superpoziţia forţelor tăietoare s-a obţinut aplicînd următoarele două 
,·ariante de calcul 

I 

Tt(l)=[E<Tt,)]2 ~ i= (1, 2, 3) 
•-I 

(11.28) 

(il.29) 

• Superpo~iţi..i deplasărilor .lateral€ a rezultat tot prin ;aplic;1rea celor 
două variante de mai sus 

(1L30) 

(II.31) 

Valorile totale obtinute p~ntru forţde tăietoare şi deplasările laterale sînt 
date în tabelul II.5 °şi reprez~ntate grafic în figura 11.5. 

II.6. UNELE OBSER\'AŢil ŞI COXCLUZII 

• Deoarece 

rezultă 
.!--L.;.J h--.:-l:_l_l ___ ·_~_, __ ..J . 
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I:;Fi:,1 = S-1.t = Fc, 
k=I 

• Ţinînd seama de proprictatc:1 coeficienţilor de cchivalenţ{t (8. 100) 

(i= 1,2, ... n), (Il.34) 

precu:n şi de faptul că 

se obţine 

(II.35) 

Acest rezultat dovedeşte că influenţa celorlalte moduri superioare de 
vibraţie asupra răspunsului este practic neglijabilă. Deoarece e:1 arc valoarea 
cea mai mare, se confirmă că cea mai importantă contribuţie o are modul 
fundamental. · 

• În privinţa superpoziţiei efectuate anterior se constată că deplasările 
laterale t.otale sînt foarte aproQiate de deplasările laterale maxime corespun
zâtClare modului fundamental. 1n schimb, în cazul forţelor tăietoare influenţa 

, modm.'<Uor. superioare este pusă în evidenţă în special în partea superioară 
a st11,1cturii. 

- • Se. COl)Sidţră că rădăcina sumei pătratelor (varianta I) aproximmzft 
cel mai satisfăcător răspunsul total probabil. De asemenea, prin aplicarea 
variantei II propusă, rezultă valori acceptabile ale răspunsului tot«J. A,·an
tajul acestei variante constă în ac~ea că nu implică determinarea carac
teristicilor modului 3. 

• Diagramele de momente în-::ovoietoare se pot determina direct prin 
una. din metodele aproximative expuse în capitolul 12. 
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